Analiza matematyczna 1.1, kolokwium, 20 listopada 2015 — rozwiazania

1. Wyznaczy¢ kresy zbioru

A:{%—%: keN,mEZ\{O}}.

Czy kresy te sa osiagane w zbiorze A?

Rozwigzanie: Poniewaz k > 11 |m| > 1 oraz —|m| < m < |m|, wiec
—-3< - |3|<——<——— 11-2 11+%<11+3:14,
przy czym pierwsza (od lewej) nieréwnosé staje sie rownoécia wtedy i tylko wtedy, gdy |m| = 1,

czyli gdy m € {—1,1}, druga — gdy m > 0, czwarta — gdy k = 1, piata — gdy m < 0, szdsta gdy
Im| = 1. Wynika stad, ze 14 = & — 2 jest kresem gérnym zbioru A i jest tez jego elementem.
Liczba —3 jest ograniczeniem dolnym zbloru A 1 nie jest jego elementem — trzecia nieréwnosé jest
ostral

Pokazemy, ze inf A = —3, czyli ze wiekszego od —3 ograniczenia dolnego zbiér A nie ma. Niech
wiec

a > =3, czyli a4+ 3 > 0. Z zasady Archimedesa wynika, ze istnieje liczba naturalna k > +3,

a> -3+ % = % — T € A, zatem w zbiorze A jest co najmniej jedna liczba mniejsza od «, a wtasnie

to chcieliémy wykazac.
Udowodniliémy, ze infA=-3¢ A, supA=14€ A. O
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2. Niech a, = Z = 1+ 3 + 3 +...+ T + o Wykazaé, ze dla kazdego n € N zachodza
k=1

nieréwnosci 2 +1 < a, <n+ 3.
Rozwiqzanie: Mamy a; = 1+ % = g Réwniez % +1= % =1+ %, wiec dla n = 1 obie nieréwnosci

staja sie réwnos'ciami

2n+l n+1
1
Apt1 = Z Z - Ry T Zachodza oczywiste nieréwnosci
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— szacowaliSmy z lewej strony przez najmniejszy sktadnik pomnozony przez liczbe sktadnikéw,
a z prawej — przez najwiekszy pomnozony przez liczbe sktadnikow. Wynika z tych nieréwnosci, ze

jesli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnos¢ 3 +1 < a, <n + % (zal. ind.), to
2n+1

n+1l n 1 1 1
+1 < ap n <ap+1< 1= 1)+ =
;=5 Tltg<a a+k§2n+1 antl<ntg+ (n+)+2

czyli spetniona jest nieréwnos¢ "+1 +1<a, 1 <n+l + (teza ind.). Twierdzenie, ktére dowodzimy

wynika teraz z zasady indukcji zupelnej. 0

3. Zbada¢, w zaleznosci od parametru ¢ > 0, czy istnieje granica lim {/em® + (ec)” i obliczy¢ ja

n—oo

dla tych ¢, dla ktérych istnieje.

Rozwigzanie: Mamy (nieréwnosé z wyktadow): e¢ = e - et > e(l + ¢ — 1) = ec i oczywidcie
ec > 0. Wobec tego  €° < {/eme + (ec)™ < {/ene + (e) = {/2emc = /2.
Poniewaz lim /2 = 1, wiec z twierdzenia o trzech ciagach wynika od razu, ze dla kazdego ¢ > 0

n—oo
zachodzi réwnosé lim {/e™ + (ec)” = e°. [
n—oo




a»,ﬁ—a%
2

rzeczywista. Dla jakich (nieujemnych) a ciag (a,) ma granice? Wyznaczy¢ ja, w zaleznosci od a.

4. Ciag (a,) dany jest wzorem rekurencyjnym a; = a, a,41 = , gdzie a > 0 jest ustalona liczba

Rozwiqzanie: Poniewaz a; > 0 i z tego, ze a, > 0 wynika, ze a,.1 = %(an + a%) > 0, wiec

wszystkie wyrazy ciagu (a,) sa nieujemne (to byla indukcja). Zauwazmy, ze
r=1i(r+2?)<=r=2>< (z=0lubz=1).
oraz jesli 0 < z < 1, to 2? < z, zatem §(z + %) < 2, ajedli x > 1, to o < 22, wiec o < §(x + 2?).
7 tych stwierdzen wnioskujemy, ze
jesli 0 < a,, < 1 dla pewnej liczby naturalnej n, to 0 < a,41 = %(an +a2) < ap.
Wiynika stad (indukcja), ze jesli 0 < a3 < 1,t0 0 < a, < ap_1 < ... < az < a1, wiec ciag (a,) ma
granice (jako nierosnacy) i jesli A = lim a,, to 0 < A< a1 <1 A= lim a,41 = lim (a, +a2) =
n—o0 n—o0 n—c0

=3(A+ A?) i wobec tego A = 0.

Jedli a1 = 1, to dla kazdego n prawdziwy jest wzér a, = 1 (indukcja: jesli a, = 1, to a,41 =
=1(ap+a2)=3(1+1)=1).

Jesli a, > 1, to a,y1 > ay, zatem jesli a; > 1, to a,, > 1 dla kazdego n oraz a,,1 > a,, wiec
w tej sytuacji ciag (a,) jest Scisle rosnacy. Ma wiec granice (skoniczona lub nie). Niech A = lim a,.

n—oo

Wtedy A > a; > 1 oraz A = lim a,1 = lim 3(a, + a2) = $(A + A?). Zadna liczba wieksza od 1

nie jest pierwiastkiem tego réwnania. Wobec tego A nie jest liczba, co oznacza, ze A = +o00. [J

5. Ciag (x,) ma te wlasnosé, ze ciag (y,) dany wzorem y,, = 2x,11 — =, jest zbiezny do granicy

g € R. Czy wynika stad, ze ciag (z,,) ma granice? Jezeli tak, to jaka?

. . . . . . n . . s e
Rozwiqzanie: Zastosujemy twierdzenie Stolza do ilorazu z,, = 225". Ciag (2") jest $cisle rosnacy
.. . . on+1 _9on . 2m (9 — . . .
i lim 2" = 4o0. Mamy tez lim ——H-—"" = lim W = lim y, = ¢. Z twierdzenia
n—oo n—oo n—oo n—oo
. . . . n . on+1 _9on
Stolza wynika, ze lim z, = lim = 2 = lim =2 = ¢. O
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