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Zaczniemy od twierdzenia pochodza� cego od J.Liouville’a — pierwszego, które pozwoli lo na

wykazanie, że niektóre liczby nie sa� pierwiastkami wielomianów o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Twierdzenie Liouville’a

Jeśli liczba niewymierna d jest pierwiastkiem wielomianu a0 +a1x+ · · ·+anx
n , an 6= 0 , n ≥ 1 , to

istnieje sta la C > 0 taka, że dla dowolnej pary liczb ca lkowitych p, q , q > 0 zachodzi nierówność
∣

∣x0 −
p
q

∣

∣ ≥ C
qn

.

Dowód.

Niech h(x) = a0 + a1x + · · ·+ anx
n . Niech δ > 0 be� dzie taka� liczba� , że jeśli 0 < |x − x0| ≤ δ , to

h(x) 6= 0 . Taka liczba δ istniej, bo wielomian h ma skończona� liczbe� pierwiastków — zak ladamy,

że jedynym pierwiastkiem h w przedziale [x0 − δ, x0 + δ] jest x0 . Za lóżmy, że
∣

∣

p
q
− x0
∣

∣ ≤ δ . Niech

Ĉ = sup{|h′(x)|: |x− x0| ≤ δ} . Z określenia x0 , δ i twierdzenia o wartości średniej wynika, że

0 <
∣

∣h(p
q
)
∣

∣ =
∣

∣h(p
q
)− h(x0)

∣

∣ ≤ Ĉ
∣

∣

p
q
− x0
∣

∣ .

Jasne jest też, że h( p
q
) = `

qn
dla ` = a0q

n+a1pq
n−1+a2p

2qn−2+· · ·+anp
n ∈ � . Ponieważ h( p

q
) 6= 0 ,

wie� c ` 6= 0 , zatem |`| ≥ 1 . Wynika sta� d, że
∣

∣

p
q
− x0
∣

∣ ≥ 1
Ĉqn

. Przyjmujemy C = min{ 1
δ
, 1
Ĉ
} . Jest

jasne, że dla tak zdefiniowanej liczby C teza twierdzenia jest spe lniona.

Zadanie

Udowodnić, że liczba

∞
∑

n=1

1
10n!

jest przeste� pna, tzn. nie jest pierwiastkiem żadnego niezerowego wie-

lomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych.

A teraz cytat z miesie� cznika ∆ sprzed kilkunastu a może i dwudziestu lat (tu nie ma naruszenia

praw autorskich, bo sam to pisa lem).

�
W 1761 roku niemieckiemu matematykowi, J.H.Lambertowi uda lo sie� udowodnić, że liczba π

jest niewymierna. Jego dowód wykorzystywa l tzw. u lamki  lańcuchowe. Podobny dowód znalaz l nieco

później Francuz A.Legendre. Oko lo stu lat później Liouville sformu lowa l i udowodni l twierdzenie,

które pozwoli lo wskazać konkretne liczby przeste� pne, tj. takie, które nie sa� pierwiastkami żadnego

niezerowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych. Po up lywie niewielu lat Hermite udowodni l,

że jedna z najważniejszych liczb w matematyce, liczba e jest przeste� pna, a wkrótce Lindemann

wykaza l, że znana od starożytności liczba π również jest przeste� pna.Tym samym, okaza lo sie� , że

kwadratura ko la nie jest wykonalna. O ile mi wiadomo, oko lo 1956 roku I.Niven wzoruja� c sie� na

wspomnianym wyżej dowodzie Hermite’a, poda l dowód niewymierności π wykorzystuja� cy jedynie

najprostsze w lasności ca lek, znane obecnie uczniom szkó l średnich. Jego rozumowanie przytoczymy

poniżej.

Za lóżmy, że π =
p

q
, gdzie p oraz q oznaczaja� liczby naturalne. Zdefiniujmy cia� g (cn) wzorem

cn =
qn

n!

∫ π

0

[x(π − x)]n sinxdx . Wykażemy, że
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1◦ lim
n→∞

cn = 0 ;

2◦ cn > 0 dla każdej liczby naturalnej n ;

3◦ cn jest liczba� ca lkowita� dla każdej liczby naturalnej n .

Oznaczać to be� dzie, że przyje� te za lożenie, że π =
p

q
prowadzi do sprzeczności, bo cia� g dodatnich

liczb ca lkowitych nie może być zbieżny do liczby 0.

Udowodnimy w lasności 1◦, 2◦ i 3◦ cia� gu (cn) .

Jeśli 0 ≤ x ≤ π , to x(π − x) ≤
π2

4
i sinx ≥ 0 , zatem zachodzi nierówność:

π
(

π
2

)2n
≥
∫ π

0 [x(π−x)]n sinxdx ≥ 0 . Sta� d mamy 0 ≤ cn ≤
π

n!

(

qπ2

4

)n

. Ponieważ lim
n→∞

an

n!
= 0 dla

każdej liczby rzeczywistej a , np. dla a =
qπ2

n!
, wie� c lim

n→∞
cn = 0 , co kończy dowód w lasności 1◦ .

Ca lkowana funkcja jest dodatnia wewna� trz przedzia lu [0, π] , wie� c ca lka z niej na tym przedziale

jest dodatnia, zatem cn > 0 , co dowodzi, że w lasność 2◦ również ma miejsce.

Wykażemy, że w lasność 3◦ również przys luguje cia� gowi (cn) . Ten fragment rozumowania jest

najd luższy. Niech w oznacza wielomian stopnia k . Pochodne funkcji w sa� wie� c równe 0 pocza�wszy

od k + 1 –ej, czyli w(j)(x) = 0 dla j ≥ k + 1 i dowolnej liczby x . Zaczniemy od obliczenia ca lki

nieoznaczonej
∫

w(x) sin xdx . Ca lkuja� c dwukrotnie przez cze� ści otrzymujemy:
∫

w(x) sin xdx = −w(x) cosx+
∫

w′(x) cosxdx = −w(x) cosx+w′(x) sin x−
∫

w′′(x) sinxdx . Spro-

wadzilísmy zatem problem do obliczenia ca lki
∫

w′′(x) sin xdx , a wie� c do tego samego zadania z tym

jednak, że uda lo sie� nam zmniejszyć o 2 stopień wielomianu, przez który wymnażamy sinus. Powta-

rzaja� c to rozumowanie wielokrotnie i biora� c pod uwage� to, że pochodne wielomianu w pocza�wszy

od pochodnej k + 1 -ego rze� du zeruja� sie� otrzymujemy wzór:

∫

w(x) sin xdx = cosx[−w(x) + w′′(x)− w(4)(x) + . . .] + sinx[w′(x) − w(3)(x) + . . .] ,

przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa� skończone, bo od pewnego momentu ich wszystkie

sk ladniki sa� zerami. Niech w(x) = [x(π−x)]n . Oczywíscie w(x) = w(π−x) . Wobec tego w(j)(x) =

(−1)jw(j)(π − x) dla j = 0, 1, 2, . . . . Jest również sin 0 = sinπ = 0 oraz cos 0 = 1 , cosπ = −1 .

Do stwierdzenia ca lkowitości liczb cn wystarczy wie� c, by liczby
qn

n!
w(0) ,

qn

n!
w′′(0) ,

qn

n!
w(4)(0), . . .

by ly ca lkowite. Zachodzi równość:

w(j)(x) =
(

πnxn −
(

n
1

)

πn−1xn+1 +
(

n
2

)

πn−2xn+2 −
(

n
3

)

πn−3xn+3 + · · ·+ (−1)nx2n
)(j)

.

Jeżeli j < n , to każdy sk ladnik sumy w(j)(x) zawiera zmienna� x z dodatnim wyk ladnikiem, wie� c
w(j)(0) = 0 . Dalej mamy w(n)(0) = n!πn , w(n+1)(0) = −(n+ 1)!

(

n
1

)

πn−1 ,

w(n+2)(0) = (n+ 2)!
(

n
2

)

πn−2 ,. . . ,w(2n)(0) = (−1)n(2n)! .

Jeśli wie� c π =
p

q
, to liczby

qn

n!
w(j)(0) sa� ca lkowite dla każdej nieujemnej liczby ca lkowitej j . To

stwierdzenie kończy dowód.
�
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Ten dowód niewymierności liczby π to naśladowanie dowodu przeste� pności e prezentowanego

poniżej.

Niech w(x) = axp−1(x− x1)p(x− x2)p · . . . · (x− xn)
p , x1, x2, . . . , xn ∈

�
, a ∈ � \ {0} , p > a

jest liczba� pierwsza� . Funkcja w jest wielomianem stopnia m = p(n + 1)− 1 . Z wzoru Leibniza na

k –ta� pochodna� iloczynu dwu lub wie� kszej liczby funkcji i z równości
(

(x− c)ν
)(i)

= ν(ν − 1) · . . . · (ν − i+ 1)(x− c)ν−i = i!
(

ν
i

)

xν−i ,

wynika, że

w(j)(x) =
∑

a · j! ·
(

p−1
i0

)

·
(

p
i1

)

· . . . ·
(

p
in

)

· xp−i0 · (x − x1)p−i1 · (x− x1)p−i1 · . . . · (x− xn)p−in (0)

sumowanie rozcia� ga sie� na wszystkie cia� gi (i0, i1, . . . , in) , dla których

0 ≤ i0 ≤ p− 1 , 0 ≤ i1 ≤ p , . . . , 0 ≤ in ≤ p , j = i0 + i1 + · · ·+ in .

Bez trudu stwierdzić możemy, że

jeśli j ≥ p , to a · j! ·
(

p−1
i0

)

·
(

p
i1

)

· . . . ·
(

p
in

)

jest liczba� ca lkowita� podzielna� przez p , (0.1)

jeśli j = p− 1 , to a · j! ·
(

p−1
i0

)

·
(

p
i1

)

· . . . ·
(

p
in

)

sa� podzielne przez p z wyja� tkiem:

a · j! ·
(

p−1
p−1

)

·
(

p
0

)

· . . . ·
(

p
0

)

= a(p− 1)! (przyp. p > a i jest to liczba pierwsza), (0.2)

jeśli j < p− 1 , to dla x ∈ {0, x1, x2, . . . , xn} zachodzi równość

a · j! ·
(

p−1
i0

)

·
(

p
i1

)

· . . . ·
(

p
in

)

· xp−i0 · (x − x1)p−i1 · (x− x1)p−i1 · . . . · (x− xn)p−in = 0 . (0.3)

Dowody przeste� pności liczb e oraz π wg. ksia� żki A.Baker, „Transcendental Numbers Theory”

Twierdzenie Hermite’a, 1873

Liczba e nie jest pierwiastkiem żadnego niezerowego wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Za lóżmy, że jest ona pierwiastkiem wielomianu stopnia n ≥ 1 o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Istnieja� wie� c liczby ca lkowite a0, a1, . . . , an takie, że a0 6= 0 6= an oraz

a0 + a1e+ a2e
2 + · · ·+ ane

n = 0 . (1)

Niech p > max(n, |a0|) oznacza liczbe� pierwsza� . Niech

w(x) = xp−1(x− 1)p(x− 2)p · . . . · (x− n)p .

Funkcja w jest wielomianem stopnia m = p(n+ 1)− 1 . Z w lasności (0.3), (0.2), (0,1) wynika, że

w(j)(0) = 0 , jeśli 0 ≤ j < p− 1 ,

w(p−1)(0) jest liczba� podzielna� przez (p− 1)! , ale niepodzielna� przez p (przyp. p > a ),

w(j)(0) jest liczba� ca lkowita� podzielna� przez p! dla j > p .

Z w lasności (0.3), (0.2), (0,1) wynika również, że dla i = 1, 2, . . . , n

w(j)(i) = 0 , jeśli 0 ≤ j < p ,

w(j)(i) jest liczba� ca lkowita� podzielna� przez p! dla j > p .

Wynika sta� d, że liczba a0
[

w(0) +w′(0) + · · ·+ w(m)(0)
]

jest niepodzielna przez p i podzielna

przez (p− 1)! . Liczby ak
[

w(k) + w′(k) + · · ·+ w(m)(k)
]

sa� podzielne przez p! dla k = 1, 2, . . . , n .
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Wobec tego liczba a0
[

w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)
]

+
∑n
k=1 ak

[

w(k) + w′(k) + · · ·+ w(m)(k)
]

jest

niepodzielna przez p , ale jest podzielna przez (p− 1)! . Jest zatem różna od 0 . Wobec tego
∣

∣

∣
a0
[

w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)
]

+
∑n
k=1 ak

[

w(k) + w′(k) + · · ·+ w(m)(k)
]

∣

∣

∣
≥ (p− 1)! (2)

Ca lkujemy przez cze� ści m+ 1 razy nie zapominaja� c o tym, że degw = m , wie� c w(m+1) ≡ 0 :

Iw(x) :=
∫ x

0
ex−tw(t)dt = −ex−tw(t)

∣

∣

x

0
+
∫ x

0
ex−tw′(t)dt = exw(0)− w(x) +

∫ x

0
ex−tw′(t)dt =

= exw(0)− w(x) + exw′(0)− w′(x) +
∫ x

0 e
x−tw′′(t)dt =

= ex[w(0) + w′(0)]− [w(x) + w′(x)] +
∫ x

0
ex−tw′′(t)dt =

= . . . = ex[w(0) + w′(0) + · · · + w(m)(0)]− [w(x) + w′(x) + · · · + w(m)(x)] +
∫ x

0 e
x−tw(m+1)(t)dt =

=ex[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)]− [w(x) + w′(x) + · · ·+ w(m)(x)] . (3)

Podstawiamy teraz kolejno x = 0 , x = 1 , . . . , x = n , mnożymy kolejne równości przez a0, a1, . . . an ,

dodajemy stronami i korzystamy z (1):

a0Iw(0) + a1Iw(1) + · · ·+ anIw(n) =

= a0e
0[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)] + a1e

1[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)] + · · ·+

+ ane
n[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)]− a0[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)]−

− a1[w(1) + w′(1) + · · ·+ w(m)(1)]− . . .− an[w(n) + w′(n) + · · ·+ w(m)(n)] =

= −a0[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)]−
∑n
k=1 ak

[

w(k) + w′(k) + · · ·+ w(m)(k)
]

. (4)

Jasne jest, że jeśli |t| ≤ n , to |w(t)| ≤ np(n+1)−1 . Sta� d wynika, że jeśli 0 ≤ x ≤ n , to

0 ≤
∫ x

0 e
x−tw(t)dt ≤ x · ex · np(n+1)−1 ≤ en · np(n+1) . (5)

Z równości (4) po uwzgle� dnieniu nierówności (2) i (5) otrzymujemy

en · (nn+1)p ≥ (p− 1)! .

Przeczy to temu, że lim
p→∞

(nn+1)p

(p−1)! = 0 . Uzyskana sprzeczność przekonuje nas, że za lożenie, że e jest

pierwiastkiem wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych jest b le� dne.

Twierdzenie F.Lindemanna, 1882

Teraz zajmiemy sie� liczba� π . Jeśli jest ona pierwiastkiem niezerowego wielomianu o wspó lczynnikach

ca lkowitych, to również liczba πi jest pierwiastkiem wielomianu o wspó lczynnikach ca lkowitych. Jeśli

bowiem a0 + a1π + a2π
2 + · · ·+ anπ

n = 0 i an 6= 0 , aj ∈ � dla j = 0, 1, . . . , n , to

a0 − ia1(πi)− a2(πi)2 + ia3(πi)3 + · · ·+ (−i)nan(πi)
n = a0 + a1π + a2π

2 + · · ·+ anπ
n = 0 ,

zatem

a0 − a2(πi)2 + a4(πi)4 + · · · = i
[

a1(πi)− a3(πi)3 + a5(πi)5 + · · ·
]

,

i wobec tego
[

a0 − a2(πi)2 + a4(πi)4 + · · ·
]2

= −
[

a1(πi)− a3(πi)3 + a5(πi)5 + · · ·
]2

,

czyli
[

a0 − a2(πi)2 + a4(πi)4 + · · ·
]2

+
[

a1(πi)− a3(πi)3 + a5(πi)5 + · · ·
]2

= 0 .

Po lewej stronie, po otwarciu nawiasów i uporza� dkowaniu wyrażenia wzgle� dem pote� g liczby πi

otrzymujemy kombinacje� liniowa� o wspó lczynnikach ca lkowitych liczb 1 , πi , . . . , (πi)2n , przy czym
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wspó lczynnik przy (πi)2n jest równy a2n 6= 0 .

Niech f be� dzie wielomianem najniższego dodatniego stopnia, o wspó lczynnikach ca lkowitych,

którego jednym z pierwiastków jest liczba πi = z1 . Niech z2, z3, . . . , zn oznaczaja� pozosta le pier-

wiastki tego wielomianu.*

Mamy
(

ez1 + 1
)(

ez2 + 1
)

· . . . ·
(

ezn + 1
)

=
(

eπi + 1
)(

ez2 + 1
)

· . . . ·
(

ezn + 1
)

= 0 .

Wymnażaja� c wyrażenia w nawiasach po lewej stronie otrzymujemy sume� 2n wyrażeń postaci eα ,

gdzie α = ε1z1 + ε2z2 + · · ·+ εnzn , εj ∈ {0, 1} . Niech k oznacza liczbe� niezerowych wyk ladników

α i niech α1, α2, . . . , αk oznaczaja� te niezerowe wyk ladniki. Mamy wie� c
0 =
(

ez1 + 1
)(

ez2 + 1
)

· . . . ·
(

ezn + 1
)

= eα1 + eα2 + · · ·+ eαk + 2n − k .

Niech p oznacza liczbe� pierwsza� , b niech be� dzie wspó lczynnikiem kieruja� cym wielomianu f i niech

w(x) = bkp · xp−1 · (x− α1)p · (x− α2)p · . . . · (x− αk)
p .

Niech m = degw = (k + 1)p− 1 . Definiujemy Iw jak poprzednio (zob. (3)):

Iw(x) = ex[w(0) + w′(0) + · · ·+ w(m)(0)]− [w(x) + w′(x) + · · ·+ w(m)(x)] =
∫ 1

0
xex(1−t)w(tx)dt .

Wyste� puje tu ca lka z funkcji o wartościach zespolonych, jest ona suma� ca lki z cze� ści rzeczywistej

oraz iloczynu i przez ca lke� z cze� ści urojonej. Niech

J =

k
∑

ι=1

Iw(αι) =

k
∑

ι=1

[

eαι
m
∑

j=0

w(j)(0)−

m
∑

j=0

w(j)(αι)
]

= −

m
∑

j=0

k
∑

ι=1

w(j)(αι)− [2n − k]

m
∑

j=0

w(j)(0) .

Niech S(α1, α2, . . . , αk) = 1
p!

k
∑

ι=1

w(j)(αι) . Funkcja S zmiennych α1, α2, . . . , αk jest wielomianem

symetrycznym tych zmiennych, tzn. dla każdej permutacji σ{1, 2, . . . , k} −→ {1, 2, . . . , k} zachodzi

równość S(ασ(1), ασ(2), . . . , ασ(k)) = S(α1, α2, . . . , αk) . Wspó lczynniki wielomianu S sa� liczbami

ca lkowitymi, zob. w lasności (0.1), (0.2), (0.3).

Ponieważ w(j)(αι) = 0 dla j < p , ι ∈ {1, 2, . . . k} , wie� c możemy potraktować S jako wielomian

symetryczny zmiennych bα1, bα2, . . . , bαk . Można wie� c potraktować to wyrażenie jako wielomian

symetryczny wszystkich 2n zmiennych: y1, y2, . . . , y2n , gdzie yν = b(ε1z1 + ε2z2 + · · · + εnzn) ,

εj ∈ {0, 1} , ν = 1 +
∑n
ι=1 ει2

ι po prostu dopisujemy „brakuja� ce” jednomiany z „opuszczonymi”

zerami.

Niech s1 =
∑

1≤µ≤2n

yµ , s2 =
∑

1≤µ<ν≤2n

yµyν , . . . , s2n = y1y2 . . . y2n .

Z zasadniczego twierdzenia teorii wielomianów symetrycznych (na końcu tego tekstu) wy-

nika, że wielomian S możemy potraktować jako wielomian o wspó lczynnikach ca lkowitych zmien-

nych s1, s2, . . . , s2n . Z wzorów Viète’a wynika, że sumy s1, s2, . . . , s2n sa� wielomianami symetrycz-

nymi o wspó lczynnikach ca lkowitych zmiennych z1, z2, . . . , zn (po to by l wspó lczynnik w definicji

* f nie ma pierwiastków podwójnych, gdyby mia l, to moglibyśmy zmniejszyć stopień f dziela� c go przez nwd(f,f ′) i

mnoża� c przez wspólna� wielokrotność mianowników otrzymanego wielomianu o wspó lczynnikach wymiernych.
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wielomianu w , inaczej mog lyby być wymierne, niekoniecznie ca lkowite). Wynika sta� d, że liczba

m
∑

j=0

k
∑

ι=1

w(j)(αι) jest ca lkowita i podzielna przez p! . Natomiast suma

m
∑

j=0

w(j)(0) jest podzielna przez

(p− 1)! , ale nie jest podzielna przez p! , jeśli p > |b| . Sta� d wynika, że liczba ca lkowita J nie jest

równa 0 (jako niepodzielna przez p ), a ponieważ jest podzielna przez (p− 1)! , wie� c |J | ≥ (p− 1)! .

Niech β = max{|α1|, |α2|, . . . , |αn|, |b
k|} i niech |x| ≤ β . Wtedy

|w(x)| ≤ |bk|p · |x|p−1 · |x− α1|
p · |x− α2|

p · . . . · |x− αn|
p ≤ βp · βp−1 · (2β)np < (2β)(n+2)p−1 .

Wobec tego, jeśli |x| ≤ β , to

|Iw(x)| ≤ |x| · e|x|(2β)(n+2)p−1 < eβ · (2β)(n+2)p

Sta� d wynika, że

|J | =
∣

∣

∣

k
∑

ι=1

Iw(αι)
∣

∣

∣
≤ keβ · (2β)(n+2)p ≤ 2neβ · (2β)(n+2)p .

Uzyskana nierówność w po la� czeniu z poprzednia� prowadzi do wniosku, że

(p− 1)! ≤ |J | ≤ 2neβ · (2β)(n+2)p ,

co przeczy temu, że

lim
p→∞

2nβ
(2β)p

(p− 1)!
= 0 .

Dowód przeste� pności liczby π zosta l zakończony.

� � ������� � � � 	 � 	�� � � � 	 ��� � �

Funkcje� f : � k −→ � lub f :
�
k −→

�
nazywamy wielomianem symetrycznych k zmiennych,

jeśli istnieja� liczby ai1,i2,...,ik , 0 ≤ i1, i2, . . . , ik ≤ d , takie, że dla każdego x ∈ � k zachodzi równość

f(x) = f(x1, x2, . . . , xk) =
∑

i1,i2,...,ik
ai1,i2,...,ikx

i1
1 x
i2
2 . . . x

ik
k

i dla każdej permutacji σ: {1, 2, . . . , k} −→ {1, 2, . . . , k} zachodzi równość

f(x1, x2, . . . , xk) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k)) .

Algebraicy definiuja� wielomiany nieco inaczej, nazywaja� oni obiekt przez nas zdefiniowany funk-

cja� wielomianowa� , ale w przypadku wielomianów o wspó lczynnikach rzeczywistych, zespolonych,

wymiernych różnica jest tylko formalna.

Funkcja f zdefiniowana wzorem f(x1, x2) = x1x
2
2 nie jest wielomianem symetrycznym, bo

f(1, 3) = 9 6= 3 = f(3, 1) . Funkcja x2
1 + x1x2 + x22 + x23 + x3(x1 + x2) jest wielomianem syme-

trycznym. Uczniowie w szko lach spotykaja� sie� z wielomianami symetrycznymi dwu zmiennych przy

okazji równań kwadratowych. Stosuja� wzory Viète’a, by wyrazić np. sume� x31 + x32 za pomoca�
wspó lczynników wielomianu kwadratowego. Odbywa sie� to mniej wie� cej tak :

x31 + x32 = (x1 + x2)3 − 3x21x2 − 3x1x
2
2 = (x1 + x2)3 − 3(x1x2)(x1 + x2) .

Udaje sie� wie� c wyrazić wielomian symetryczny za pomoca� wyrażenia zależnego jedynie od x1 +x2 i

x1x2 (wielomianu zmiennych x1+x2 i x1x2 ), przy czym jeśli wspó lczynniki wyj́sciowego wielomianu
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sa� liczbami ca lkowitymi, to również wspó lczynniki drugiego wielomianu sa� liczbami ca lkowitymi. Nie

jest to przypadek. Zaczniemy od definicji elementarnych wielomianów symetrycznych, która jest nie-

zbe� dna do sformu lowania twierdzenia. Niech

s1 = x1 + x2 + · · ·+ xk ,

s2 =
∑

1≤i1<i2≤k
xi1xi2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xk−1xk ,

s3 =
∑

1≤i1<i2<i3≤k
xi1xi2xi3 = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xk−2xk−1xk ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sk = x1x2 . . . xk .

Można zdefiniować stopień wielomianu jako najwie� ksza� z liczb i1 + i2 + · · · + ik . Wtedy

np. stopień wielomianu x1x
2
2 jest równy 3 . Można też udowodnić, że przedstawienia w postaci

∑

i1,i2,...,ik
ai1,i2,...,ikx

i1
1 x
i2
2 . . . x

ik
k wielomianu k zmiennych jest jednoznaczne niezależnie od tego,

czy jest on symetryczny, czy nie pod warunkiem, że każdy cia� g wyk ladników pojawia sie� jeden raz.

Zasadnicze twierdzenie twierdzenie teorii wielomianów symetrycznych

Jeśli f jest wielomianem symetrycznym zmiennych x1, x2, . . . , xk , to istnieje wielomian g taki, że

dla każdego x ∈ � n zachodzi równość

f(x) = f(x1, x2, . . . , xk) = g(s1, s2, . . . , sk) .

Jeśli wspó lczynniki wielomianu f sa� liczbami ca lkowitymi, to również wspó lczynniki wielomianu g

sa� ca lkowite.

Dowód (wg. A. Mostowski, M.Stark „Elementy Algebry wyższej”)

Z jednoznaczności wspó lczynników i symetrii wielomianu f wynika, że dla każdej permutacji σ

zbioru {1, 2, . . . , k} zachodzi równość a1,2,...,k = aσ(1), xσ(2), . . . , xσ(k) . Uporza� dkujmy wyrażenia

xi11 x
i2
2 . . . x

ik
k leksykograficznie: najpierw wypisujemy te, w których wyk ladnik z jakim wyste� puje x1

jest najwyższy, jeśli jest ich wiele, to (przy równym wyk ladniku zmiennej x1 ) najpierw wypisujemy

te, w których wyk ladnik przy x2 jest najwie� kszy, potem interesuje nas x3 itd. Za lóżmy, że już

wypisalísmy sk ladniki wielomianu f w podany sposób i że ai1,i2,...,ikx
i1
1 x
i2
2 . . . x

ik
k jest pierwszym

wypisanym. Z symetrii wielomianu f wynika, że i1 ≥ i2 ≥ . . . ≥ ik . Odejmujemy od wielomianu

f wielomian ai1,i2,...,iks
i1−i2
1 · si2−i32 · . . . · s

ik−1−ik
k−1 · sikk .  Latwo można zauważyć, że w różnicy nie

wysta� pi sk ladnik typu cxi11 x
i2
2 . . . x

ik
k , c 6= 0 . Otrzymana różnica jest wielomianem symetrycznym

jako różnica dwóch wielomianów symetrycznych. Powtarzamy zastosowana� operacje� w odniesieniu

do tej różnicy. W ten sposób likwidujemy kolejno sk ladniki typu cxj11 x
j2
2 . . . x

jk
k .
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