Calka Riemanna

Poprawitem 5 czerwca 2016 r, godz 15:27 — bardzo dziekuje p. Kajetanowi Janiakowi.

Przypomnijmy definicje

Definicja 10.1 (funkcji calkowalnej w sensie Riemanna)
Funkcja f:[a,b] — TR jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba rzeczywista I, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba
0 >0, ze jezeli dla i = 1,2,...,n zachodza nieréwnosci

a=20< 21 <T9< ... <Xp1<Tp="b, x;j_1<t;<wm; oraz x; —T;_1 <O ,

to zachodzi tez nieré6wnosé
‘I — (f(tl)(xl —x0) + f(te)(xa — 1) + ... + f(tn)(zn — :z;n_l)) ‘ <e.

Liczba I nazywana jest wtedy calka Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i oz-

naczana symbolem f; f(z)dx.

7 tej definicji wynika latwo, ze funkcja f catkowalna w sensie Riemanna jest
ograniczona. Jesli ustalimy punkty a = 29 < 1 < 22 < ... < xp_1 < T, = b
dostatecznie drobnego podziatu przedzialu [a,b], to zmieniajac odpowiednio punkt
t; mozemy dowolnie zwiekszy¢ warto$é bezwzgledna sktadnika f(¢;)(z; — x;—1) za-
chowujac jednoczesnie wszystkie inne punkty (funkcja nieograniczona na catym prze-
dziale [zg, z,]| musi by¢ nieograniczona na co najmniej jednym z przedzialéow [zg, x1],

[x1,x2],. .., [Tn-1,2n]). WykazaliSmy wiec, ze zachodzi

Twierdzenie 10.2 (o ograniczonosci funkcji calkowalnej w sensie Riemanna)
Funkcja catkowalna w sensie Riemanna jest ograniczona. B
Niestety istnieja funkcje ograniczone, ktore calkowalne w sensie Riemanna nie

sa. Przyjawszy np.

1, jesliz eQ;
f(w)_{o, jedliz ¢ Q.

otrzymujemy funkcje niecatkowalna w sensie Riemanna, bo wybierajac wymierne

ti,...,t, otrzymujemy
ft) (@1 —mo) + f(t2)(w2 —21) + ... 4 f(tn) (20 — Tpo1) =b—a,
za$ dla niewymiernych tq,...,t, otrzymujemy

ft) (@1 —xo) + ft2) (w2 —@1) + ... 4 f(tn)(@n — 2n—1) =0
niezaleznie od tego jak drobno podzielony zostal przedzial [a,b]. Nie ma wiec kandy-
data na catke. Sformutujemy i udowodnimy twierdzenie charakteryzujace funkcje

catkowalne w sensie Riemanna, ale musi to by¢ poprzedzone definicja uogdlniajaca,
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pojecie dlugosci przedziatu i kilkoma twierdzeniami na ten temat. Zaczniemy od
dowodu bardzo waznego twierdzenia o pokryciach przedzialu domknietego przedzia-

lami otwartymi.

Twierdzenie 10.3 (o liczbie Lebesgue’a)

Jesli {I;: t € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa prze-
dzial domkniety [a,b], tzn. U I, D [a,b], to istnieje liczba A > 0 taka, ze jesli

teT

zbiér A C [a,b] ma Srednice mniejsza lub réwna niz A (czyli odlegtosé kazdych
dwéch punktéw zbioru A jest mniejsza lub réwna ), to istnieje t(A) € T' takie, ze
A C Ia) (maly zbiér musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym, elemencie
pokrycia przedzialami otwartymi).

Dowdéd. Zalézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej
n istnieje zbior A, , ktéry nie jest zawarty w zadnym z przedzialow I; i ktorego
$rednica jest mniejsza niz % . Niech a,, € A, . Z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag
zbiezny (ap, ). Niech p = klingoank. Niech p € I,y — taki numer ¢(p) istnieje,
bo U I; D [a,b] > p. Poniewaz Iy jest przedzialem otwartym, wicc istnieje

teT
liczba & > 0 taka, ze (p —d,p + d) C Iyyp) . Dla dostatecznie duzych k mamy
(n, € (p—%, p+%). Stad jednak wynika, ze dla kazdego = € A,,, zachodzi nieréwnosé
|z —p| < |z —an,|+ |an, —p| < nik + 2. Oczywidcie dla dostatecznie duzych k
5

L~ 5 i wobec tego |z — p| < 0. To jednak oznacza, ze

zachodzi tez nier6wnosé e
An, C(p—90,p+06) C I, wbrew temu, ze zbiér A,, nie jest zawarty w zadnym

z przedzialéw I . Dowdd zostat zakoriczony. B

Uwaga 10.4 W dowodzie wykorzystywaliSmy jedynie jedna wiasnosé¢ przedziatu
domknietego, mianowicie to, ze z kazdego ciggu punktow przedzialu domknietego

mozna wybraé¢ podciag zbiezny do granicy znajdujacej sie w tym przedziale. Wias-

1
n+10

dziatu (0,1) nie da sie wybraé¢ podciagu zbieznego do granicy lezacej w przedziale

nosé ta nie przystuguje przedzialom otwartym, np. z ciagu ( ) punktéw prze-

(0,1), bowiem ciag ten jest zbiezny do punktu 0 ¢ (0,1). Jest jasne, ze zamiast

przedziatu domknietego mozna rozpatrywaé¢ dowolny zwarty podzbior prostej.
Przypomnijmy, ze zbiory zwarte mozna scharakteryzowa¢ np. tak, jak w twier-

dzeniu ponizej.

Twierdzenie 10.5 (charakteryzujace podzbiory zwarte R)
Zbiér C C R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony i gdy jego

dopeienie R\ C' jest suma pewnej rodziny przedzialéw otwartych. B
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7 tekstu zawartego w uwadze po dowodzie twierdzenia o liczbie Lebesgue’a

wynika od razu, ze prawdziwe jest

Twierdzenie 10.6 (o liczbie Lebesgue’a dla zbioru zwartego)
Jesli {I;: t € T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych, ktéra pokrywa zbidr

zwarty C', tzn. U I; O C, to istnieje taka liczba A > 0, ze jesli zbiér A C C' ma
teT
srednice mniejsza lub réwna niz A (czyli odleglosé kazdych dwéch punktéw zbioru

A jest mniejsza lub réwna ), to istnieje takie t(A) € T', ze A C I;(4) (maly zbidr
musi by¢ zawarty w jakims, niekoniecznie jednym, elemencie pokrycia przedziatlami

otwartymi). W

Definicja 10.7 (liczby Lebesgue’a)
Liczba A, o ktérej mowi powyzsze twierdzenie Lebesgue’a nazywana jest liczba,
Lebesgue’a pokrycia {I;: ¢ € T} (nie jest wiec ona zdefiniowana jednoznacznie,
kazda liczba dodatnia mniejsza od niej tez jest liczba Lebesgue’a). B

7 nastepnego twierdzenia korzystac nie bedziemy, jednak wlaczone jest do tekstu,

bo jest bardzo popularne i czesto uzywane.

Twierdzenie 10.8 (Heinego-Borela o pokryciach skoticzonych)

Jesli {I;: t €T} jest pewna rodzing przedzialéw otwartych pokrywajaca przedzial

domkniety [a, b], tzn. U I; D [a,b], to istnieje taki zbiér skoriczony Ty C T', ze
teT

U I; D [CL, b]
tETO
czyli z kazdego pokrycia przedzialu domknietego przedzialami otwartymi mozna wy-
bra¢ podpokrycie skonczone tego przedziatu.
Dowéd. Niech A oznacza liczbe Lebesgue’a pokrycia {I;: ¢ € T} iniech n > 252
bedzie liczba naturalna. Niech z; = a + % (b—a) dla i =0,1,...,n. Z twierdzenia
o liczbie Lebesgue’a wynika, ze dla kazdego z przedzialéw [z;_1,x;] istnieje t(i) € T'
n
takie, ze [w;_1,2;] C Ly dla i =1,2,...,n. Stad wynika, ze [a,b] C U Ly, co
i=1
koniczy dowod. H
Definicja 10.9 (dowolnie dlugiej sumy liczb nieujemnych)

Niech A = {a;: t € T} oznacza pewien zbiér zlozony z liczb nieujemnych. Piszemy

Z A= Z a; = sup { Z ap: T C T, T —zbidr skoﬁczony} [ |

teT teT
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Moéwiac stowami (niedokladnie!): suma dowolnego zbioru liczb dodatnich réwna jest
kresowi géornemu sum skonczenie wielu jego elementow. Niedokladnos¢ polega na
tym, ze sumujemy nie elementy zbioru liczbowego, lecz indeksowane elementy. Jesli
jakas liczba jest przypisana np. trzem réznym indeksom t, to liczymy ja trzy razy,
a nie raz jakby to mialo miejsce w przypadku sumowania elementéw zbioru.

Jasne jest, ze jesli T' oznacza zbiér zlozony z kolejnych liczb catkowitych wiek-

oo

szych od k—1, to Z a¢ jest po prostu suma szeregu Z a, , wiec obecna definicja
teT n=k

ma jedynie rozszerzy¢ zakres poprzedniej, ktéra wymagata uporzadkowania zbioru

numerow liczb dodawanych.

Stwierdzenie 10.10 (o liczbie skladnikéw sumy skoriczonej)

Jesli Z ay < 00, to zbior indeksow t € T':  a; > 0 jest skoniczony lub co najwyzej
teT
przeliczalny: card({t € T: a; > 0}) < Ng.*

Dowdéd. Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy dla pewnej liczby naturalnej n zbior
T, :={t €T: a > 1} musi by¢ nieprzeliczalny, wiec tym bardziej nieskoriczony,
bo {teT: a;>0}=U,_, T Wtedy jednak +oo <>, ar <Y ,cpar, whrew

zatozeniu. A

Stwierdzenie 10.11 ( banalne o dlugosci przedzia}u)

Jedli dla kazdego t € T' symbol I; oznacza przedzial dodatniej dlugosci o koncach

Q¢ i bt oraz UItD [a,b],to Z(bt—at)zb—a.**
teT teT
Dowéd. Wystarczy dowiesé, ze teza ma miejsce w przypadku b —a < oo, bo

polprosta i prosta moga by¢ przedstawione w postaci sumy wstepujacego ciagu prze-
dzialéw skoriczonych. Mozemy w tym przypadku zalozyé, ze Z(bt —a) < oo, bo

teT
w przypadku przeciwnym nic do dowodu nie ma. Jesli ta suma jest skonczona, to

zbiér T jest co najwyzej przeliczalny (poprzednie stwierdzenie). Zalézmy ze jest on
zbiorem liczb naturalnych. Niech € > 0 oznacza dowolng liczbe dodatnia. Niech

In = (an — . Jasne jest, ze

€ €
v e ¥ 5aaz)

Z(bﬁw%—(an— 2n€+2)) —c+ ) (bn—an).

n

Wobec tego, ze ¢ oznacza dowolng liczbe dodatnia wystarczy wykazaé¢ teze dla

* symbol card(A) oznacza liczbe elementéw zbioru A, czyli jego moc, uzywane na innych przedmiotach
oznaczenie |A| oznaczaé¢ bedzie juz niedlugo miare zbioru.

** Nie precyzujemy czy przedzialy sg otwarte domkniete, czy otwarto—domkniete, czy skorczone, czy
nieskoniczone, a; oznacza lewy koniec, by — prawy.

4



Caltka Riemanna Michat Krych

rodziny {J,}: jesli € + Z(bn —ap) > b—a dla kazdego ¢ > 0, to réwniez

Z(bn—an) >b—a.

n

Przedzialy J, sa otwarte, wiec istnieje taka liczba A > 0, ze kazdy przedzial

o dlugoéci mniejszej niz A jest zawarty w pewnym przedziale .J,. Zaldézmy, ze

a=x9g<x1<...<Tm_1<Ty,m =>b oznaczaja takie punkty, ze z;, —x;_1 < X\ dla
i =1,2...,m. Dla kazdego ¢ wybieramy numer n(i) w tak, ze [z;_1,2;] C Jy() -
Wykazemy, ze suma dlugosci przedziatow Jy1y, Jn2), -+, JInm) jest wieksza niz

b — a, z czego teza wyniknie od razu.

Mamy [z, 21] € Jp(1). Niech 41 bedzie najwicksza z tych liczb 4, dla ktérych
[x0, 5] € Jp1). Poniewaz Jy,1) jest przedzialem, wiec punkty z; dla 7 > i; zna-
jduja sie poza Jy,1y. Oczywiscie [z;,2:11] C Jn@,+1). Niech teraz iy bedzie
najwickszym numerem takim, ze [z;,,%;,] C Jyau,41). Tak jak poprzednio dla
i > iy punkt z; znajduje si¢ poza przedzialem J,,(;, 41). Definiujac kolejno numery
0=rig,i1, 92, ..,ik otrzymujemy ciag numerdw taki, ze [z;,_,,%i;] C Jng,_ 41
ik =m, Ti;41 & Jn@;_,+1)- Wobec tego liczby n(ip + 1), n(iy +1),..., n(ir—1 +1)
sa rozne. Liczba x;; —x;, , jest mniejsza niz dhugos¢ przedziatu Jy,;;_, y1). Wobec
tego b —a = Y (x;; — m;;_,) jest liczba mniejsza niz suma dhugosci przedzialéw
Tntio+1) s In(iit1)s - s In(in_1+1), tu korzystamy z tego, ze przedzialty Jy (i +1),
Jn(ii41) s -5 In(in_141) sa rézme (przedzialy J,1), Jn2), Jnm) hie musza byé¢
rézne). Ta zadziwiajaco skomplikowana — jak na tak oczywiste stwierdzenie —
konstrukcja prowadzi do przypisania przedzialom [z;,_,,;;| réznych przedzialéw
Jn(i;_y)» co pozwala na zastapienie sumy dlugosci tych pierwszych suma dilugosci
tych drugich. Dowdd zostal zakonczony. B

Osoby, ktorym wydaje sie, ze powyzsze rozumowanie jest za dlugie, ze to prze-
rost formy nad trescia, zapraszam do jego skrécenia (odrzucajac jednak metode pole-

gajaca na opuszczeniu kilku stéw lub stwierdzeniu, Ze teza jest oczywistal).

Teraz mozemy wprowadzi¢ zdefiniowaé miare (zewnetrzna) zbioru A C R.

Definicja 10.12 (miary zewnqtrznej)

|A] = in { Z |I¢|: U I; D A} , gdzie I; oznacza przedzial niezdegenerowany
{I+} .
€T
a |I;] — jego dlugosé, czyli réznice konicéw. Liczbe |A| nazywamy miara zewnetrzna
zbioru A. ®
Dzieki stwierdzeniu banalnemu o dlugosci przedziatu definicja ta nie prowadzi do za-

mieszania w oznaczeniach: Jesli zbiér A jest przedzialem, to |A| jest jego dlugoscia!
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Nastepnym bezposrednim wnioskiem z definicji miary zewnetrznej jest

Twierdzenie 10.13 (o monotonicznosci miary zewnetrznej)

Jedli AC B, to |A|<|B|. m

Twierdzenie 10.14 (o podaddytywnosci miary zewnqtrznej)

Z|A|

Dowodd. Niech € > 0 bedzie dowolna liczba. Dla kazdego n 1stn1eJe taka rodzina

przedzialow {I;: t € T,}, ze U I, DA, i Z || < |A,| + 2%. Zdefiniujmy
teT, teTy

Dla dowolnych zbioréw Ai, As, ... zachodzi nieréwnosc¢: ‘

n=1

T = G T, . Jasne jest, ze U I; D [j A, oraz ze

n=1 teT n=1
SOzl =Y (D0 1El) <Y (Ml + 57) = D [Aul +<.
teT n=1 teT, n=1 n=1

<> Al

n=1

U 4.

n=1

Otrzymana nieréwno$c¢ zachodzi dla dowolnej liczby € > 0, wiec

a to chcieliSmy wykaza¢. B

n=1
W tym roku nie bedzie nas ta kwestia interesowaé, zajmiemy sie nia, w nastepnym,

Oczywiécie chcialoby sie stwierdzié, ze jesli zbiory {A, } sa parami rozlaczne, to

\A |. Tego niestety nie mozna udowodni¢ bez dodatkowych zalozen.

bo wymaga to wiekszej pracy i znalazlo miejsce w programie trzeciego semestru
studiéw, a do naszych aktualnych celow wystarczy twierdzenie o podaddytywnosci

miary zewnetrznej. Jest natomiast prawdziwe stwierdzenie nastepujace

Twierdzenie 10.15 (o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej dla przedziatéw)
Jesli przedziaty I, I, I, ... sa parami roztaczne (tzn. Iy NI, =0 dla k #1), to
zachodzi réwnosé: |L UL, UIsU...| = |It| + |Io| + |I5] + -

Dowdd. Nieréwnosé [I; Ul UIsU...| < |I1| + |I2| + |I3| + - -+ wynika wprost

z definicji miary. Jasne jest réwniez, ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé

LULU.. UL <|hULUI3U...| <|I|+ ||+ || +---. (*)
Jednak ze stwierdzenia banalnego o dlugosci przedziatu wynika, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ |Il UulhUu...U In| = |Il‘ + }Ig‘ 4+ -+ ’In| *
a stad

* Jesli rodzina przedzialéw (I;) pokrywa zbidér I;UIU...UI, , to mozemy zastapié przedziatl I, prze-
dziatami I1NI;, IoNIy, ... InNIy, oczywiscie |IiNIy|+|I2NIe|+...+|(InNI)| <[] .
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|LULULU. .| 2 |[LULU.. UL = [L|+|L|+ || —— [ L]+ 2|+ [ I3[+

Wobec tego ’IlU]QUIgU...’ > ’Iﬂ—f—‘[g’—f—‘]g,’—k---,cowpo}aczeniuznieréwnoécia

(*) dowodzi twierdzenia. H

Definicja 10.16 (zbioru miary 0)
Moéwimy, ze zbiér A jest zbiorem miary 0 wtedy i tylko wtedy, gdy [A|=0. B

7 twierdzenia o podaddytywno$ci miary wynika, ze suma przeliczalnej rodziny
zbioréw miary 0 jest réwniez zbiorem miary 0. Dla rodzin wiekszej mocy to oczywis-
cie nie jest prawda: kazdy niepusty zbiér jest suma zbioréw jednopunktowych, a nie
kazdy ma miare 0, np. }[2, 5]‘ =3 > 0. W szczegblnodci kazdy zbiér przeliczalny ma

miare 0, np. Q. Istnieja tez nieprzeliczalne zbiory miary 0.

Przyklad 10.1 ( zbiér Cantora)
Opiszemy tzw. zbiér Cantora C. Sklada sie on z tych liczb z przedziatu [0,1],

ktére mozna zapisa¢ w ukladzie trojkowym bez uzycia cyfry 1. Zbidr ten otrzymu-

jemy usuwajac z przedziatu [0, 1] kolejno przedzialy otwarte (3,2), (5,2), (%,3),
(3. 2), (&.2), (32,2), (£,%), ... Za kazdym razem usuwamy z jakiego$

przedziatu jego srodkowa czes¢, ktorej dlugosé to % dtugodci przedziatu, z ktérego
ja usuwamy. Otrzymujemy zbiér, ktory nie zawiera zadnego przedzialu. Liczba %
jest jego elementem, chociaz w uktadzie trojkowym zwykle zapisujemy ja w postaci
0,1. Mozna ja jednak zapisa¢ w uktadzie trojkowym jako 0,02222222..., bowiem

§_|_ % + % q= 13/19/3 = % . Zbior Cantora jest mocy kontinuum, bo ma dokladnie

tyle elementéw ile jest ciagdw, ktorych elementami sa 0 i 2. Jest on miary 0, bo

L

mozna go pokry¢ 2" przedziatami domkni¢tymi o dtugosciach =5,

wiec jego miara

nie przekracza liczby ?,)—n —0. |
n—oo

Przyklad 10.2  (zbiér (R\ Q) NI0,1]).

Ten zbiér oczywiscie nie zawiera zadnego przedziatu, bo kazdy przedzial zawiera
liczby wymierne. Jego miara nie moze by¢ wigksza niz miara przedziatu [0, 1], czyli
nie moze by¢ wieksza niz 1. Mniejsza tez by¢ nie moze, bo

1=1[0,1]] < [(R\Q)NI[0,1]|+|QN[0,1]| = [(R\Q)NI[0,1]|4+0 = [(R\Q)N[0,1]|. m

Stwierdzenie 10.17 (o gestosci dopelnienia zbioru miary 0)
Jesli |[A|=01ia<b,to (a,b)\A#D.

Dowéd. Niech {I;: t € T} bedzie rodzing przedzialow taka, ze Z|It| <b-a
teT
i Uier It 2 A — taka rodzina istnieje, bo |A| = 0. Z banalnego stwierdzenia
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o diugodci przedzialu wynika, ze nie jest prawda, iz (J,cp It 2 [a,b]. Dowdd zostal

zakonczony. B

Uwaga 10.18 (o postaci otwartych podzbioréw prostej)

Jedli zbiér G jest suma rodziny przedzialéw otwartych (by¢ moze nieprzeliczalnej),
to istnieje taki skonczony lub nie ciag parami rozlacznych przedzialéw otwartych
Ii,I5,..., 22 G = I, Ul U ... Przedzialy I;,I5,... nazywane sa skladowymi
zbioru G .

Dowéd. Niech p € G'. Niech J, bedzie maksymalnym przedzialem zawierajacym
punkt p i zawartym w zbiorze G, tzn. J, jest sumg wszystkich przedzialéw otwar-
tych zawierajacych punkt p i zawartych w zbiorze G. Jasne jest, ze jesli p,q € G
i p# q toalbo J, = J,, albo J,NJ, = ) — suma przedzialéw o niepustym
przecieciu jest przedzialem. Rodzina {J,: p € G} jest co najwyzej przeliczalna,
bowiem kazdy z tych przedzialow zawiera liczbe wymierna, liczby przypisane réznym
przedzialom sa rézne, bo te przedzialy sa roziaczne, zatem przedzialow nie moze by¢

wiecej niz liczb wymiernych, ktorych jest Ry. W

Stwierdzenie 10.19 (o mierze dopelnienia sumy przedzialéw)
Niech C C [a,b] bedzie suma skoriczonej lub przeliczalnej rodziny przedzialéw (nie-
koniecznie otwartych) i niech D = [a,b]\ C'. Wtedy |C|+|D| = |[a,b]| =b—a.
Dowdéd. Niech I4, 5, I3, ... oznaczaja przedzialy takie, ze C =L U, UlI3U...,
i#j=1ILnNI=0. Niech C,, =L UL UI3U...UI, i D, =a,b]\ C,. Zbiér
D,, jest suma parami roztacznych przedzialow Ji,Js, ..., Jp,, , niektére moga by¢
jednopunktowe, m,, < n-+1. Z banalnego stwierdzenia o dlugosci przedziatu wynika,
ze b—a = ||+ |Io|+ -+ [In|+[ 1|+ 2]+ A+ T, | Ol = L]+ [ + - + [1n],
|Dp| = 1] + |2 + -+ + [T, |-
b—a=|Cy| +|Dn|. Oczywiscie |C| = ||+ |L2|+ - = Jim. |ICn| 1 D=, Dn,
zatem |D,,| > |D|. Mamy

b—a=|[ab]|=|CUD|<|C|+|D],

Wynika stad, ze dla kazdego n zachodzi réwnosc

oraz
b—a= lim [|Cy]+|D,|] = lim |Cy,|+ lim |D,|=|C|+ lim |D,|>|C|+ |D]|.
n—oo n—oo n—oo n—oo
Udowodnilismy, ze |C|+ |D| >b—a > |C|+ |D|. Dowéd zostal zakoriczony. B
Wypada w tym miejscu powiedzie¢, ze twierdzenie to nie jest prawdziwe dla
dowolnego zbioru C', ale dla wszystkich, ktére autor tekstu potrafi zdefiniowaé nie
uzywajac pewnika wyboru, jest prawdziwe. Szczegdtami zajmiemy sie za niecaly rok,
a moze juz za 8 miesiecy.

Nastepnych kilku twierdzen nie bylo na wykladzie, ale zamieszczam je, bo mam
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nadzieje, ze niektorzy z Panstwa zechca je obejrze¢. Dowody sa przydtugie, ale
wszystko zacznie wyglada¢ nieco lepiej w przyszlym roku, gdy zajmiemy sie nieco

dokladniej teoria miary.

Lemat 10.20 (o miarach sum i przecieé monotonicznych ciaggéw zbioré6w majacych
skonczenie wielu sk}adowych)
Niech kazdy ze zbioréw By, Bs, ... bedzie suma skoniczenie wielu przedzialéw parami

roztacznych. Jesli B1 2 By 2 B3 D ... i |Bi| < oo, to |, Bn| = lim |B,].

Jesli By C By C B3 C ..., to |U, Bn| = lim |B,].

Dowéd. Zaczniemy od pierwszego przypadku. Kazda z réznic zbioréw Bj \ B,
By \ B3, ... jest sumg skonczenie wielu parami roztacznych przedzialéw, niektére
moga by¢ zdegenerowane do jednego punktu. Niech By \ B = [ Ul U... U I}, ,
Bo\ By = I 41 Ul 42 U... U, , ... Przedzialy I1,1Is,... sa oczywiscie parami

rozlaczne. Zachodzi réwnos$é By = <ﬂj‘;1 Bj> ULULU.. .U, Ul (1 Ul 42U, ..,

o0
wiec oo > |By| > ‘Il Ul U‘ = Z]In]. Poniewaz

n=1

oo
By = (ﬂBj> Ul 41Ul 40U Ul Ul 41Ul 4oU... =

j=n

oo
= <ﬂBj> ULy, 41 ULe, 4oU... UL, Ul 1 Ul 42 U....
j=1
wiec

oo
Poniewaz 00 > |By| > [[LULU...| = |I,],
n=1

wiee lim [ukn,lﬂy 1 Tnval oo [T |+ Tt + T, 40 +] =0 — reszta
szeregu zbieznego dazy do 0. Stad wynika, ze

0 (ol T Tl ] =

n—oo

lim |By| < ‘ﬂBj
j=1

- ‘ﬂBj‘ < lim |By|,
j=1 e
Stad lim |B,| < |2, Bj| < lim [B,| i w koficu lim |B,| = |2, B;|.

Zajmiemy sie drugim przypadkiem, chyba nie trudniejszym. Niech
Bi=LUILU...Uly,, Bo\ By =1, 11Ul 42U...Ul,,
Bg\BQ =1 Ulpyyo U U, ...
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Mamy wiec
U,Bn=LUILU.. .Ul Ul 11Ul 42U UL, Ul Ul U UL, UL

Stad i z twierdzenia o przeliczalnej addytywnosci miary zewnetrznej wynika, ze
) Un Bn

= [Tpsa| + sz + 4 [T [+ = T[]+ [B| 4+ 4| || = tim (B[ m

LT L A T A R T Y T

Twierdzenie 10.21 (o ciaglosci miary zewnetrznej, staba wersja)
Jesli By O By O Bs O ... izbiory te sa otwarte (tzn. kazdy jest suma przedzialéw

otwartych, by¢ moze nieskoniczenie wielu) i By C [a,b] , to lim |B,|=|Nr_, Bal.
n—oo

Dowdéd. Niech € > 0. Zbiér B; mozna przedstawi¢ jako sume co najwyzej prze-
liczalnie wielu przedzialéw otwartych parami roztacznych, jego sktadowych. Niech
By, =151, ULUl 3U.... Z poprzednio udowodnionych twierdzen wynika, ze
|B1| = |11 [+ 112 +]113
taka, ze |11k, +1|+|11 5y 2|+ L1k, 43[4 - < §. Niech Gy = I, 1UIL pUI 3U. . .Ul g, .

+---. Poniewaz |B;| < oo, wiec istnieje liczba naturalna kq

Zbioér (G jest suma skonczenie wielu przedziatow, G; C By i

|Bi\G1| = |I1 iy +1UT1 gy 12U gy 13U | = [Ty 1 |+ g2 k] < 5
Zbior BoNG1 jest otwarty, zatem jest suma co najwyzej przeliczalnie wielu przedzia-
léw otwartych parami roztacznych. Niech BoNG1 =131 Ul 2 Ul 3U. ... Poniewaz
00 > |Bg| = |I21] + |I2,2| + |I2,3] + - - -, wiec istnieje taka liczba naturalna ko, ze
L2 ko41| + [H2,k042] + [2,854+3] + - < § . Niech

Go=1Ir1UloUly3U...Ulyp, € BoNGy.

Mamy wiec

|B2\ Ga| < | B2\ G| +|B2NG1\ Ga| < |Bi\G1]+[[B2NG1]\Ga| < §+§ = 3¢.
Nastepnie w taki sam sposéb konstruujemy zbiér Gs C By N Go taki, ze

|Bs\ Gs| < 2e+ & = Le.
Otrzymujemy taki ciag zbiorow G; O G, O G3 O ..., ze G, C B, oraz
|By \ G| < (1 — 5k)e, kazdy zbiér G,, to suma skoriczenie wielu przedzialéw, wiec
réwniez
Gl < [Bn| =1Gn U By \ Gul < |Gal + By \ G| < |G| + (1 — g5 )e.
Wynika stad, ze
lim |G| < lim |B,| < lim |G| +¢.
n—oo n—oo n—oo

Poniewaz kazdy ze zbioréw G1, G2, ... ma skonczenie wiele sktadowych, wiec (odpo-
wiedni lemat) |Gn| = nli_)rr;() |Grn|. Z tego, ze (\Gy C (B, wynika nieréwnosé:
|NGn| € |NBy|. Poniewaz B; D (B, wiec jlirlgo|Bj| > | Bnl|. Z tego wszyst-

kiego wynika, ze
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|NGy|=lim |G| <|NBy| < lim |B,| < lim |Gy|+e = | Gn|+e < | Bal+e.
n—oo n—oo n—oo
Wykazalismy, ze dla kazdej liczby € > 0 zachodzi nieréwnos¢é
|NB,| < lim |B,| < |NBn|+e¢,
n—oo
a to oznacza, ze |(B,|= lim |B,|. ®
n—oo
Teraz mozemy juz sformutowaé twierdzenie opisujace funkcje catkowalne w sensie

Riemanna.

Twierdzenie 10.22 (charakteryzujace calkowalnoéé w sensie Riemanna)
Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ograniczona i jej zbior punktow nieciagloéci ma miare 0.

Przed dowodem tego twierdzenia podamy warunek typu warunku Cauchy’ego dla
zbieznosci wystepujacej w definicji caltki Riemanna i wykazemy, ze jest on konieczny

i dostateczny dla jej istnienia. Bedziemy potrzebowaé kilku oznaczen i terminéw.

Definicja 10.23

a =29 < 11 < 9 < ... < xp_1 < xp, = b, punkty =z, x1,...,T, nazywamy

weztami podziatu przedziatu [a, b] , najwieksza z liczb 1 —xg, T2 —21,...,Zn —Tp_1

nazywamy srednica podziatu;

mj; =inf{f(t): x;_1 <t <x;}, M =sup{f(t): x;—1 <t <x;};

liczba w; = M; —m; oscylacja funkcji f na przedziale [z;_1,x;];

liczba wyf(z) = inf ( sup f(t) — inf f(t)) nazywana jest oscylacja funkcji f
0>0 \ |t—z|<5 [t—x|<6

w punkcie x;

n
suma Z M;(z; — zj_1) nazywana jest suma gérng Darboux funkcji f;
=1

n
suma Z mj(x; — x;_1) nazywana jest suma dolng Darboux funkcji f. W
j=1

Zauwazmy, ze jesli z;_1 < & < x;, to zachodza nieréwnosci
sup{f(t): w1 <t<wx} (x;—miq)=
=sup{f(t): w1 <t <ai}- (2 —moa) tsup{f(t): @iy <t <} (2 —3) >
>sup{f(t): xi—1 <t<z} - (z—xi—1)+sup{f(t): z<t<a;} (x;—12).
Wykazalidmy, ze jesli dodamy nowy wezel, to suma gérna nie zwiekszy sie.
Bardzo proste rozumowanie indukcyjne przekonuje nas, ze zastapienie podziatu
a=x9g <21 < Ty <...<xp1 < xy, =>b drobniejszym, tzn. dodanie nowych
weztow do xg,x1,%2,...,Tpn_1,T, zmniejsza gérna sume Darboux lub zachowuje

jej wartosé. W podobny sposéb stwierdzamy, ze rozdrabnianie podzialu sume dolna,

11
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zwieksza lub zachowuje. Wobec tego rozdrabnianie podzialu zmniejsza lub zachowuje

oscylacje na przedziale. Podsumujmy te rozwazania:

Lemat 10.24 (o sumach dolnych i gérnych)
Jesi a =g <21 <...<Zpm1 <ZTm=bia=ZT9g<x1<...<ZTp_1<7%,=> sy

dwoma podziatami przedziatu [a,b], to zachodzi nieréwnosé
m n
> (@ —dio1) < Y M35 —250),
i=1 j=1

gdzie ml = 1Ilf{f(t) :i'i—l S t S i‘z}, Mj = Sup{f(t): -fj—l S t S :Z‘j}, czyli
kazda dolna suma ma warto$¢ nie wieksza od kazdej sumy gornej, niezaleznie od

podzialow.

Dowdd. Niech a = 29 < 21 < ... < 11 < xp = b bedzie podziatem przedzialu
[a,b] wyznaczonym przez wszystkie punkty zp < &1 < ... < &1 < Iy, oraz
To<ZT1 < ... <Tp1 <Tp —a=xp<x1 < ... <xTp_1 <x =0>b jest wiec
wspolnym rozdrobniem obu podzialéw. Z uwag poprzedzajacych dowodzony lemat

wynika, ze spelnione sa nieréwnosci (pomijamy oczywiste definicje m,, M, )

i —Ti—1),

m k k m

Zm,(gez —%;1) < Zmb(:vb —x,_1) oraz ZML(acL —x,.1) < ZM (z
i=1 =1 =1 i=1
k k

co w polaczeniu z oczywista nieréwnoscia Zmb(xb —x,.1) < ZML(Z‘L —T,_1)
=1

=1
daje teze. B

Nastepny warunek petni wazna role w dowodach istnienia calki Riemanna: poz-
wala on wykazywaé jej istnienie bez wskazywania wartosci catki, podobnie jak waru-

nek Cauchy’ego w wypadku ciagdéw, szeregéw czy funkcji.

Warunek CICR (typu Cauchy’ego istnienia calki Riemanna)

Dla kazdej liczby € > 0 istniejg takie punkty a =29 <21 < ... < 2xp_1 <z =D,
ze

n
ij'<£b‘j — xj—l) <e.
=1

Twierdzenie 10.25 (o istnieniu calki Riemanna)

Funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzi warunek CICR.

Dowod.  Jedli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna, to dla kazdego € > 0

istnieje taka liczba 6 > 0, Ze jesli z;_1 < ¢t; < x; 1 0 < z;j —xj—1 < ¢ dla

12
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j=1,2...,n, to zachodzi nier6wnosé |f; f(x)dx—Zf(tj)(xj —zj_1)| < . Stad
j=1

natychmiast wynika, ze

‘[Lbf<$)dx—jzi;mj(xj —fﬂj—l)’ S% i )/abf(l‘)dx—g:le(xj _mj—l)‘ < %

n n n 9
Wobec tego ij(a:j—xj_l) = ’;Mj(xj—xj_ﬂ—;mj'(%’—Ij—l)’ < 2-§ <eg,

j=1
zatem funkcja f spelmia warunek CICR.

Zal6zmy teraz, ze funkcja f spelnia warunek CICR. W niejawny sposéb zaklada-
my tu, ze funkcja f jest ograniczona, bowiem wszystkie réznice, nieujemne na mocy

definicji, My — my, My —mso, ..., M, —m, musza by¢ skoniczone dla dostatecznie
drobnego podziatu, bo Z(MJ —mj)(xz; —xj—1) < 1. Mamy wtedy oczywiscie
j=1

M = su t)= max M;<oo 1 m= inf t)= min m; > —00.
te[al,)b]f() Jj=12,...,n J te[a,b]f() j=1,2,....n J

Niech I bedzie kresem dolnym gérnych sum Darboux funkcji f dla wszystkich
podzialéw przedziatu [a,b]. Z warunku CICR wynika, ze I jest kresem gérnym dol-
nych sum Darboux funkcji f. Wykazemy, ze liczba I jest calka Riemanna funkcji f.

Zalézmy, ze a = g < 1 < ... < Tp_1 < xp, = b oraz z;1 < t; < w;
i0<x—xi_1 <06 dlai=1,2,...,n. Z lematu o sumach dolnych i gérnych

wynika, ze wtedy zachodza nieréwnosci

ij(l'j — l‘j_l) < I S ZMJ'(IEJ‘ — l’j_l) oraz
j=1

j=1

> omi(wy—wia) <D fE) (x5 —wi1) < Mz — 1)

j=1 j=1 j=1
Jesli wiec & jest liczba dobrang do ¢ z warunku CIRC, to obie liczby I oraz
Zf(ti)(a:j — xj_1) leza w przedziale [ij(xj — xj_l),ZMj(xj —Zi-1)|,
j=1 j=1 j=1
ktérego dlugosé jest mniejsza od e, zatem

1= ) (s = mj0)| <<,
j=1

co konczy dowdd twierdzenia o istnieniu calki Riemanna. B

Dowdd twierdzenia charakteryzujacego calkowalno$é w sensie Riemanna.
Wiemy juz, ze jesli funkcja jest calkowalna w sensie Riemanna, to jest ograniczona.
Trzeba jeszcze wykazaé, ze jej zbiér punktéw niecigglosci ma miare 0. Zalézmy, ze

> j—1wj(zj—xj-1) <e. Niech o(a) bedzie suma tych liczb x; — 2,1, dla ktérych
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wj > a. Zachodzi nieréwnos¢ a-o(a) < 330 wj(w; —xj-1) < ¢, zatem o(a) < £.

Niech o, (a) oznacza sume dlugoéci tych przedziatéw z podziatu przedziatu [a, b]
na 2" réwnych podprzedzialow, na ktérych oscylacja funkcji f nie jest mniejsza
niz «. 7 otrzymanej nieréwnosci wynika, ze Un(oz)m(). Stad natychmiast
wynika, ze zbiér punktéw x, dla ktérych ws(x) > o ma miare 0: wezléw wszystkich
podzialéw przedziatu [a,b] na 2" podprzedzialéw, n = 1,2,... jest przeliczalnie
wiele, wiec tworza one zbiér miary 0. Inne punkty, w ktérych oscylacja nie jest
mniejsza niz « znajduja sie oczywiscie w przedziatach, ktérych suma diugosci jest
mniejsza niz o, (a) (m 0). W ten sposéb udowodnilismy jedna implikacje.

Niech teraz f:[a,b] — R oznacza funkcje, C' — zbiér punktéw, w ktérych jest
ona ciagla, D = [a,b] \ C — zbidr punktéw, w ktérych f jest nieciagla i niech dla
kazdego = € [a,b] bedzie spemiona nieré6wnosé¢ |f(z)] < M < 4+o0o. Wykazemy, ze
jesli |D| =0, to funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna. Mozemy oczywiscie
zaklada¢, ze M > 0, bo jesli M = 0, to funkcja f jest tozsamosciowo rowna 0,
wiec jest oczywiscie catkowalna w sensie Riemanna.

Niech € > 0. Dla kazdego x € C istnieje taka liczba §, > 0, ze jesli |t — x| < I,
itelab], to|f(t)— f(x)] < 7= . Z definicji zbioru miary 0 wynika, ze ist-

4(b—a)
o0 [o@)
nieja przedzialy I, Iy, ... takie, ze UI” DD i Z|In| < 537 - Rozpatrywane
n=1 n=1

przedzialy I, I, ... moga by¢ domkniete, otwarto-domkniete, itp. Niech I,, ozna-

cza przedzial otwarty, ktorego srodkiem jest §rodek przedziatu I, i ktory jest dtuzszy

oo
od I, 0 553757 - Oczywiscie fn D I, , wiec Ufn O D i
n=1
o ) ) ()
Z|In| = Z(un' + 20.]\3‘[.2n> = Zun’ + 220.]\(3[.271 < 5LM + 20€M = ﬁ
n=1 n=1 n=1 n=1

Rodzina F = {(z — 0y, 2+ 6,): x € C)}U{L,: n € N} sklada si¢ z przedzialéw
otwartych, jej suma zawiera przedzial [a,b]. Wobec tego istnieje taka liczba A > 0,
ze kazdy przedzial [c,d] C [a,b] dlugosci < A jest zawarty w ktéryms elemencie
rodziny F. Niech a = 29 < 1 < ... < x, = b oznacza podzial przedziatu [a,b]
na przedzialy diugosci < M. Niech Ng oznacza zbiér ztozony z tych numeréw
j € {1,2,...,n}, dla ktérych istnieje punkt z(j) € C taki, ze zachodzi inkluzja
[zj—1,2;] C (2(j) — 6u(j),2(J) + 0u(j)) » za$8 Np — zbidr zlozony z numeréw po-
zostatych, tj. takich, dla ktérych taki punkt x(j) nie istnieje, zatem istnie¢ musi

liczba n(j) taka, ze [r;_1,%;] C fn(j). Jasne jest, ze U [zj_1,2;5] C U I,
jeND jEND
zatem
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>jeny [Tl = ‘UjeND [wj—1 ]| <30, Hal < 57
Dla kazdego j zachodzi nieréwnos¢ M; —m; < 2M . Ma wiec miejsce nieréwnosc¢
ZjeND wi(z; —xj_q) < 2MZj€ND(xj —xj_1) <2M - 5= 5.
Jesli [t—x| <6y, z€C,t0 |f(t)— f(x)| < 1o - Stad wynika, ze jesli |t —x| < 0y
i|s —xf < bz, to [f(E) = f(s)] < [f() = f(2)| + [f(2) — f(s)] < 555~ Stad

wnioskujemy, ze dla j € N¢ zachodzi nieréwnos¢ M; —m; < m. Wobec tego:

9 9 9
Z wj(zj — i) < 20b—a) Z (zj —xj1) < m'(b—a) =5
JeNc Je€Nc
Mozemy wiec napisac:
- 3 S
Yowilay—wa) = Y wilzy—w)+ Y wiley—w50) < sty =¢
j=1 JEND jENG

Wykazalismy wiec, ze roznica miedzy suma gérna Darboux i suma dolna Darboux
funkcji f jest mniejsza od e, jesli tylko przedzial [a,b] zostal podzielony na dostate-
cznie krétkie podprzedzialy, a to oznacza, ze funkcja spelnia warunek CICR, czyli ze
jest catkowalna w sensie Riemanna. B

7 twierdzenia charakteryzujacego funkcje catkowalne i tego, ze suma i iloczyn
funkcji ograniczonych sa funkcjami ograniczonymi oraz z tego ze suma dwoch zbiorow

miary 0 jest zbiorem miary 0 wynika

Twierdzenie 10.26
Suma i iloczyn funkcji catkowalnych w sensie Riemanna sa funkcjami catkowalnymi
w sensie Riemanna. B

Mamy réwniez tatwe do wykazania twierdzonka

Twierdzenie 10.27

cf: flz)dx = f; cf(z)dz dla dowolnej liczby ¢ € R i funkcji f:[a,b] — R, ktéra
jest catkowalna w sensie Riemanna.

Dowéd. Wiedzac, ze calka istnieje mozemy rozpatrywaé podzialy przedziatu [a, b]
np. na n réwnych czesci i przyjac t; = x; . Wtedy twierdzenie wynika z twierdzenia

o granicy ciagu pomnozonego przez liczbe c. B

Twierdzenie 10.28
f; (f(z)+g(z))de = ff f(z)dz+ f; g(z)dz dla dowolnych funkcji f,g:[a,b] — R,

catkowalnych w sensie Riemanna.

15



Caltka Riemanna Michat Krych

Dowdéd. Calki istnieja, wiec mozemy rozpatrywaé np. podziat przedziatu [a,b] np.
na n rownych czesci i przyjac t; = x;. Twierdzenie wynika z twierdzenia o granicy

sumy ciagow. W

Twierdzenie 10.29

Jesli funkcje f,g:[a,b] — R sa catkowalne w sensie Riemanna i f(z) < g(z) dla
a<x<b,to f;f(w)dx < f;g(x)dm.

Dowéd. Calki istnieja, wiec mozemy rozpatrywaé np. podzial przedziatu [a, b]
np. na n rownych czesci i przyja¢ t; = x;. Twierdzenie wynika z twierdzenia

o nieréwnosciach dla ciaggow. B

Twierdzenie 10.30

Jesli funkcje f,g:[a,b] — R sa catkowalne w sensie Riemanna i f(z) < g(z) dla
a<x<b, fab f(z)dz < f;g(x)dx, to miara zbioru {x € [a,b]: f(z) < g(x)} jest
liczba dodatnia,.

Dowéd. Jedli miara zbioru D := {x € [a,b]: f(x) < g(z)} jest réwna 0, to dla
kazdego przedziatu [c, d] zbidr [c,d]\ D jest niepusty, bo ma miare > d—c — wynika
to z podaddytywnosci miary. Wobec tego w charakterze punktéw t; wystapi¢ moga
punkty, w ktérych f(t;) = g(t;), czyli ze odpowiednie sumy Riemanna sa réwne
dla dowolnie drobnego podziatu przedziatu [a,b]. Stad wynika réwnos¢ calek, wbrew

zalozeniu. W

Twierdzenie 10.31

Jedli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna i a < ¢ < b, to jest
calkowalna w sensie Riemanna na obu przedziatach [a,c] i [c,b] i zachodzi réwnosé
J) f@)dz = [} f(2)de + [ f(z)da.

Dowéd. Catkowalno$é na podprzedziale wynika z catkowalnosci na przedziale od
razu, ré6wnosé fab fla)de = [7 f(ac)da;—f—fcb f(z)dr wynika z tego, ze mozna rozwazacé

tylko te podzialy przedziatu [a,b], w ktérych ¢ pojawia sie jako wezel. B

Twierdzenie 10.32

Jesli f(z) < g(z) dla a < x < b i miara zbioru {z € [a,b]: f(z) < g(z)} jest
dodatnia, funkcje f,g:[a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna, to zachodzi
nieréwnosé f; f(z)dr < f(fg(x)dac.

Dowdéd. Niech D(f) oznacza zbiér punktéw nieciaglosci funkcji f, D(g) — zbiér
punktéw nieciaglosci funkeji g, A — zbidr tych punktéw z € [a,b], dla ktérych
f(x) < g(x). Zbiér A nie jest miary 0, zbiory D(f) i D(g) sa miary 0. Zbiér
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A\ (D(f) U D(g)) nie jest miary 0, wiec jest mocy kontinuum*. Niech p bedzie
dowolnym punktem zbioru A\ (D(f) U D(g) U{a,b}). Mamy f(p) < g(p). Niech
a, § beda takimi liczbami, ze f(p) < a < [ < g(p). Obie funkcje f i g sa ciagle
w punkcie p, zatem istnieje taki przedzial [c,d] C [a,b] o srodku w punkcie p, ze
dla x € [¢,d] zachodzi nieréwnosé f(r) < a < 8 < g(x). Mamy wiec

[P f@)de = [© f(x)dat [T f(a)det [, f(2)de < [ f()de+a(d—c)+ [ f(z)dz <
< [7g(z)dz+3(d +fd z)de < [ g(a d:z:—l—fcg da:+fd d:z:—fg

co konczy dowod. W

Twierdzenie 10.33

Jedli funkcja f:[a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna, to funkcja |f| jest
calkowalna w sensie Riemanna i zachodzi nieré6wnosé ) fj f (x)dx‘ < f; |f(x)|dx.

Dowdéd. Caltkowalno$é funkcji | f| wynika z calkowalnosci funkcji f, bo jesli f jest
ciagla w pewnym punkcie, to |f| tez, z ograniczonosci f ograniczono$¢ |f| wynika

natychmiast. Nieréwno$¢ wynika od razu z tego, ze —|f(x)| < f(z) < |f(z)| dla
kazdego = € [a,b], wiec — [0 |f(z)|dz < [ f(x) < [} |f(x)

Twierdzenie 10.34
Jedli funkcja f:[a,b] — R jest monotoniczna, to jest catkowalna w sensie Riemanna.

Dowdéd. Funkcja monotoniczna na przedziale domknietym jest ograniczona, zbidr

punktow, w ktorych jest nieciagta jest przeliczalny, zatem ma miare 0. B

Twierdzenie 10.35

Jezeli obydwie funkcje g, f:[a,b] — R sa calkowalne w sensie Riemanna, a zbiér
. . b b

{z €[a,b]: f(x)# g(x)} jest miary 0, to [ f(x)dx = [ g(x)dx

Dowdéd. Wynika to natychmiast z tego, ze calki mozna potraktowaé jako granice

ciagow sum Riemanna np. dla podzialéw na n réwnych czedci i tych samych punktow

t1,t2,...,t, wybranych w ten sposéb, ze f(t;) =g¢g(t;) dla j=1,2,...,n. &

Twierdzenie 10.36 (o wartosci $redniej)

Jesli f:[a,b] — R jest ciagla, g:]a,b] — R — calkowalna w sensie Riemanna
i nieujemna, to istnieje liczba ¢ € [a, b] taka, ze fab f(x)g(z)dx = f g(x

Dowéd. Niech m = inf{f(¢t): ¢ € [a,b]}, M = sup{f(t ): t e [a,b]}. Dla
kazdego x € [a,b] zachodzi wiec nieréwnosé¢ mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x). Wobec

* Gdyby zbiér A\(D(f)UD(g)) byt miary 0, to zbiér A bylby sumag 3 zbioréw miary 0, wiec zbiér A
bylby miary 0.
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tego

/ da:—/ mg(a dm</ fla dxg/ang(x)dac:M/abg(m)dx

Jedli f;g(x)dx = 0, to przyjmujemy np. ¢ = (a +b). Jesli ffg(x)d:c # 0, czyli

1

2
2 f(@)g()
J, 9(x)dz
ma wlasnosé Darboux jako cia,gla, wiec istnieje taka liczba ¢ € [a,b], ze zachodzi
[iC:

fa g9(x

Latwo mozna zauwaiyc’, ze w przypadku tej wersji twierdzenia o wartosci $redniej

fabg(a:)dx > 0, to otrzymujemy m < < M, a poniewaz funkcja f

réwnosé f(c) = . Dowéd zostat zakoriczony. B

nie da sie ominaé¢ zalozenia ciaglosci funkcji f — inaczej niz w wersji z poprzed-
niej czesci tego tekstu, gdzie wltasnosé Darboux i tak byla (pochodna, jesli istnieje
w kazdym punkcie przedzialu, ma wlasno$é Darboux). Funkcja catkowalna w sensie
Riemanna wtasnos$ci Darboux mieé¢ nie musi, np. funkcja monotoniczna, ktéra ma
punkt nieciaglosci.

Niech f:]a,b] — R oznacza funkcje catkowalna w sensie Riemanna. Niech
= J, f(t)at

Twierdzenie 10.37 (o ciaglosci i rézniczkowalnosci catki)
Funkcja F' spelnia warunek Lipschitza na przedziale [a,b]. Jesli funkcja f jest ciagla
w punkcie p € [a,b], to funkcja F' ma pochodna w punkcie p i zachodzi réwnosé
F'(p) = f(p).
Dowdéd. Funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b]. Niech M > 0 bedzie
taka liczba(7 ze |f(z)] < M dla kazdego = € [a,b]. Niech a <z <y <b. Mamy
|F(y) = F(z)| = | [ ft)ydt — [ fe)dt| = | [ f(t)di| <

< [UIF0)]de < [Y Mdt = M(y ).
Musimy jeszcze wykazac, ze funkcja F jest rézniczkowalna w punktach ciaglosci

funkcji f. Zaltézmy, ze p<b, 0 < h <b—0p. Mamy
3 E@em—FE) 1w = [3 (" s ) 1) = | ;7 (10-1 @) r| <

<) - s )] a < wp\ﬂw—f@>——~0
p<t<p+h h—0

Ostatnia réwnosé (chodzi o granice, znaku = nie ma, ale jest strzalka, ktéra go
zastepuje ) wynika z ciaglodci funkcji f w punkcie p, to jedyny moment, w ktérym
ciaglosé jest wykorzystywana. WykazaliSmy, ze f(p) jest prawostronng pochodna
funkcji F' w punkcie p. W taki sam sposéb wykaza¢ mozna, ze jest to rowniez

pochodna lewostronna, gdy a < p. Dowdd zostal zakonczony. B
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Zauwazmy, ze z tego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagla na przedziale jest
pochodna pewnej funkcji rézniczkowalnej, tym razem to nie szkic dowodu, lecz dok-
ladne rozumowanie. Przy okazji okazuje sie, ze w przypadku funkcji ciaglych oba
podejscia do caltkowania daja ten sam wynik: calka Riemanna réwna jest réznicy
wartosci funkcji pierwotnej. Pozwala to znajdowac liczne catki Riemanna. Podkresli¢
jednak wypada, ze istnieja funkcje rézniczkowalne, ktérych pochodne sa niecatkowal-
ne w sensie Riemanna i oczywiscie funkcje, ktore sg catkowalne w sensie Riemanna
i nie maja wlasnodci przyjmowania wartosci posrednich, wiec nie maja funkcji pier-
wotnych. Jesli funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna i ma funkcje pierwotna
F, to calka f; f(x)dz réwna jest réznicy wartosci funkcji pierwotnej na koricach

przedzialu. Wynika to latwo z twierdzenia o wartosci $redniej:
n

F(b)—F(a) =Y (F(x;)—F(zj-1)) = ZF/(tj)(%—xj—l) = Zf(tj)(xj—xj_l).

j=1
Ostatnia suma jest bliska calce Riemanna funkcji f, bo zalozylismy, ze ta funkcja jest

catkowalna w sensie Riemanna. Dodajmy jeszcze, bez dowodu, ze funkcja speliajaca
warunek Lipschitza jest rozniczkowalna w prawie kazdym punkcie, tj. zbiér punktow
nierézniczkowalnosci funkcji lipschitzowskiej jest miary 0, ale to twierdzenie dosy¢

daleko wykracza poza program wykladu z analizy.

Twierdzenie 10.38 (o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami ciagtymi)

Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby
e > 0 istnieje taka funkcja ciagta g:[a,b] — R, ze

Ji1f(@) —g(x)ldz <e i inf f(t)< inf g(t) < sup g(t) < sup f(t).  (PFC)
t€la,b] t€la,b] t€la,b] te(a,b]

Jesli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja Sci$le monotoniczna
g, dla ktérej spelniona jest powyzsza nieréwnosé (PFC).

Dowad.
Niech a = 2g < 1 < x93 < ... < x, = b bedzie tak drobnym rozbiciem przedziatu
[a,b], ze ’ fab f(x)dx — 2?21 f(tj)(x; —z;-1)| < 5 dla dowolnego wyboru punktéw

t; € [xj_1,2;] iniech M = sup |f(t)]. Mozemy zalozy¢, ze M > 0, dla funkcji
t€la,b]

zerowej twierdzenie jest oczywiste. Niech 6 > 0 bedzie taka liczba, ze 4(n—1)Méd < &
oraz 30 < x; —xj—1 dla j = 1,2,...n. Niech P; oznacza przedzial domkniety
oérodku z;, j=1,2,...,n—1 idlugodci 6. Niech Iy, I, ...,I, beda kolejnymi
przedziatami, z ktérych sktada sie zbiér [a,b]\(P1 U P, U...U P,_1). Niech g bedzie
funkcja okreslona na przedziale [a,b], ktéra

(1) jest ciagla,
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(2) we wszystkich punktach przedzialu I; przyjmuje warto$¢ m;,

(3) jest postaci az + b na kazdym przedziale Py, Py, ..., P,_1.
Jest jasne, ze na kazdym z przedziatow Iy, Is, ..., I, speliona jest nieréwnos¢
f(z) > g(x), na przedzialach Py, P», ..., P,_1 — nier6wnos¢ |f(x)—g(z)| < 2M .

Mamy wiec

§>f;f Zm] —Zj_1) Z Lo —m;) dgc>ZfI )—m;) dx =
Zijh(ﬂ@—ﬂ@ﬁmzijﬂﬂﬂ@—M@wx

— jedli I =[a,f], to definiujemy: [, h(z)dz = fﬁ dx .

Mamy tez Z Ip }f(x) — g(w)|dm <2M(n —1)6 < 5. Z dwu ostatnich nieréwnosci

iz tego, ze
L f@) = g(@)|dz = [, |f(@)=g(@)|dz+ [p, |F(z) = g(@)|dw+ [, | f(2) - g(x)|du+
+ [p, [f(@) = g(@)|[de + -+ [ [f(2) = g(@)|de+ [} [f(z) - g(z)|dx =

:Z_:fpj ‘f(m)—g(x)}dx-l—Zij ‘f(x)—g(a:)‘dx< s+s5=¢

wynika pierwsza cze$¢ tezy. Z konstrukcji wynika natychmiast, ze wszystkie wartosci
funkcji ¢ znajduja sie miedzy kresami funkcji f. Jest rowniez jasne, ze jesli f jest
funkcja monotoniczna, to réwniez g jest funkcja monotoniczna,.

Wykazemy jeszcze, ze jesli funkcja f jest niemalejaca i nie jest stala, to mozna
znalezé funkcje $cisle rosnaca g spehiajaca nieréwnosci (PFC). W dalszej czesci
rozumowania ¢ oznacza funkcje, ktéra skonstruowaliémy poprzednio. Poniewaz f
nie jest stala, wiec dla dostatecznie matych e funkcja g réwniez nie jest stata. Niech
¢ € la,b] bedzie takim punktem, ze g(a) < g(c) < g(b). Niech 0 < k < 1 i niech
ge(z) = k(k(z — ) + g(c)) + (1 — k)g(z) . Mamy wiec

|95 () = g(=)| = k[k(z = ¢) + g(c) — g(2)| < k(b - a+2M) ——0,

oraz  gi(b) = k(k(b—c) +g(c)) + (1 — k)g(b) = g(b) + k[k(b—c) — (9(b) — g(c))] -
Z ostatniej réwnosci i z tego, ze g(b) > g(c) wynika, ze dla k dostatecznie bliskich 0

zachodzi nieréwnos$¢ gx(b) < g(b). Analogicznie

gv(a) = k(k(a — &) + 9(c)) + (1~ K)g(a) = g(a) + k( (9(c) — g(a)) — k(e ~ a)).
Wynika stad, ze dla k dostatecznie bliskich 0 zachodzi nieréwno$é¢ gp(a) > g(a).

Wobec tego dla kazdego x € [a,b] zachodzi nier6wnosé
9(a) < gr(a) < gr(z) < gr(b) < g(b).
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Funkcja g jest $cisle rosnaca, bo jest suma funkcji niemalejacej (1 — k)g i $cisle
rosnacej k(k(z — c¢) + g(c)) . Ta obserwacja koticzy dowéd.
Wygladzimy uzyskana funkcje.

Twierdzenie 10.39 (o przyblizaniu funkcji calkowalnych funkcjami gtadkimi)
Niech f:[a,b] — R bedzie funkcja catkowalng w sensie Riemanna. Dla kazdej liczby
e > 0 istnieje taka funkcja g:[a,b] — R klasy C! (réwniez klasy C°°, a nawet
wielomian), ze

[ 1f@) —g(@)lde <2 i inf f(t)< inf g(t) < sup g(t) < sup f(t).  (PFG)
t€la,b] t€la,b] te(a,b] te(a,b]

Jesli f jest monotoniczna, ale nie jest stala, to istnieje funkcja Scile monotoniczna
g, dla ktérej spetniona jest powyzsza nieréwnosé (PFG).
Dowéd. Wskazemy jedynie miejsce, w ktérym nalezy nieco zmienié¢ poprzedni do-

wéd, by uzyskaé funkcje klasy C'. Zauwazmy, ze jesli

322 =223 dla0<z <1,
oz) =40 dla x <0,
1 dla x > 1,

to ¢ jest funkcja klasy C!, $cidle rosnaca na przedziale [0, 1], bowiem dla 0 < z < 1
zachodzi nieré6wnos¢ ¢'(z) = 6x(1 —x) > 0. Niech ¢ < d i C # D beda czterema

dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Niech ¢(x) = C' + (D — C’)gp(“g:g) . Poniewaz
funkcja ¢ jest klasy C, wiec funkcja v réwniez jest klasy C!. Zachodza oczywiste
wzory ¥(c) = C oraz (d) = D. Funkcja 1 jest Scile rosnaca na przedziale [c,d],
gdy C' < D i $cidle malejaca w przeciwnym przypadku. W dowodzie twierdzenia
o przyblizaniu funkcji calkowalnych ciaglymi zastepujemy funkcje postaci azx + b
funkcjami typu 1, co czyni konstruowana tam funkcje g funkcja klasy C'. Jest ona
monotoniczna, gdy f jest monotoniczna. Konstruowana dalej funkcja gx réwniez
jest klasy C'. Jej pochodna gj jest dodatnia (Scisle!) na przedziale [a,b]. Dla
kazdej liczby 1 > 0 istnieje wiec wielomian v taki, ze |gi(z) —v(z)| < n dla kazdego
x € [a,b]. Niech w bedzie takim wielomianem, ze w(a) = gi(a) i w'(x) = v(x) dla
kazdego x. Jasne jest, ze |gr(z) —w(z)| < n(x—a) < n(b—a) dla kazdego = € (a,b).
Oczywiscie w jest funkcja $cisle rosnaca dla dostatecznie matych 7, bo v(z) > 0 dla
takich n. Jasne jest tez, ze jesli € > 0, to konstrukcja pozwala zdefiniowaé wielomian
w w taki sposéb, by f; |f(z) —w(z)|de <e. W

Twierdzenie o przyblizaniu funkcji catkowalnych funkcjami ciaglymi pozwoli nam

w przysztosci na przeprowadzanie dowodéw w przypadku funkcji ciagltych, a nastepnie

na ogdlniejsze wnioski. Przyklady pojawia sie wkrétce. Liczbe f; |f(x) — g(x)|dx
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mozna traktowac¢ jako odleglo$¢ miedzy funkcjami calkowalnymi f i ¢g. Z formal-
nego punktu widzenia nie jest to najwlasciwsze ze wzgledu na to, ze catka z réznicy
funkcji przyjmujacych te same wartosci poza zbiorem miary 0 rowna jest 0, wiec
nalezaloby najpierw wprowadzi¢ relacje réwnowaznosci: dwie funkcje sa rownowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér tych punktéw, w ktérych przyjmuja one rézne wartosci
ma miare 0. Oznacza to, ze z takiego punktu widzenia funkcje rézniace sie np.
tylko w punktach wymiernych pewnego przedziatu sa ta sama funkcja. Po przyjeciu
takiej umowy liczba f; |f(x) — g(z)|dz moze pelié role odleglosci. Twierdzenie
o przyblizaniu funkcji calkowalnych ciaglymi moéwi, ze zbiér funkcji ciagltych jest
gesty w zbiorze funkcji catkowalnych. Stwierdzenie to w pewnym sensie przypom-
ina twierdzenie o gestosci liczb wymiernych w zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych

(w kazdym przedziale znajduje sie nieskoniczenie wiele liczb wymiernych!).

Lemat 10.40 (o szacowaniu calki)
Niech f:[a,b] — R bedzie taka funkcja calkowalna w sensie Riemanna, ze dla
kazdego x € [a,b] zachodzi |f(x)| < M. Zatézmy, ze |{z € [a,b]: [f(z)] >e}| < 4.

Przy tych zatozeniach
b
/ |f(z)|dx < M§+e(b—a).

Dowéd. Zatézmy, ze a = 290 < 1 < ... < Tp_1 < T, = b jest na tyle drob-

nym podzialem przedziatu [a,b], Zze suma Riemanna z nim zwigzana przybliza catke

b
/ |f(z)|dx z bledem mniejszym niz n > 0. Niech |f(¢;)] < e, jesli tylko w prze-

dziale [z;_1,x;] znajduje sie taki punkt t;. Jedli musieliSmy wybraé¢ t; tak, ze
|f(t;)] > €, to mamy |f(t)] > ¢ dla kazdego t € [zj_1,z,]. Wobec tego suma
dtugosdci tych przedzialéw jest < § a suma pozostalych jest < b — a. Stad wynika,

ze fj |f(z)|de < M+ <(b—a). Dowdd zostat zakoniczony. B

Twierdzenie 10.41 (0 calkowalnosci granicy jedn. zbiez. ciagu funkcyjnego)
Jesli kazda z funkcji f1, fo, ...jest calkowalna w sensie Riemanna na przedziale
[a,b] i f, = f, to réwniez funkcja f jest calkowalna w sensie Riemanna i zachodzi
réwnosé

b

b
lim fn(x)dm:/ f(z)dx

n—oo a
Dowéd. Niech D, bedzie zbiorem punktow nieciaglosdci funkcji f,. Jego miara,

>
jest 0, bo funkcja f,, jest calkowalna w sensie Riemanna. Wobec tego zbiér U D,

n=1
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jest tez miary 0 jako suma przeliczalnej rodziny zbioréw miary 0. Jesli p € [a,b]\ D,
to wszystkie funkcje f1, fo,...sa ciagle w punkcie p, zatem — na mocy twierdzenia
o ciaglosci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funkcyjnego — funkcja f réwniez jest
ciagla w tym punkcie. Ciag (f,) spemia jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem dla
dostatecznie duzych liczb naturalnych &, n zachodzi nieréwnosé |f, (z)— fr(z)| < 1,
wobec tego 1 > nh—>Holo |fn(z) — fr(x)| = |f(z) — fr(x)|. Poniewaz funkcja fi jest
calkowalna w sensie Riemanna, wiec jest ograniczona. Wobec tego réwniez funkcja
f jest ograniczona: |f(x)| < |fr(z)] + 1. WykazaliSmy wiec, ze funkcja f jest
ograniczona i ze jej zbior punktéw nieciaglosci ma miare 0, wiec jest catkowalna
w sensie Riemanna.

Niech e bedzie liczba dodatnia. Niech m bedzie tak duza liczba naturalna,

ze |fm(x) — f(z)] < ;% dla kazdego x € [a,b]. Wobec tego na mocy lematu o

a

oszacowaniu calki zastosowanego do funkcji f,, — f mamy

fabf(ac)dx—f;fm(x)d:v‘ < f;|f(:v) —fm@)dr < (b—a) 5= =<c. A

Przechodzenie do granicy pod znakiem calki jest wazne w wielu sytuacjach. Po-

damy jeszcze jedno twierdzenie, ktore w ogolniejszej wersji nazywane jest twierdze-

niem Lebesgue’a.

Twierdzenie 10.42 (o zbieznosci zmajoryzowanej) (poza programem AMTI)

Zatézmy, ze funkcje f, fi1, fa,... okreslone na przedziale [a,b] sa calkowalne w sen-
sie Riemanna oraz ze f(z) = lim f,(x) dla = € [a,b] \ S, |S| = 0 i Ze istnieje

taka liczba M > 0, ze dla kazdej liczby x € [a,b] zachodza wszystkie nieréwnosci
M > |f(@)].|fi ()], | fo(@)], ... Weedy
f; f(z)dr = lim f; fn(z)dz.
n—o0

Dowdd. Niech D bedzie zbiorem ztozonym ze wszystkich punktéw, w ktérych
co najmniej jedna z funkcji f, f1, fa,... jest nieciagla oraz z tych punktéw =z, dla
ktérych nie jest prawda, ze nh—{r;o fo(z) = f(x). Zbiér D jest suma przeliczalnie
wielu zbioréw miary 0, wiec |D| = 0. Niech C = [a,b] \ D. Niech ¢ > 0 i
niech A4, = {z € C: Fp>,|fu(z) — f(x)| > ﬁ} Niech By D By D B3 D ...
beda takimi zbiorami, ze A, C B, dla n = 1,2,..., B, jest zbiorem otwartym,
tzn. jest suma przedzialéw otwartych i jesli x € B, to istnieje k > n takie, ze
|fx(x) — f(x)] > m . Zbiory A, mozna powiekszyé do zbioréw B, , bo funkcje
fs f1, f2,... sa ciagte w kazdym punkcie zbioru C', a nieréwnos¢ wystepujaca w
definicji zbioru A,, jest ostra (wiec jesli jest spelniona w jakim$ punkcie z, to réwniez
we wszystkich punktach dostatecznie krétkiego przedziatu o $rodku w punkcie x ).

Niech B = () _, B,,. Jasne jest, ze jedli # € B, to dla nieskoriczenie wielu n € N
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zachodzi nieréwnosé |f,(x) — f(x)| > 50—ay - Stad wynika, Ze jesli z € B, to NIE
jest prawda, ze nler;O fn(z) = f(x). Wobec tego |B| = 0. Z twierdzenia o ciaglosci
miary zewnetrznej wynika, ze nli)rgo |B,,| = 0. Istnieje wiec taka liczba n. € N, ze
jedli n > n., to |By| < 557 - Stosujac lemat o oszacowaniu calki stwierdzamy, ze

| [ (ful@) = F(2)) da| < [ |fal@) = f(2)]do < 2M - 357 + 550 - (b—a) ==

Z definicji granicy ciagu wynika wiec, ze lim ‘ fab fn(x)—f(2) da:‘ = 0. Stad od razu

wnioskujemy, ze hm f fo(z)dz = f f(z)dx. Dowdd zostal zakoriczony. B

Zadanie: Niech f,:[a,b] — R i niech f(x) = nh_)rgo fn(z) dla = € [a,b] \ D,
|D| = 0. Niech f, f1, f2,... beda funkcjami ciagtymi w kazdym punkcie z € [a,b]\D .
Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby ¢ > 0 istnieje zbidr C. taki, ze Ha,b] \C’E‘ <€
i f,=f na C:..

Zadanie:  Niech a(z) = e /0= dla z € (0,1) oraz a(x) =0 dla = ¢ (0,1).
Udowodni¢, ze funkcja « jest klasy C°. Niech [ bedzie funkcja pierwotna funkcji
a. Wykazaé, ze istnieja stale ¢; € R i ¢o > 0 takie, ze ¢ + co8(z) = 0 dla kazdego
x<01ic +cf(x)=1 dlakazdego = > 1.
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