Funkcje analityczne

ostatnia aktualizacja: 30 marca 2010, 16:27

Zaczniemy od uogolnienia twierdzenia o zmianach kolejno$ci sumowania szeregu
bezwzglednie zbieznego. Dowdd tego twierdzenia nie pojawil sie na wykladzie. Jego

sformutowanie pojawito sie jedynie ,w powietrzu”.

Twierdzenie 13.1 (o duzej zmianie kolejnosci sumowania)
Zalézmy, ze zachodzi jedno z dwoch zatozen:
(i) dla kazdej liczby catkowitej m > 0 szereg Y |amn| jest zbiezny i

i (imm,n” < 400,

m=0 n=0
(i) =72 las(| < oo dla pewnej bijekcji & : N — N x N.
Wtedy dla kazdej bijekcji 0 : N — N x N zachodzi réwnosé
o0 o0 oo
> (Damn) = X0
Dowéd. Wykazemy najpierw, ze warunki (i) oraz (ii) sa réwnowazne.
Zalézmy, ze speliony jest warunek (i). Dla dowolnej bijekcji 0 : N — N x N

szereg >~ |aq(j)| jest zbiezny, bo

l p 00 00 00
> laotn < D2 (X lamal) < 3= (D lamal)
Jj=0 m=0 n=0 m=0 n=0
dla kazdej tak duzej liczby naturalnej p, ze kazda z liczb |aq ()|, |ao)|;s -5 @0l

jest skladnikiem ktéregos z szeregdw >~ |am .|, gdzie m € {0,1,...,p} (np. p
jest najwiekszym z pierwszych elementéw par o(0), o(1), ..., o(l)).
Zatézmy teraz, ze speliony jest warunek (ii). Dla dowolnych liczb naturalnych

P, q speliona jest nierdwnosé
q p ¢

> (Z |amvn‘> <Y lasyl <D lasgl
=0

m=0 n=0 7=0
gdzie ¢ oznacza tak duza liczbe naturalna, ze wéréd par (0),5(1),...,5(¢) znajduja
Sl@ WSZYStkie pary (07 0)7 (07 1)7 SRR (0,]9), (17 0)7 RS (17p>7 (Q7 0)7 ] (QLP) : USta’lajaiC
q i przechodzac do granicy przy p — o0 otrzymujemy nieréwnoscé

q 0 0
> <Z |am7n|) <D lasl.
m n=0 5=0

=0
7, definicji sumy szeregu wynika, ze

Z Z |G| < Z a5l -

o0
m=0n=0 j=0
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Wykazalismy, ze z zalozenia (ii) wynika zalozenie (i).

W istocie rzeczy z dowodu réwnowaznosci warunkoéw (i) i (ii) wynika réwnosé:

= Z |a&(j)| )
j=0

m=0n=0

przy czym jest ona prawdziwa zawsze, rowniez wtedy, gdy sumy nie sa skonczone.

Niech & > 0. Istnieje taka liczba k(m) € N, ze > 07 ST -
Wtedy
oo oo e
2. a0 D amal < g
n=k(m)+1 n=k(m)+1
zatem
)< +—+ =+ -
a -+ —+ = =-
o 16 32 4
n k(m)+1

Niech r(e) bedzie taka liczba naturalna, ze Z lag)| < % . Istnieje taka liczba
j=r(e)+1
naturalna u(e) , ze

> (Z |am,n|) < Z i {0(0),0(1>, . .,U(r(e))} -
m=p(e)+1 n=0
c {(0,0), (0,1), -, (0,4(0)), (1,0),.--, (1E(D), -, (1(e),0), -, (u(e), Klue)

Niech p(e) oznacza taka liczbe naturalna, ze

{mﬂ)mﬁynwm¢m»4men(Lmnynw@@%mwn(maﬁm@m}

Wtedy zachodza nieréwnosci

'2: E:amn>“§;adﬂ S‘ 53 (iiamﬁﬂ -

m=p(e)+1 n=0

n(e)  k(m) p(€) n(e) 00
Z ( Z am,n) - Zao(j) + Z < Z am,n) + Z Ao (5) <
m=0 n=0 j=0 =0 n=k(m)+1 j=pe)+1
00 00 p(e) w(e) oo 00
< Z <Z ‘am,n|>+ Z ‘aa(j)|+z < Z ‘am,n|>+ Z |ae()| <
m=p(e)+1 n=0 j=r(e)+1 m=0  n=k(m)+1 J=p(e)+1

<4ttt
4 4 4 4

Poniewaz ¢ oznacza dowolna liczbe dodatnia, wiec zachodzi réwnos¢

jii <j§iamun) =:i§ia00).
m=0 n=0 Jj=0
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W ten sposob zakoriczyliémy omawianie zmian kolejnosci sumowania szeregéw pod-
wojnych. Twierdzenie to przyda sie nam do wykazania, ze zlozenie funkcji analitycz-
nych jest funkcja analityczna.

Zaczniemy od definicji funkcji analitycznej.

Definicja 13.2 (funkcji analitycznej)
Funkcje f okreslona na otoczeniu punktu p nazywamy analityczna w punkcie p

wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (a,) taki, ze dla pewnej liczby r > 0 réwnosé
oo
x) = Zan(az —p)™ zachodzi dla kazdego x, dla ktérego |z — p| < r. Jedli funkcja

f jest analityczna w kazdym punkcie zbioru A, to méwimy, ze jest analityczna w

zbiorze A. R

Przyklad 13.1 Kazdy wielomian jest funkcja analityczng w R a nawet w C.

Niech w(z Zan:c , ag # 0. Przyjmujac a, = 0 dla n > d mozemy napisaé

= Zanx”. Wobec tego

n=0
Zan T — p+p Zza” :U p prT J = Zza” pN—j -
n=035=0 n=035=0
=3 (b = X[ (- =
Jj=0n=0 Jj=0 n=0
d d . . d (3) .
=> [Zan (?)P”‘J] (x—py = “E(x—p).
Jj=0 n=j j=0

Podalismy dowdd bezposredni, ale oczywiscie ten wzér wynika tez z wzoru Lagrange’a

a (k+ 1)-a reszte we wzorze Taylora. B
Twierdzenie 13.3 (o analitycznosci sumy szeregu potegowego)
Jesli f Zan x —p)" dla kazdego x, dla ktérego |z — p| < r, gdzie r > 0
ilg—pl<r, to dla kazdego x takiego, ze |z — q| <r — |p — q| zachodzi réwnosé

> (n)
x) _ Zf n!(Q) (:c . q>n,
n=0

zatem funkcja f jest analityczna w kole o srodku p i promieniu r.

Dowdéd. 7 twierdzenia o pochodnej szeregu potegowego wynika, ze

F9(q) Znn_l o (n—j 4 Danlg— pny_zj Jan(q —p)"7.
n=j
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Mozemy wiec napisac, ze

=Zan(a¢— Zan:c—q+q p)" Zanz (x—q)(qg—p)" =

n=0 n=0 j=0
o0 oo
=> any (})z—a)(a— p"J—ZZan (x—q)(qg—p)" =
n=0 j= 7=0n=0
> @
= (x—q) Zan )(g - p"”—ZfJ(Q)(fE—Q)
Jj=0 7=0

jesli tylko potraﬁmy uzasadni¢ zmiane kolejnosci sumowania. Kolejnos¢ sumowania
moze by¢ zmieniona, bowiem

ZZ\%\ Nz —aql’lg - p\”J—Z\anl [z —q|+ g —p|)" < o0,

n=035=0 n=0
bo |z —q|+|qg—p| < r. W istocie rzeczy korzystamy w tym miejscu jedynie z tego, ze
suma szeregu bezwzglednie zbieznego jest niezalezna od kolejnosci, w jakiej sumujemy

jego wyrazy.

Uwaga 12.4 Oczywiscie promien zbieznosci szeregu potegowego moze ulec zmianie.

Funkcja % jest analityczna w punkcie 1, bowiem

1% 1%
lz—1|<1
Lo S e 1
n=0 n=0

Jest tez analityczna w dowolnym punkcie p # 0, bowiem
o0

1 1 _1 p ac _ ="
z T z—ptp p(1+z By T Z - g (2= )"
n=0
Bez trudu stwierdzamy, ze promien zbleznoscn réwny jest w tym przypadku |p|, jasne

jest wiec, ze przechodzac od 1 do % zmniejszamy promien, a przechodzac od 1 do %
— zwiekszamy. To ostatnie stwierdzenie wynika z zachowania sie tej akurat funkc;ji,

oczywiscie w innych przypadkach moze by¢ inaczej. B

Twierdzenie 13.5 (0 analitycznosci zlozenia funkcji analitycznych)
Jedli funkcja f jest analityczna w punkcie p a funkcja g jest analityczna w punkcie

f(p), to zlozenie tych funkcji jest analityczne w punkcie p.

Dowéd. Zalézmy, ze f(x Zan (x —p)™, jesli |x —p| < r ir >0 oraz
n=0

= an ly — f(p)]n, jesli |y — f(p)| < p, p > 0. Poniewaz funkcja zdefi-

niowana szeregiem potegowym jest ciagla i szereg potegowy jest wewnatrz swego

przedziatu (kota) zbieznosci jest zbiezny bezwzglednie, wiec istnieje liczba dodatnia
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o
ro < r taka, ze jeSli |z — p| < 79, to Z lan| - |x — p|™ < p. Wynika stad, ze

n=1
oo .
j . . . . . 7’ . 7 7
E |bj|< g lan| - |z — p\”) < 00, dzigki czemu mozemy zmieniaé¢ kolejnosé sumowa-
7=0 n=1
nia dowolnie. Z twierdzenia o mnozeniu szeregéw wynika, ze mozna szereg potegowy

podnies¢ do dowolnej naturalnej potegi. W wyniku otrzymujemy szereg potegowy.
oo . oo
j
Niech (Z L p)”) = Zaj’n(m — p)™. Z nieréwnodci tréjkata wynika, ze
n=1 n=j

prawdziwa jest nieréwnosé Z|ajv"‘ e —p|" < <Z lan| - |z — p|”> . Wobec tego

n=j n=1

oo oo

w szeregu podwojnym E b; E a; n(z —p)" mozna zmienia¢ kolejnos¢ wyrazéw do-
j=0 n=j

wolnie nie wptywajac na jego zbiezno$¢ ani sume. Mamy wiec

Db ajn(z—p)" =D bjaju(z—p)".
i=0  n=j

n=0;=0
Dowdd zostat zakonczony. B
Nastepne twierdzenie, ktérym sie zajmiemy zwykle nie jest dowodzone w ra-
mach wyktadu z analizy na pierwszym roku i studenci poznaja je na wyktadzie z
funkcji analitycznych z zupelnie innym dowodem niz pochodzacy od Cauchy’ego,

ktéry przedstawimy za chwile.

Twierdzenie 13.6 (o analitycznosci funkcji odwrotnej)

Jedli funkcja f jest analityczna w punkcie p i f'(p) # 0, to po ograniczeniu jej
dziedziny do dostatecznie malego otoczenia punktu p otrzymujemy funkcje rézno-
wartosciowa, ktérej funkcja odwrotna jest analityczna.

Dowdéd. Poniewaz funkcje: T' przypisujaca liczbie y liczbe y — f(p) i funkcja S
przypisujaca liczbie x liczbe x+p sa analityczne i odwrotne do nich tez, wiec mozemy
zajac sie istnieniem funkcji odwrotnej do funkcji g := TofoS. Jesli zdotamy wykazac,
ze to zlozenie ma funkcje odwrotna, to bedziemy mogli napisaé¢, ze prawdziwy jest
wzér f~1=So(TofoS) !oT, wiec na mocy poprzedniego twierdzenia funkcja

f~! okaze sie by¢ funkcja analityczna. Oczywiscie g(0) = T o f o S(0) = 0. Niech

g(x) = To foS(x) = Zanx".* Oczywiscie a3 = ¢’(0) = f'(p) # 0. Chcemy
n=1

udowodnié, ze funkcja g~! jest analityczna w punkcie 0.

*Na wyktadzie wykazatem, ze mozna ograniczy¢ si¢ do przypadku a;=1, ale tu z tego nie korzystam.
W tym przypadku byloby b;=1.



Funkcje analityczne Michat Krych

oo
Zatézmy, ze g~ (z) = anx" dla dostatecznie malych |z|. Udowodnimy, Ze ta
n=1
réwnos¢ wyznacza liczby by, bo,.... Wynika z niej i z twierdzenia o zlozeniu funkcji

analitycznych, ze w pewnym otoczeniu 0 spelniona jest réwnosc

= a3 (b1 + boa® + -+ ) + ag(bra + boa® + - )2 + ag(bra + bga? 4+ ) + -
Zmieniajac kolejnos¢ sumowania otrzymujemy:
T =aibjz+ [albg + agbﬂxQ + [albg + 2a9b1by + agbﬂm?’ +
+[a1bs + 2asb1bs + azb3 + 3azbibs + agbi|at + - - -.

Wynika z tej réwnosci, ze
by = —;

1
bg = —a—l [agbﬂ ;

1
by = - [2a2b1bs + asb?] ;
1

by = —ail [2a5b1b3 + azb3 + 3azbibs + asbi]

Widzimy wiec, ze udaje sie obliczy¢ kolejno b1, bs,... Wobec tego mozliwe jest
napisanie wzoru na funkcje odwrotna w postaci szeregu potegowego, co nieomal
koniczy dowdd. Pozostaje jednak kwestia zbieznosci otrzymanego szeregu. Teoretycz-
nie mogloby sie zdarzy¢, ze promien zbieznosci otrzymanego szeregu réwny jest 0.

Zajmiemy sie teraz opisanym problemem. Poniewaz promien zbieznosci szeregu
> anx™ jest dodatni, wiec istnieje liczba ¢ > 0, dla ktérej szereg > a,c™ jest zbiezny
bezwzglednie. Wobec tego nh—{go anc” = 0, zatem ciag (anc”) jest ograniczony. Ozna-
cza to, ze istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi
nieréwnos¢ |a,c"| < M, zatem |a,| < Mc™". Zdefiniujemy pomocnicza funkcje
analityczna h(x) = |ay|lz — Mc 222 — Mc™323 — -+ .. Znajdujemy wspdtezynniki
dy,ds, ... szeregu Maclaurina funkcji h~!. Wyrazi¢ je mozna za pomoca tych sa-
mych wzoréw, ktére otrzymalismy w przypadku wspélczynnikéw funkcji ¢~ ! z tym
tylko, ze liczby a1, as, as, . .. zastepujemy kolejno liczbami |a1|, —Mc™2, —Mc™3,. ...
Mamy wiec
di = = > |b],

— Taal

= g [ = M) = gy (e8] > | = &[] = .

1 1
la1] la1]
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dy = = [ = 2Mc2dvdy — 2Me73d}] = (o [2Me2didy + 2Me3d}] >

Z ’ — é [2&21)1[)2 + agb:ﬂ’ = |b3| .
Analogicznie dy > |by| itd. (INDUKCJA!). Wynika stad, ze wystarczy wykazaé, ze
promien zbieznosci szeregu > d,z" jest dodatnil* Mamy

y=h(z) =|ai|lx — Mc22?> — Mc 323 — - = |ay|r — 11\4cc o = lalc® CQE;LCJFM:CZ) ;

czyli (Jar]c + M)z? — (cy + a1¢®)z + 2y = 0. Otrzymane réwnanie kwadratowe roz-
wiazujemy bez trudu:

r = m [(cy + la1]c®) £ 1/(cy + |a1]|c?)? — 4c?y(Jai|c + M)] :
Poniewaz h(0) = 0, wiec réwniez h~!(0) = 0. Oznacza to, ze

# = sty | (v + laale?) = (ey + |22 = 42y (fale + M)

Wyraziliémy x jako funkcje zmiennej y i to funkcje analityczna, bowiem zlozenie

funkcji analitycznych, suma i réznica funkcji analitycznych sa funkcjami analitycz-

nymi, wielomian jest funkcja analityczna, pierwiastek kwadratowy tez, bo jesli ¢ > 0,

e e £ () (5

— skorzystaliSmy z szeregu dwumianowego Newtona, promieniem zbieznosci otrzy-
manego szeregu potegowego jest liczba |q| .Dowdd zostal zakonczony. W

Z udowodnionych twierdzen wynika od razu, ze funkcje analityczne w ustalonym
punkcie tworza zbiér zamkniety ze wzgledu na dodawanie, odejmowanie, mnozenie i
dzielenie przez te, ktére nie przyjmuja wartosci 0. Mozna je tez skladac¢ i odwracac.
Wyjasnia to, dlaczego praktycznie wszystkie, ktorymi sie zajmujemy, sa analityczne,
czasem 7z wyjatkiem nielicznych punktéw, jak np. funkcja x'?|z|, ktéra nie jest anali-
tyczna w punkcie 0. Bardziej ambitny przyklad to funkcja zdefiniowana réwnosciami
f(x)y=0dla <0 i f(zr)=eY* dla z > 0. Ta funkcja jest nieskoiiczenie wiele
razy rézniczkowalna. Mamy f(™(0) =0 dla n = 1,2,.... Gdyby byla analityczna w
punkcie 0, to zachodzitaby rownosé f(x) =0+ %x + g—?.rz +--- =0 dla dostatecznie

malych |z|, ale tak nie jest dla zadnego = > 0.

Twierdzenie 13.7 (Zasada identycznosci)
Jedli funkcje analityczne f i g pokrywaja sie w punktach zbioru, ktéry ma punkt
skupienia p, to pokrywaja sie w pewnym otoczeniu punktu p.

Dowéd. Niech f(z,) = g(z,), lim z, = p i n # m = =z, # x,,. Zalézmy,

e zbieznosci szeregu o wigkszych, nieujemnych wyrazach wynika zbieznos$¢ szeregu o mniejszych
nieujemnych wyrazach.
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ze f(x) = Zan(a: —p)"1igx) = an(:c —p)", gdy |z| jest dostatecznie mala
n=0 n=0

liczba. Mamy a9 = f(p) = lim f(z,) = lim g(x,) = g(p) = by. Wobec tego dla
kazdego j zachodzi réwnosé Zan (x; —p)" ! = an(mj —p)"~1 — otrzymujemy
n=1 n=1

ja dzielac réwnosé¢ f(z) — ap = g(x) — by stronami przez x; — p. Z tej réwnodci

oo o0
i ciagtosci funkcji analitycznych Zan(a:j —p)n 1 an(:cj — p)" ! wynika, ze
n=1

n=1
o0 o
a; = jli)rgOZan(:Uj —p)"t = an(:cj — p)"~! = b;. To rozumowanie indukcyjne
=1 n=1

mozna kontynuowac¢. W rezultacie réwnosé¢ a,, = b, ma miejsce dla wszystkich liczb
oo

naturalnych n, co dowodzi, ze w calym przedziale zbieznosci szeregu E an(z; —p)"
n=0

zachodzi réwnos$¢ f(z) = g(z). B

Przyklad 13.2  Tangens jest funkcja analityczna we wszystkich punktach x,

1
Ccos T

w ktorych cosx # 0. Wynika to z tego, ze tgx = sinx - . Funkcje sinus i kosi-

nus sa analityczne w calej prostej (w calej ptaszczyznie), bo promienie zbieznosci ich
szeregow Maclaurina sa rowne +oo. Funkcja % jest analityczna w kazdym punkcie
p # 0. Wynika stad, ze funkcja ﬁ jest ztozeniem funkcji analitycznych i wobec
tego tez jest analityczna. Wobec tego tangens jest iloczynem dwu funkcji analitycz-
nych, zatem jest funkcja analityczna. Podkreslic wypada, ze od tego stwierdzenia
do uzyskania rozwiniecia tangensa np. w szereg Maclaurina droga nie jest krotka.
Mozna natomiast wylicza¢ wspolczynniki tego rozwiniecia korzystajac z réwnosci
(tgz) =1+tg?z: jedli tgx = a1z +azz® +asax® +--- (0=ag=as =aq = ...,
bo tg(—x) = —tgx), to a; +3azxr?® +5asxt + - = 1+ (a12 + azx® +asz® + - )% =
=1+a22%+2a1a32* ++(2a1a5 + a3)x® + (2a1a7 + 2aza5)x® | co prowadzi do réwnosci

a; =1, 3a3 = a?, bas = 2a1a3, ... aznich mozemy kolejno obliczyé¢ ay,as,as,... R

o0
Zadanie. Zatézmy, ze f(x) = 2z + Zanx”, gdy |z| <r, r> 0. Wykazaé, ze
n=2

istnieje taka funkcja h analityczna w pewnym otoczeniu punktu 0, ze h(0) = 0,
R'(0) =11 2h(x) = h(f(x)) dla dostatecznie malych |z|.

Zachecam do zrobienia tego zadania, to niezbyt trudne ¢wiczenie, ktérego zro-
bienia powinno utatwi¢ rzeczywiste zrozumienie opisanej w dowodzie o analitycznosci
funkcji odwrotnej metody Cauchy’ego, a jednoczesnie fragment (maly) dosy¢ znanego

w niektérych kregach twierdzenia Henri Poincarégo.



