Ciagi i szeregi funkcyjne

ostatnia aktualizacja: 15 czerwca 2012, 18:42

Podobnie jak poprzednio wieszam tekst, nad ktéorym powinienem jeszcze po-
pracowac, wiec prosze o informacje o zauwazonych bledach. Przyklad funkcji ciaglej
nigdzie nierozniczkowalnej pojawi sie w niezbyt odleglej przysziosci na wykladzie, a

w notatkach juz jest.

Definicja 12.1 (zbieznoéci punktowej i jednostajnej.)
Niech f,:A — R (lub f,: A — C) bedzie ciagiem funkcji okreslonych na zbio-
rze A. Méwimy, ze ciag ten jest zbiezny punktowo do funkcji f:A — R (lub
f:A— C) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu x € A zachodzi réwnosé
Tl fule) = f(@) v VeeaVesoIVusilfule) - f@)] <,
piszemy wtedy f, — f.
Ciag (fn) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy
Ves03kVn>kVeealfn(z) — f(z)| <e.

Piszemy wtedy f, = f.
Szereg funkcyjny jest zbiezny punktowo, jesli jego ciag sum czesciowych jest zbiezny
punktowo. Analogicznie szereg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie, jesli jego ciag sum
czesciowych jest zbiezny jednostajnie. W

Ro6znica formalna polega na umiejscowieniu kwantyfikatora V,c4 . W jej rezul-
tacie w pierwszym przypadku liczba naturalna k moze zaleze¢ zaréwno od x jak i
od e, w przypadku zbieznosci jednostajnej liczba k zalezy jedynie od e. Oczywiscie
nalezy natychmiast rzecz poprze¢ przykladem.
Przykilad 12.1 Niech A =10,1], f.(z) = 2™. Mamy nli_)rréo fnlx) = nli_)H;O " =0
dla 0 <z <1 oraz nli_)n;() fa(l) = nli_)rr;@ 1" = 1. Zatem ciag (f,) jest zbiezny do
funkcji f zdefiniowanej wzorami f(z) =0 dla 0 <z <1 i f(1) = 1. Wykazemy,
ze ciag ten nie jest zbiezny jednostajnie do funkcji f. Gdyby byt to dla dostatecznie

duzych n i wszystkich « € [0, 1] musiataby zachodzi¢ nieréwno$¢ | f(z)— f(z)| < 3.

Mamy jednak fn<7\1/g> —f(" %) = % > % [ |
Jasne jest, ze jesli ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, to jest

rowniez zbiezny punktowo do tej samej funkcji f. Powyzszy przyklad pokazuje, ze

odwrotnie na ogdét nie jest.

Przyktad 12.2  Niech f,(z) =1+ {7 + :g—? + -+ 2. Wiemy od dawna, ze dla

n!

kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé

1



Ciagi i szeregi funkcyjne Michat Krych

. . 2 n
czyli ze ciag (f,) jest zbiezny punktowo na calej prostej do funkeji f, zdefiniowane;j
wzorem f(z) = e”. W istocie rzeczy wiemy nieco wiecej: zbieznosé ta jest jednostajna

na kazdym przedziale ograniczonym. Przypomnijmy bowiem, ze jesli n > 2a > 0

|x|n+k . |I|n+k71 ) ‘$| |;1;|n+k71 a |x|n+k71 ] l
oraz a > [z, 0 Gy = rEIDT Ak S oDl S GeproTy 3 - otad bez
trudu wnioskujemy, ze f2"T 1 e Mamy zatem
JEILy, (ntk) = 28 "l - y
n+1 n+2 n+k

}em_(1+%+§+'”+%)}:}(fzﬂ)!+(2+2)!+"'+W+"'|S

"1 1 1 _ a®
<Thtztotwto =9
Uzyskalidémy oszacowanie niezalezne od wyboru liczby z z przedzialu [—a,a|. Po-

niewaz nlLrgo ‘;LL—T,L =0, wiec ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na prze-
dziale [—a,a].

Ten sam dowdéd mozna przeprowadzié¢ traktujac réznice f(z)— f,(x) jako n—ta
reszte we wzorze Maclaurina dla funkcji f. Posta¢ Lagrange’a tej reszty pozwoli nam
uzyskaé tylko nieco gorsze oszacowanie niz uzyskane wyzej.

Na razie nie wypowiedzieliSmy sie na temat zbieznosci jednostajnej tego ciagu na
calej prostej lub cho¢by na pélprostej. Wykazemy, ze na tak duzych zbiorach ciag nie
jest jednostajnie zbiezny. Zat6zmy, ze jest jednostajnie zbiezny na pétprostej (—oo, b .
Istnieje wtedy tak duza liczba naturalna ny ze jesli n > ny, to |f(x) — fu(z)] < 1.
Niech n —1 > ni. Wtedy |f(z) — fo—1(z)| < 1 i |f(z) — fu(z)|] < 1, zatem
|25 = [ foma (@) = Fal@)] < [fuoa(2) = F(@)] + | £(@) = fulo)] < 2. W szezegélnosei
jest tak dla x = —n, jedli tylko n jest dostatecznie duza liczba naturalna. To jednak
jest niemozliwe, bowiem %:%%%% >n>2dlan>2. H

Koncéwka przeprowadzonego rozumowania przekonuje nas szybko o tym, ze jed-

nostajnie zbiezny ciag funkcyjny spelnia warunek Cauchy’ego:

Definicja 12.2 (Warunek Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci ciagu funkcyjnego)

v£>03nsvn>navkvmeD ‘fn—i—k(x) - fn(x)’ < €. (JWC)
Tutaj (fn) oznacza ciag funkcji okreslonych na zbiorze D. ®

Twierdzenie 12.3

Ciag funkcji (f,) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze D do funkcji f okreslonej na
D wtedy i tylko wtedy, gdy spehia j.w.C. ®

Dowdéd. Dowdd polega na zastosowaniu tego twierdzenia dla ciagéw liczbowych,
co jest latwe, tym nie mniej przeprowadzimy go. Zalézmy najpierw, ze ciag funkcyjny

(fn) jest zbiezny jednostajnie do funkcji f iniech € > 0. Jesli n, k sa dostatecznie
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duzymi liczbami naturalnymi, to dla kazdego punktu x € D zachodza nieréwnosci
Fal@) — F@)] < § 1 |fule) - fl@)| < 5, zatem
[fn(@) = fe(@)| < [fn(@) = f@)| 4+ |f(@) = fulz)| < <5+ 5 =¢,
zatem ze zbiezno$ci jednostajnej wynika jednostajny warunek Cauchy’ego.
Zatézmy teraz, ze ciag (f,) spehia jednostajny warunek Cauchy’ego. Niech
x € D. Poniewaz ciag ( fn(x)) spetnia warunek Cauchy’ego, wiec ma skonczona,
granice. Oznaczmy ja przez f(z). Mamy wiec nli_)rréo fu(z) = f(x). Zdefiniowalismy
wiec funkcje f na zbiorze D. Niech € > 0. Dla dostatecznie duzych n,k mamy
)= )] < 5, zatem &> § > lim [ (@) — fu@)| = |fale) — f(2)], co dowodsi

jednostajnej zbieznosci ciagu (f,,) na zbiorze D .Dowdd zostal zakoniczony. M

Twierdzenie 12.4 (Kryterium Weierstrassa zbieznosci szeregu funkcyjnego)
Jesli > fn jest szeregiem funkcji okreslonych na zbiorze D i istnieje szereg zbiezny
> ay, taki, ze dla kazdego = € D zachodzi nieréwnosé |f,(z)| < a,, to szereg > fy
jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D .
Dowéd. Wiynika to od razu z tego, ze dla szeregu zbieinego »_ a, spekliony jest
w.C. Z tego wynika od razu, ze dla kazdej liczby dodatniej €, dla dostatecznie duzych
n i wszystkich k zachodzi nier6wnos¢ a,4+1 + any2 + -+ + aptr < € 1 wobec tego
dla wszystkich x € D zachodzi nier6wnosé

[frr1 (@) + [ fr2 (@) + - + [ fogr()] <e,
a to oznacza, ze speliony jest j.w.C. Stad jednostajna zbieznosé szeregu > f,, na

zbiorze D wynika od razu. W

Twierdzenie 12.5 (o jednostajnej zbieznoéci szeregu potegowego)

Szereg potegowy jest zbiezny jednostajnie na kazdym domknietym przedziale ogra-
niczonym, zawartym w przedziale zbieznosci.

Dowdd. Zaczniemy od czesci tatwiejszej. Niech r > 0 oznacza promien zbieznosci

szeregu Y a,z™ iniech [o, 3] C (—r, 7). Niech ¢ < r oznacza liczbe wickszq zaréwno

oo
od |a| jak iod |B]. Wobec tego |a,z™| < |an|c™ i jednoczesnie Z lan|c" < 400,
n=0

wobec tego szereg > a,x™ jest jednostajnie zbiezny na przedziale [, (]. Jak widaé
jest to po prostu powtérka dowodu zbieznosci (bezwzglednej) szeregu potegowego
wewnatrz przedziatu zbieznosci.

Pozostal przypadek zwiazany z twierdzeniem Abela o ciaglosci szeregu potego-
wego w koncu przedziatu zbieznosci. Dla uproszczenia oznaczen zalozymy, ze promien
zbieznosci szeregu potegowego réwny jest 1 oraz ze szereg Y a, jest zbiezny. Przy

tych zalozeniach wykazemy, ze szereg Y a,x” jest zbiezny jednostajnie na przedziale
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[0, 1] . Wszystkie przypadki mozna sprowadzi¢ do tego jednego.
Przyjmijmy s, 1 = an41 + @nt2 + -+ - + ap4r . Mamy wtedy
12"+ ap 0™+ F a2t =
= 8p 12"+ (Sp2 — Sn1)T" P2 4+ 4 (S — Snp_1)z" TR =
= (1= 2)(spa2™ " + 502" 2+ -+ 5y g2 TR 45 g2 TR
Niech ¢ > 0 bedzie dowolna liczba. Szereg > a, jest zbiezny, wiec spelia warunek
Cauchy’ego, wiec dla dostatecznie duzych n i dowolnych £ zachodza nieréwnosci
|Snt1] < €, [Snt2| <&, ..., |Sntr| < e. Stad, z tego, ze 0 < x <1 iz poprzednich
réwnosci wynika, ze |sn7kx”+k| < € oraz
)(1 — @) (snax" T+ sppa™ T2 4 4 sn,kflw”““‘l)‘ <
<e(l—a)(a" T 4 a2 4 gt =
=g(z"t —2"tF) < ¢
i wobec tego ‘aon”H + Uy T2 -+an+kx”+k‘ < 2¢, co dowodzi jednostajnej

zbieznosci szeregu Y anz™ na przedziale [0,1]. W

Twierdzenie 12.6 (o jednostajnej zbieznosci szer. pot., przypadek zespolony)

Zaltézmy, ze r > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego »_ a,z"

oraz
ze szereg > anz{ jest zbiezny i |z9| = r. Niech K oznacza kat wypukly, ktérego
oba ramiona przecinaja wnetrze kota B(0,7) = {z: |z| < r}. Szereg > a,z" jest
jednostajnie zbiezny KN B(zg,d), gdzie § > 0 jest dostatecznie mala liczba dodatnia,
i B(20,0) ={2: |2 — 20| <d}.*
Dowdéd. Niech b, = a,z . Wtedy > anz" = > bn(%)n . Poniewaz szereg > a,z{
jest zbiezny, wiec szereg »_ b, jest zbiezny. Wykazemy, ze szereg > b,z" jest jed-
nostajnie zbiezny w kazdym ze zbioréw postaci B(1,6) N K;, gdzie t > 0 za$
Ky = {2z € C: |Imz| < t(1 —Rez) < 1}, o ile § jest dostatecznie mala liczba
dodatnia. Bedziemy pisa¢ z = x + yi zakltadajac, ze =,y € R, czyli ze x = Rez
oraz y = Imz.
Niech s, 1 = bpt1 + bpg2 + -+ bpyr . Mamy wtedy
412" by 02" 4 by 2" TR =
= 812" 4 (2 — 80.1)2" 2 4+ (Spk — Spp—1)2"TF =

= (1= 2)(8p12" T + 822" 2+ - 5y 12" TR 45, 12" TR
Niech ¢ > 0 bedzie dowolng liczba. Szereg > b, jest zbiezny, wiec spelia warunek
Cauchy’ego, wiec dla dostatecznie duzych n i dowolnych k zachodza nieréwnosci
lsn1] < €, |sn2] < €, ..., |snk| < €. Stad, z tego, ze |z| < 1 i z poprzednich

réwnoéci wynika, ze |sn7kz”+k| < € oraz

* B(20,0) jest kotem domknietym o $rodku zg i promieniu §>0.
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)(1 —2) (sn,lznle + sn,gznjL2 + -+ sn,k_lz"Jrk_l)‘ <

< el — 2| (J2fH o2 4 [ <

< el — 2] (JeH 4 22 ) :g|z’n+1|1 ;I <5|1 |zI < Me,

< M zachodzi dla pewnej licz-

|1—=|
1—|z|

by M > 0. Wobec tego ’bn+1z”+1 + byt 4 4 bn+kz"+k| < (14 M)e, co

dowodzi jednostajnej zbieznosci szeregu »_ b, z" w rozpatrywanym zbiorze, o ile w

jesli w rozpatrywanym zbiorze nieréwnosé

nim jest spelniona nieréwnosé % <M.

Wykazemy teraz, ze ta nierownos¢ jest spetniona dla z € K N m . Przyj-
mijmy, ze k > 0, Hk_% =1- k++1 < x < 1 oraz |y < k(1 —x). Wtedy
2 +y? <22+ k21 -2)?= (K2 +1)2? - 2l<:2x + k%=

= (k* +1)[z - k§+1} + k2+1 < (B +1)[1- k2+1} + k2+1 =1
Mamy tez (z —1)% +y? < (1 + k?)(1 — z)?. Mozemy wiec napisaé

-z _ VE-1)24y? - /(z=1)2+y? (1+4/224y?) < 20-a)VIFR® _  2/IFR®
1—]z] — 1—\/x2—|—y2 — 1—x2—y? — 1-22—k2(1—=x)2 = 14+z—k2(1—=x) —
_ 2V1+k2 2\/@ — 9./ 2 _.

1+ k2

Dowdéd zostal zakonczony. W

Komentarz do dowodu. Zalézmy, ze 22 +y?> < 1it = % Jesli zachodzi
nierownosé
V-22+y? (-2 +y? | Jige ¢ -1 2
M > 1— \/a:2~|—y = 1-z2—y? T l4z—ty| > 2—tly — Tyl + lyl(2—t|yl]) >

to Mly| +1> 5= tly\ , wiec 2 — tly| > M|y|+1 , zatem

lyl _ 1 [o_ __2M _

s =t <py 2wl = am S2M =k
Wynika z tego, ze dla kazdej liczby M > 0 zbiér tych liczb z, dla ktérych |z] <1 i
|1—z]

< M jest zawarty w kacie o wierzchotku 1, ktérego ramiona przecinaja wnetrze

1—2]
kota jednostkowego i — jak to wynika z dowodu twierdzenia — zawiera taki kat.

Zadanie: Wykazaé, ze jesli dla pewnego z; wyrazy ciagu (a,z]) sa rzeczywiste
i tworza szereg o sumie +00 i |z1| jest promieniem zbieznosci szeregu > a,z", to

Jim | Sata)| =

Zadanie: Wykazaé, ze promienn zbieznosci szeregu potegowego Z % 22" jest réw-
n=1

ny 1 i ze zbiér tych liczb z € S, St = {2 € C: |z| = 1}, dla ktérych szereg ten

jest zbiezny jest gestym podzbiorem okregu S! oraz jego dopelnienie do S réwniez

jest geste w S'. Wywnioskowaé stad, ze suma tego szeregu nie jest ciagla w zadnym

punkcie okregu jednostkowego. M
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Przykiad 12.3 Mamy

1 |SL‘|<1

(arctgx)’ = 1752 1—22+2* 284+ ... = (x—%x?’—kémf’—%aﬂ—k---)/.

Wynika stad, ze jesli |z| <1, to

arctg x — (x—%xS—i—%x‘r’ 1 x’ 4 ) = arctg 0 — (O—%O3+%05—%07+-~-) =0.
Funkcja arctg jest ciagla na Calej prostej, w szczegolnosci w punkcie 1. Suma szeregu
T — %xg’ + %x5 1 27 +--- jest funkcja ciagla na przedziale [—1,1], bo obydwa szeregi
1-%-13+§-15—7-17+--- oraz (—1)—%.(—1)3+§-(—1)5—%-(—1)7+--- sa,
zbiezne (szereg x — %xg + %x5 1 27 + -+ jest rozbiezny poza przedzialem [—1,1]).
Wynika stad, ze

Z —arctgl = lim arctgz = lim (z—323+i2° 12"+ )=1—-3+1 -1+ -

4 rz—1~ rz—1—

Otrzymalismy wzor Leibniza, po ktérego lewej stronie jest 7 a po prawej szereg o

wymiernych wyrazach. Mozna by przypusci¢, ze mozna go wiec uzy¢ do znajdowania
przyblizen dziesietnych liczby 7, ale on akurat sie do tego nie nadaje, co wynika z

nieréwnosci

o <lf-0-3++ S <a

do ktorej udowodnienia goraco zachecam studentéw. B

Zadanie: Sprawdzi¢, ze arctg% + arctg% = 7 1 zastanowiC sig, jak mozna ,obli-

czac¢” m sprawniej niz za pomoca wzoru Leibniza, np. oszacowa¢ warto$¢ bezwzgledna,

Lo : Tl 1 1 _ 1 : T 1_ 1 1,1 1 1
roznicy miedzy 7 i 5—5;+35—gp orazmiedzy T 1 5—5;+t 15035 51T B

Twierdzenie 12.7 (Abela — Dirichleta dla jednostajnej zbieznosci)
Zalézmy, ze funkcje f, i g,, n = 0,1,2,... sa okredlone na zbiorze D i ze dla
kazdego = € D ciag liczbowy (f,(x)) jest nierosnacy, f,(x) > 0. Jesli spelnione jest
jedno z dwoch zalozen:
(i) szereg > g, jest zbiezny jednostajnie na D a funkcja f; jest ograniczona,
(ii) sumy szeregu » g, sa ograniczone a ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny do
funkcji zerowej,
to szereg > fngn jest zbiezny jednostajnie na zbiorze D .
Dowéd. Ten dowdd to w zasadzie powtérka dowodu jednostajnej zbieznosci sze-
regu potegowego. Przyjmijmy, ze s,(z) = go(z) + g1(z) + -+ + gn(x) . Wtedy
| a1 () gni1 (@) + far2(@)gnra(@) + - 4 fark(@)gnir(z)| <
< |[fur1(@) = frara(@)] [sn41(2) = 50 (2)] | + | [frr2(2) = fara(@)] [sn2(z) — s (@)] | +
+ A | frrh—1(2) = frgk (@)] [sntn—1(2) = 50 (2)]| + | frg (@) [snsk(@) — sn(2)]|
Jesli spelione jest ktéres z zalozen (i), (ii) to |fnt+1 — fot2llSn+1 — sn\ = 0,
SUp frk(2)]8n4k(2) — sn(2)[ 3 0 i

k,x
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| [frt1 (@)= Far2(2)] [sn41(2) =50(2)] || [frr2(@) = fuys(@)] [snt2(@) —sn(@)] [+
| [frth=1(2) = frgr(@)] [snh—1(2) = 50 ()] | + | frg (@) [snk(@) — sn(2)]| <
< (Ifat1(@) = fas2(@)| + [ fara(@) = faga(@)| + -+

H forb-1(2) = frin(@)]) - suplspii(2) = 50 (@) + [ fasr (@) [sn4x(2) = s0(2)]]| =

iz

= (|fn+1(l‘) - fn+k(=’17)|) sup; [Sp44| + ‘fnJrk(x) [SnJrk(x) - Sn(m‘)} | =0

Oczywiscie ostatnia réwnos$é to jedyne miejsce, w ktorym wykorzystywana jest mo-
notonicznosé ciagu (f,). Dowdd zostal zakonczony. B

Twierdzenie to w jawny sposéb nie pojawito sie do tej pory na wykladzie, stanowi

ono niezla podstawe do zadania pytania na egzaminie ustnym: tatwe uogolnienie

twierdzenia Abela — Dirichleta na przypadek szeregu funkcyjnego.

Twierdzenie 12.8 (o jednostajnej zbieznosci ciagu funkcji monotonicznych)

Jedli funkcje f,,, n =0,1,2,... sa monotoniczne, ciag (f,) jest zbiezny punktowo
do funkcji ciaglej [ na przedziale domknietym (zbiorze zwartym, tj. takim, ze z
kazdego ciagu punktow tego zbioru mozna wybraé podciag zbiezny do granicy bedacej

elementem tego zbioru), to ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie.

Dowéd. Zalézmy, ze € > 0. Poniewaz funkcja f jest ciagla na przedziale do-
mknietym, wiec jest ciagla jednostajnie. Istnieje wiec liczba § > 0 taka, ze jesli
|z —y| <6, to |f(x) — f(y)| < §. Niech punkty zo < 21 < ... < zx_1 < 7} beda
tak wybrane, ze x; — x;_1 < §, o jest lewym konicem dziedziny funkcji f, a xp
— prawym. Poniewaz ciag (f,) jest zbiezny punktowo do funkcji f, wiec dla dosta-
tecznie duzych n zachodzi k+1 nieréwnosci |fn(x;) — f(zs)| < §,i=0,1,2,...,k.
Bez straty ogoélnosci mozna zalozy¢, ze funkcje f1, fo, ...sa nlemalejace: w ciagu
(frn) musi wystapié¢ nieskonczenie wiele funkeji niemalejacych lub nieskoniczenie wiele
funkcji nierosnacych, wystarczy oczywiscie rozpatrywac¢ jeden z tych przypadkéw.
Funkcja graniczna f musi réwniez by¢ niemalejaca. Jedli x jest dowolnym punktem
przedziatu [xg,xk], to dla pewnego i zachodzi nieréwno$é¢ z;; < z < x;. Wo-
bec tego f(zi—1) < f(x) < f(x;) oraz fn(zi—1) < fo(z) < fo(z;). Zachodza tez
nieréwnosci f(w;—1) — § < fu(wi—1) oraz fn(z;) < f(x;) + §. Stad wynika, ze obie
liczby f(x) 1 fn(z) znajduja sie w przedziale (f(zi—1)—3, f(x:)+5) , wiec odleglosé
miedzy nimi jest mniejsza od jego dlugosci, ktéra jest mniejsza od liczby €. Dowdd

zostal zakonczony. M

Twierdzenie 12.9 (Dini’ego o jednost. zbiez. monotonicznego ciagu funkcji ciagtych)
Jedli ciag funkeji ciaglych (f,,) jest zbiezny punktowo do funkcji ciaglej f na prze-
dziale domknietym (zbiorze zwartym) i dla kazdego x ciag (f.(x)) jest monoto-
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niczny, to f, = f.

Dowdéd. Zalézmy, ze teza nie jest prawdziwa oraz ze ciag (f,) jest niemalejacy.
Niech D oznacza dziedzine rozpatrywanych funkcji. Istnieje wiec liczba € > 0 taka,
ze dla kazdego naturalnego n istnieje numer m > n oraz punkt z,,, dla ktérych
| frn(Tm) — f(zm)] > €. Poniewaz ciag (f,) jest niemalejacy, wiec dla kazdego x
zachodzi nieréwnosé¢ f,(z) < f(x). Wobec tego musi byé¢ speliona nieréwnosé
fm(zm) < flxy) —e. Z ciagu (z,,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny do granicy
p € D, bo dziedzina funkcji jest przedziatem domknietym (zbiorem zwartym). By nie
komplikowa¢ oznaczen przyjmijmy, ze ciag (z,,) jest zbiezny do p. Jesli j < m, to
mamy fj(zm) < fm(zm) < f(zm) —c. Stad i z ciaglosci funkeji f; w punkcie p wy-
nika, ze f;(p) = W%gnoo fi(zm) < n}iirlwf(xm) — ¢ = f(p) — €. Otrzymana nieréwnos¢

przeczy oczywiscie temu, ze lim f;(p) = f(p) .Dowdd zostal zakonczony. W
j—00

Twierdzenie 12.10 (o ciagloéci granicy jednostajnie zbieznego ciagu funkcyjnego)
Jedli f, = f iwszystkie funkcje fi, fo,...sa ciagte w punkcie p, to rowniez funkcja
f jest ciagta w punkcie p.

Dowod. Zatézmy, ze € > 0. Dla kazdej dostatecznie duzej liczby naturalnej n, dla
wszystkich o zachodzi nieréwnosé¢ |f,(z)—f(z)| < §. Wybierzmy jedna dostatecznie
duza liczbe naturalna n. Poniewaz funkcja f, jest ciagla w punkcie p, wiec istnieje

liczba 0 > 0 taka, ze jesli |z —p| < 6, to zachodzi |f,(x) — fn(p)| < €. Mamy wiec

@) = F®)] < 1f(@) = ful@)] + 1 fu(@) = Ja0)] + 1 fu®) = FO) < 5+ 5 + 5 =

Oznacza to, ze granica f jest ciagla w punkcie p.Dowdd zostal zakonczony. B
Nastepne twierdzenie rézni sie tym od poprzednich, ze zakladamy jednostajna
zbiezno$¢ ciggu pochodnych zamiast funkcji, bo inaczej nic sensownego wykazaé nie

mozna.

Twierdzenie 12.11 (o rézniczkowalnosci granicy ciagu funkcyjnego)

Jedli funkcje f1, fa, ...sa okreslone na przedziale ograniczonym I, rézniczkowalne
i fl =g, ciag (f.) jest zbiezny w punkcie p, to ciag (f,) jest jednostajnie zbiezny
do funkcji f i zachodzi réwnosé f’(x) = g(x) dla kazdego x € I.

Dowéd. Wykazemy najpierw, ze ciag (f,) jest zbiezny jednostajnie. Niech € > 0.

Istnieje n. takie, ze dla kazdych n,k > n. i dowolnego x zachodza nieréwnosci
(@) — fL@)] < 2 oraz |fu(p) — fi(p)| < . Wobec tego

| fo(@) = fr(@)| < | fal@) = fe(2) = (fulp) = fr(@)] + | fo(p) — fe(p)| =
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= |files) = filca)||z = p| + | fulp) — fu(p)| <e+e=2e.

Twierdzenie Lagrange’a zostalo tu zastosowane do funkcji f, — fx! Ciag ( fn) jest

wiec ciggiem Cauchy’ego, zatem jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f. Funk-
cja ta jest ciagla jako granica ciagu funkcji ciaglych zbieznego jednostajnie.

Wykazemy, ze f'(x) = g(x) dla kazdego x. Stosujac znéw twierdzenie La-

grange’a do réznicy f, — fr otrzymujemy dla dostatecznie duzych n i k£ nieréwnos¢

fn($+h)_fn(m) / f (w_f—h)_f (:L’) /
L gy - (LR )

Fatens) = 110 = (filens) - )| <
— bowiem dla dostatecznie duzych n,k i dowolnego t zachodzi nieréwnos¢

[fa®) = £L(0)] < 5.

ktora stosujemy w przypadku ¢ = ¢, oraz t = x. Poniewaz klim fe(t) = f(t) i
—00
klim fu(t) = g(t), wiec dla dostatecznie duzego n wszystkich x € I i wszystkich

takich h, ze x + h € I, zachodzi nieréwnosé

fnm+h _fnx fI—i—h _fx

@A =Tl gy - (LEIRZTD ) <
h h

Dla ustalonego, dostatecznie duzego m i ustalonego x istnieje 6 > 0 taka, ze

fo(z +h) = fu(z) '
h _fn(x)

0<|h|<6:>’f(x+h]z_f(m)—g(:r)

B —
Oznacza to, ze g(x) = }lbin% fl+ i)z /(@) , a to oznacza, ze g(x) = f'(z). Dow6d

0<|hl<d= < g, jesli tylko x+h € I. Stad wynika, ze

< 2¢ dla tego ustalonego z, jesli x+h e I.

zostat zakonczony. W
Wykazemy jeszcze jedno twierdzenie mowiace o istnieniu podciagéw zbieznych

jednostajnie.

Definicja 12.12 (zbioru zwartego.)

1. Zbiér K C IR¥ nazywany jest zwartym, jesli z kazdego ciagu (z,) punktéw
zbioru K mozna wybraé¢ podciag (x,,) zbiezny do granicy g € K .

2. Zbiér F zlozony z funkcji ciagltych okreslonych na zbiorze K nazywamy zwartym
wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego ciagu (f,,) funkcji ze zbioru F mozna wybraé
podciag (fn,) zbiezny jednostajnie do funkcji g€ F. ®
7 twierdzenia Bolzano-Weierstrassa wynika, ze kazdy przedzial domkniety jest

zbiorem zwartym. Przedziat [0,2) zwarty nie jest bowiem lim 2 — % =2¢10,2),

wiec wszystkie podciagi ciagu (2 — %) sa zbiezne do liczby 2, wiec ich wspdlna gra-

nica, czyli liczba 2, znajduje sie poza [0,2). Prosta IR nie jest zbiorem zwartym, bo-
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wiem z ciggu (n) nie mozna wybraé podciagu zbieznego do liczby rzeczywistej. Zbidr
Cantora C jest zwarty, bowiem z ciagu x, punktéw zbioru C, wiec ograniczonego
mozna wybraé¢ podciag zbiezny; granica tego podciagu musi leze¢ w przedziale [0, 1],
bo wszystkie wyrazy znajduja sie w tym przedziale; nie moze sie znalez¢ ona w prze-

dziale (3,2), bo w tym przedziale otwartym w ogéle nie ma wyrazéw ciagu (z,);
12 7 §) .
979 918/
proces wykluczania przedzialéw, w ktorych granica moglaby sie znalez¢, mozna konty-

analogicznie nie moze znalez¢ sie ona w przedziale (3, %), ani w przedziale (
nuowaé; wobec tego moze ona znalez¢ sie jedynie w zbiorze Cantora. Te rozumowania
mozna latwo uogdélni¢ i otrzymacé nastepujaca charakteryzacje podzbioréw zwartych

proste;j:

Twierdzenie 12.13 (o zwartych podzbiorach prostej)

Zbiér K C IR jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest on ograniczony (tzn.
istnieje liczba d > 0 taka, ze |x| < d dla kazdego = € K ) i domkniety (tzn. jesli
T, € K1 lim z,=g€R,to g€ K).

n—0o0
Dowodd. Zatézmy najpierw, ze zbior K jest zwarty. Jesli zbiér K nie jest ogra-
niczony, to dla kazdej liczby naturalnej n istnieje x, € K takie, ze |z,| > n. Z
ciagu (z,) nie mozna oczywiscie wybra¢ podciagu ograniczonego, wiec zbieznego do
granicy skonczonej. Jesli zbiér K nie jest domkniety, to zawiera ciag (x,), ktérego
granica g znajduje sie poza K . Wszystkie podciagi ciagu (z,) sa wiec zbiezne go
g ¢ K. Dowodzi to, ze zbiér zwarty K C IR jest domkniety i ograniczony.

Teraz zalézmy, ze zbiér K jest domkniety i ograniczony i ze wyrazy ciagu ()
sa jego elementami. Z wyrazéw ciagu ograniczonego (x,) mozna wybraé¢ podciag
zbiezny (z,,) (twierdzenie Bolzano—Weierstrassa). Jego granica musi si¢ znajdowaé
w zbiorze K , bowiem zbiér ten jest z zalozenia domkniety, a wyrazy ciagu (z,, ) sa

elementami K . Wobec tego zbior K jest zwarty. M

Jesli x = (z1,2,...,25) € RF | to definiujemy ||x|| = /22 + 23 +--- + 22 . Bez
trudu mozna sprawdzié¢, ze ||x|| =0 < x =0 = (0,0,...,0), |tx|| = [¢| - ||x]|| dla
kazdego t € R, i [|[x +y| < ||| + |ly|l dla dowolnych x,y € R¥. Liczbe ||x — y]|
nazywaé bedziemy odlegloscia punktéw x,y. Liczba ||x|| = ||x — 0] to odleglosé
punktu x od punktu 0, nazywaé ja bedziemy norma punktu x. Norma, o ktorej
tu mowimy jest jedna z kilku uzywanych w analizie. Odleglo$¢ zdefiniowana z jej

pomoca to ,zwykta” odleglosé (w przypadku k= 1,2,3).

Definicja 12.14 (zbiorc')w otwartych i domknietych w Rk)
1. Zbiér G C R* nazywamy otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
punktu p € G istnieje liczba r > 0 taka, ze jesli ||x —p|| <r,to x€G.
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2. Zbiér F C R*¥ nazywamy domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy z tego, ze
Pn € F oraz lim p, =p wynika, ze pc F'. R
n—oo

Niech B(p,r) = {x € R¥: ||x—p]|| <r}.Zbiér ten nazywany jest kula otwarta
o $rodku p i promieniu r. Wykazemy, ze jest to zbiér otwarty. Niech q € B(p,r)
i niech o = r —||q — p|| > 0. Z nieréwnosci ||x — q|| < ¢ i nieréwnosci tréjkata
wynika nastepna: ||z —p|| < ||x—q|]|+|la—p|| < e+ ||]g —p|| = r, a to ozna-
cza, ze X € B(p,r), co konczy dowdd otwartosci kuli otwartej B(p,r). Czytelnik
udowodni bez trudu, ze przedzial otwarty jest otwartym podzbiorem prostej, na-
tomiast odcinek bez koncow nie jest otwartym podzbiorem plaszczyzny, ani prze-
strzeni trojwymiarowej. Oczywiscie zbiér pusty jest otwarty i jednoczesnie domkniety.
Ta sama wlasnoéé przystuguje calej przestrzeni R¥. Odcinek domkniety, prosta to
przyklady zbioréw domknietych. Kazdy zbiér skonczony jest domkniety. Dopetnienie

zbioru domknietego jest zbiorem otwartym i odwrotnie.

Zadanie: Wykazaé, ze otwarty podzbiér prostej jest suma przeliczalnej lub skon-

czonej rodziny przedzialéw parami rozlacznych.*

Definicja 12.15 (zbioru ograniczonego)
Zbiér A C R* nazywamy ograniczonym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba d > 0
taka, ze jesli x € A, to ||x[| <d. W

Zbiory zwarte w przestrzenie R* mozna latwo scharakteryzowac.

Twierdzenie 12.16 (o zwartych podzbiorach przestrzeni R¥)

Zbiér K C R* jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy K jest domkniety i ograniczony.
Dowéd. Przeprowadzimy dowdéd w przypadku k£ = 2. Udowodnimy, ze jesli K jest
zwarty, to jest ograniczony. Zalézmy, ze tak nie jest. Dla kazdej liczby naturalnej n
istnieje wtedy punkt p, € K taki, ze ||p,| > n. Zalézmy, ze udatlo nam sie wybra¢

podciag (pn,) ciagu (pn) zbiezny do punktu p € K. Mamy wiec lim |[p,, —p|[ =0
j—o0

oraz n; < |Pn,|| < [|Pn, — Pl + Pl = |lpll, co jest niemozliwe, bo jlirgonj = 00.
Teraz wykazemy, ze K jest zbiorem domknietym. Zalézmy, ze tak nie jest. Istnieje
wtedy ciag (pn) taki, ze nlirgo Pn = P, Pn € K dla kazdego n, ale p ¢ K.
Wtedy jednak wszystkie podciagi ciagu (p,) sa zbiezne do p ¢ K wbrew temu, ze
z podciagu (p,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny do elementu zbioru K .

Zalt6zmy teraz, ze zbiér K jest domkniety i ograniczony. Wykazemy, ze jest on
zwarty. Niech (p,) bedzie ciagiem punktéw zbioru K . Niech d bedzie taka liczba,
ze ||x|| < d dla kazdego x € K. Niech p,, = (z,yn). Mamy |z,| < /22 +y2 =

To twierdzenie nie ma odpowiednika na plaszczyznie, ani w przestrzeni tréjwymiarowe;j.
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=||pn|| < d. Analogicznie |y,| < d. Z twierdzenia Bolzano—Weierstrassa wynika,

ze z ciagu (v,) mozna wybra¢ podciag zbiezny (z,,). Niech z = lim z,,, . Ciag
j—o0

(Yn;) jest ograniczony, wiec mozna zen wybra¢ podciag zbiezny, np. (yn, ). Niech
Yy = n}iinooy”jm . Poniewaz podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy
co ciag, wiec T = n}EIlwxnjm. Wynika stad, ze p := (z,y) = mh—1>noop"jm' Mamy
bowiem ||p — pyn, || < <|lz =25, |+ |y — yn,, | mo. Punkt p jest granica
ciagu punktoéw ze zbioru domknietego K , wiec p € K, co konczy dowdd zwartosci
zbioru K. H

Twierdzenie to w takiej dostownie wersji nie jest prawdziwe w przypadku zbio-

réw, ktorych elementami sa funkcja ciagle. Niech bowiem F = {f,,: n=1,2,3,...},

fn(x) = sin (Q”x). Jasne jest, ze jesli n # k, to sup |f,(x) — fr(x)| > 1, zatem z
rzeK

ciagu (f,) nie mozna wybra¢ podciagu zbieznego jednostajnie.

Trzeba je nieco poprawic, ale zaczniemy od prostego twierdzenia

Lemat 12.17 (o oérodkowosci zbioru zwartego)

Jesdli K jest zbiorem zwartym, to istnieje zbiér przeliczalny lub skoniczony P C K
taki, ze dla kazdej liczby 6 > 0 i kazdego x € K istnieje punkt y € P taki, ze
lz =yl <0.

Dowod. Zatézmy, ze A C K jest zbiorem §-rozdzielonym, tzn. ze jesli x,y € A
ix #vy,to|x—uyl > 3. Wtedy zbiér ma skoriczenie wiele elementéw. Gdyby
mial ich nieskonczenie wiele, to istnialby ciag (a,) taki, ze ||am, — an| > d, gdy
m # n, ale z takiego ciagu nie mozna wybra¢ podciagu zbieznego, bo podciag
zbiezny musialby spelnia¢ warunek Cauchy’ego. Niech P; bedzie maksymalnym zbio-
rem 1-rozdzielonym, P, — maksymalnym zbiorem %—rozdzielonym, P; — mak-

1

symalnym zbiorem 3 -rozdzielonym itd. Jedli © ¢ Py, to istnieje a € P taki, Ze

|z — al| < ¢, w innym przypadku mogliby$my dolaczy¢ x do zbioru Py i otrzymaé
wiekszy niz Pj zbidr %frozdzielony, wbrew temu, ze P, jest maksymalnym o tej
wlasnosci. Przyjmujemy P = |J._, P, . Jest jasne, ze zbiér ten spelia zadany wa-
runek. W

Komentarz Zbiér (przestrzen) X nazywany jest osrodkowym, jesli istnieje zbidr
skonczony lub przeliczalny P C X gesty w zbiorze X czyli taki, ze dla kazdej liczby
0 > 0. Mozna wiec udowodniony witasnie lemat sformutowaé tak: przestrzen zwarta

(metryczna) jest osrodkowa. W

Definicja 12.18 (jednakowej jednostajnej ciaglosci.)

Funkcje z rodziny F sa jednakowo jednostajnie ciagle wtedy i tylko wtedy, gdy dla
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kazdej liczby € > 0 istnieje liczba & > 0 taka, ze jesli |x1 — x2| < § to dla kazdej
funkcji f € F zachodzi nieréwnosé |f(z1) — f(x2)| <e. W

Liczba 0 dobrana do ¢ jest wiec taka sama dla wszystkich funkcji z rodziny F .
W przyktadzie poprzedzajacym definicje mamy do czynienia z rodzina funkcji, ktore
nie sa jednakowo jednostajnie ciagle, chociaz kazda z nich jest jednostajnie ciagla.
Wykazemy teraz twierdzenie charakteryzujace zbiory zwarte, ktorych elementami sa

funkcje ciagte okreslone na zbiorze zwartym K C IR (K C C).

Twierdzenie 12.19 (Arzeli-Ascoliego*)
Zbior F ziozony z funkcji ciaglych okreslonych na zbiorze zwartym K jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnoczesnie nastepujace warunki:

AAL1. istnieje liczba M > 0 taka, ze dla kazdego x € K i kazdej funkcji f € F
zachodzi nieréwnosé |f(x)| < M, czyli funkcje ze zbioru F sa wspdlnie
ograniczone;

AA2. funkcje z rodziny F sa jednakowo jednostajnie ciagte, tzn.

(Ve>0)(F5>0) (Vrer) (Vo mser) |21 — 22| <0 = [f(21) — f(22)| <&

AA3. rodzina F jest domknieta, tzn. jesli (V,,)fn, € F i f, = f na zbiorze K,
to feF.

Dowdd. Zatézmy, ze rodzina F jest zwarta oraz ze funkcje z F . nie sa wspodlnie
ograniczone. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wiec funkcja f,, € F taka, ze

sup |fn(z)| > n. Z ciagu (f,) nie mozna wybraé podciagu zbieznego jednostajnie do
zeK

funkcji ciaglej f, bo funkcja ciagta na zbiorze zwartym jest ograniczona (twierdzenie
Weierstrassa o osiaganiu kreséw), a z nieréwnosci |f,(z) — f(z)| < € wynika, ze

|fn(x)] < |f(x)] + €, zatem n = sup |fn(z)] < sup |f(z)| + €, co jest niemozliwe.
zeK reK

Wobec tego funkcje te musza, by¢ wspdlnie ograniczone.

Zaltézmy teraz, ze rodzina F nie jest domknieta, tzn. ze istnieje ciag (f,)
zbiezny jednostajnie do funkcji f ¢ F. Wtedy z ciagu f,, nie mozna wybraé pociagu
zbieznego jednostajnie do granicy nalezacej do F, bo wszystkie podciagi zbiezne
jednostajnie tego ciagu sa zbiezne jednostajnie do f ¢ F. Dowodzi to, ze rodzina
F musi by¢ domknieta. Te dwa fragmenty rozumowania niczym sie nie réznia od
dowodéw w twierdzeniu o podzbiorach zwartych proste;j.

Ostatnia rzecz, ktora nalezy wykazaé to jednakowa jednostajna ciaglosé¢ funkceji
z rodziny F . Zalézmy, ze funkcje z rodziny F nie sa jednakowo jednostajnie ciagle.

Oznacza to, ze istnieje liczba ¢ > 0 taka, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje

* Wg. mojej wiedzy kazdy z dwéch panéw udowodnit jedng implikacje.
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funkcja f, oraz punkty z,, y, takie, ze |x, — yn| < % i fn(xn) — fulyn)| > €.
Wybieramy podciag zbiezny z ciagu (x,). Nie zastepujemy z,, przez z,,, by nie
komplikowaé¢ oznaczen, ale w dalszym ciagu rozpatrywane sa odpowiednie podciagi
ciagu (y,) i ciagu (f). Ze zbieznosci ciagu (z,) do & € K wynika, ze réwniez
nl;n;@ yn = T . Wybieramy teraz podciag zbiezny jednostajnie z ciagu (f,) do funkcji
f € F.Znéw zachowujemy oznaczenia. Teraz mamy f,, = f, czyli sup|f, — f| = 0
oraz x, — &, Yy, — T . Mamy wiec

Jest to niemozliwe, zatem funkcje z rodziny F musza by¢ jednakowo jednostajnie

ciagte.

Zalozymy teraz, ze rodzina F spelnia warunki AA1, AA2i AA3. Niech f, € F.
Wykazemy, ze z ciagu (f,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny jednostajnie. Istnieje
zbidr przeliczalny P C K taki, ze kazdy punkt zbioru K jest granica pewnego ciagu
punktéw z P (P jest gesty w zbiorze K, w przypadku, gdy K jest przedzialem zbiér
P moze sie sktadaé np. ze wszystkich liczb wymiernych z tego przedziatu). Oznaczmy
elementy zbioru P przez pi, p2, ... Z ciagu ograniczonego ( fn (pl)) mozna wybrac
podciag zbiezny (f,(1,.,)(p1)), tzn. z ciagu (f,) mozna wybra¢ podciag (fo1,n)) W
taki sposéb, ze ciag (f,,(l’n) (pl)) jest zbiezny. Z ciggu (f,,(l,n)) mozna z kolei wy-
bra¢ podciag (f,(2,n)) taki, ze ciag (fg’n(pg)) jest zbiezny. Poniewaz podciag ciggu
zbieznego jest zbiezny, wiec ciag (f,(2,n)(p1)) jest zbiezny. Teraz z ciagu (fy(2,n)) Wy-
bieramy podciag (f,(3,n)) tak, by ciag (fy(37n) (pg)) byl zbiezny. Wobec tego zbiezne
sa ciagi (fu@n (1)) (fuen(@2)) s (fusn(ps)). Te procedure mozna kontynu-
owac, czyli z otrzymanego ciagu funkcji wybiera¢ podciag zbiezny w nastepnym
punkcie zbioru P. Teraz zajmiemy si¢ ciagiem f,(, n). Jego wyrazy, z wyjatkiem
pierwszych n—1 sa wyrazami, na ogél niekolejnymi, ciagu f,(n,1), fu(n,2), fu(n,3)s- - --
Wobec tego ciag (f,(nn)(p;)) jest zbiezny dla kazdego j € N. Udalo si¢ nam wiec wy-
bra¢ z ciagu (f,) podciag (fn.n), ktory jest zbiezny w kazdym punkcie zbioru gestego
P . Wykazemy, ze jest on zbiezny jednostajnie na zbiorze zwartym K . Niech ¢ ozna-
cza liczbe dodatnia. Istnieje wtedy 6 > 0 taka, ze jesli |[x—y| < d,to |f(z)—f(y)| <e
dla kazdej funkcji f € F . Istnieje liczba m , zalezna od § taka, ze dla kazdego punktu
r € K istnieje j(x) € {1,2,...,m} taka, Ze | — p;(;)| < 0. Istnieje tez liczba n.
taka, ze jesli k,1 > nc, to [fuk(pi) — foan(pi)l <e dla j €{1,2,...,m}. Mamy
zatem
| fot) (@) = foany (@) < L foim) (@) = foiem) @)+ [ foer) @) — foan @i@)] +

+ [ foa)(Pi) — foan(@)| < 3e.
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Wykazalismy wiec, ze jest spelniony jednostajny warunek Cauchy’ego, co oznacza,
ze ciag fp.n jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji f, ktéra ze wzgledu na
domknieto$¢ zbioru F jest jego elementem. Dowdd zwartosci rodziny F zostal

zakonczony. M

Przykilad 12.4  Pokazemy przyktad zbioru, ktéry spemia zalozenia twierdzenia
Arzeli-Ascoliego, przyktad jest wazny ze wzgledu na liczne zastosowania. Niech

F={f:[0,1] — R f jest ciagla, Y, | F(2)] < 13,V |£(2) — F(y)] < Tlo — g}
Wspdlna ograniczonosé i ciaglosc sa, czedciami definicji zbioru F . Jednakowa ciaglosc
wynika natychmiast z tego, ze mozna zdefiniowa¢ 6 = 5. W

Czytelnik zechce wykazaé, ze jesli f,(x) = a™, to funkcje fi, fa, f3,... nie sa

7

jednakowo ciagle na przedziale [0,1], na przedziale [O, g] sa jednakowo ciagle.

Przejdziemy teraz do bardzo uzytecznego z wielu przyczyn twierdzenia.

Twierdzenie 12.20 (Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglych wielomianami)
Dla kazdej liczby € > 0 i dla kazdej funkcji ciaglej F:[a,b] — R istnieje wielo-
mian W taki, ze |F(z) — W(x)| < e dla kazdego punktu z € [a,b], czyli kazda
funkcja ciagla na przedziale domknietym jest granica jednostajnie zbieznego ciagu
wielomianéw.

Dowdéd. (Bernstein). Istnieje wiele dowodéw tego twierdzenia. Wybieramy
ten, bo ma on swa oczywista geneze w twierdzeniu z rachunku prawdopodobienstwa
i jesli ktos do niego wtedy wroci, np. dlatego, ze bedzie on tam powtorzony przy okazji
prawa wielkich liczb, to bedzie mu latwiej pojaé¢, o co w tym wszystkim chodzi.

Wystarczy udowodnié twierdzenie w przypadku [a,b] = [0,1]. By sie z tym
pogodzi¢ wystarczy przyjac, ze t = $=2 f(t) = F(a+t(b—a)) = F(x) i analogicznie
w(t) = W(a+t(b—a)) = W(x). Jasne jest, ze wtedy |f(t) —w(t)| = |F(z) — W ()],
przy czym a < x < b wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <t < 1.

Niech b, (t) = Zf(%)(:)tk(l — t)"~* . Wielomian b, nazywany jest n-tym
k=0

wielomianem Bernsteina funkcji f. Wykazemy, ze jesli liczba n jest dostatecznie
duza, to przyjecie w(t) = b, (t) powoduje, ze dla kazdego t € [0,1] zachodzi nier6w-
nos¢ [f(t) —w(t)] = |f(t) = bu(t)] <e.

Zaczniemy od pomocniczych réwnosci.

zn: (Z)tk(l — )"k =1 (W1)

k=0
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zn: k(Z) th(1— )"k =t (W2)
k=0
Xn: (Z) 21—t =nn- D> +nt (W3)
k=0
Vs>0 | z:} Z) tk(l _ t)n—k < % _ t(15; t) < 47]152 (W4)
E_t]>6

Réwnosé (W1) wynika natychmiast z tego, ze 1= (¢t + (1 — t))n = (t*aQ —t)nF
Roéwnosé (W2) podobnie:

Zk tk 1 —t Zn: n— 1 tk 1 t)n—l—(k—l) _

n—1
1

=nty ("POtFA -t =nt(t+ (1-1)" =nt.
k=0
Kolej na (W3).

n

Zk@ R =) E = k(k — 1) () tR( ”’C+Zk¢ (1 — )"

k=2

n(n—1 t2z P21 — )2 (D) ot =

= n(n — 1)1&22 (") = )2 et = n(n — )2 (E+ (1= 1) +nt =

=n(n— 1)t +nt.
Teraz kolej na najwazniejsza z tych czterech réwnosci, zwana nieréwnoscia, Czeby-

szewa (w przypadku ogdlniejszym, na oméwienie ktérego tu nie ma miejsca).

n?62 3 (M- < Y (k—nt) (DA - <

’%—t|25 |;—t}25

<35 (1=t -

—Zk;2 )th(1—t)n —Qant ”k—i—Znt MR — )

= n(n — D2 +nt — 2022 + n2t2 =nt —nt? = nt(l — t)

7 otrzymanej nierownosci tatwo wynika, ze

_ <0 < ,
Z <k)t (1-1) —  n?%? n 2 T 4nd?

k
| & —t|>s
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Jestedmy gotowi do dowodu. Poniewaz f jest ciagla na przedziale domknietym,
wiec istnieje liczba § > 0, taka ze jedli [t —s| < 4, to |f(t) — f(s)| < §. Dzieki (W1)

mamy teraz

|f(£)=bu(t) ‘ Zf k(1) ’C‘ = ‘Z FEN (2 )tk(l—t)”_’f‘ <
< 2 !f(t)—f(ﬁ)l( A= E [0 - F(E)I (-t F <

|£—t]<s |;—t|26
<< Z (tF -t F+2Mm Z Yk < 2 +2ML:5+£
2 k 2 4nd2 2 2néd?
|§—t|<5 |§—t‘25

Jedli n > 2L to |f(t) — ba(t)] < 5+ 5 =e. Dowéd zostal zakoficzony. M

Krotki komentarz probabilistyczny.
Zatézmy, ze w Nibylandii (pozdrowienia od Piotrusia Pana) wyprodukowano monete
niecatkiem symetryczna: rzucajac nia otrzymujemy reszke z prawdopodobienstwem
t a druga strone z malo czytelna podobizna jakiego$ fruwajacego stworzenia —
z prawdopodobienstwem 1 — t. Prawdopodobienstwo uzyskania w n rzutach ta

moneta dokladnie k-reszek réwne jest wiec (})t"(1 — t)"~%. Wobec tego liczba
Zk tk 1 —t)"% = nt oznacza s$rednia liczbe reszek otrzymanych w k rzutach

ta moneta. Oczekujemy wiec, ze rzucajac ta moneta n razy otrzymamy nt, a ra-
czej okolo nt, reszek. Wzér (W4) wyjasnia, jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze
liczba rzutéw (k), w ktérych wypadla reszka bedzie réznié sie od oczekiwanej (nt )
o pewien ustalony procent liczby rzutéw lub bardziej, dlatego zajmujemy sie tam
réznica, ‘% —t| (nieréwnosé |§ —t| > 0 réwnowazna jest temu, ze |k —nt| > én, ta
ustalona czes¢ n to on ), prawdopodobienistwo to dazy do 0 — jest to tzw. stabe
prawo wielkich liczb. Liczba b, (t) jest wiec §rednia liczb f (%) , ta Srednia jest mniej
wiecej rowna f(t), bo na ogdt % ~ t. Powinna wiec mie¢ miejsce rownos¢ przyblizona
f(t) = b,(t). W koricéwce nie jesteSmy calkiem precyzyjni, ale wezesniej staraliSmy

sie wyjasni¢ precyzyjnie, o co nam chodzi. M

Whiosek 12.21

Dla kazdej funkcji ciaglej f : (a,b) — R istnieje ciag wielomianéw niemal jednostaj-
nie zbiezny do f, tzn. jednostajnie zbiezny na kazdym zbiorze zwartym zawartym
w przedziale (a,b). Ta sama teza jest prawdziwa réwniez dla funkcji okreslonych na
przedzialach otwarto—domknietych i na przedziatach domknieto—otwartych.

Dowéd. Niech (a,) bedzie nierosnacym ciagiem zbieznym do a, (b,) — niema-

lejacym ciagiem zbieznym do b i niech a < a; < by < b. Mamy wiec [a1,b1] C
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laz,b2] C ...[an,b,] C ... i U[an,bn] = (a,b). Niech w, bedzie takim wielo-

n=1
mianem, ze dla kazdego x € [an,b,] zachodzi nieréwnos¢ |w,(z) — f(z)| < L.
Jesli C jest zwartym podzbiorem przedziatu (a,b), to istnieje liczba naturalna k
taka, ze C C [ag,bi]. Jasne jest, ze dla n > k i = € [ag,br] zachodzi nieréwnosé
lwn(z) — f(z)] < +. Wynika stad jednostajna zbieznosé ciagu (w,) na przedziale
lak, b], wiec tym bardziej na zbiorze C'. Jest jasne, ze to samo rozumowanie mozna

zastosowacé do przedzialéw domknieto—otwartych i otwarto—domknietych. H

Twierdzenie 12.22 (o istnieniu funkcji pierwotnej)
Jesli f: P — R jest funkcja ciagla okreslona na dowolnym przedziale P (otwar-
tym, domknietym, domknieto—otwartym lub otwarto—domknietym), to istnieje funk-
cja F: P — R taka, ze dla kazdej liczby « € P zachodzi réwnosé¢ F'(z) = f(z)
(funkcja F' nazywana jest funkcja pierwotna funkcji f).
Dowoéd. Niech p bedzie dowolnym punktem przedzialu P. Istnieje ciag wielo-
mianéw (w,) niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f (zob. wniosek przed dowo-
dzonym twierdzeniem). Niech W,, oznacza wielomian taki, ze W) (z) = w,(z) dla
kazdego © € R i W, (p) = 0. Taki wielomian W,, istnieje: jesli zachodzi réwnosé
wy (1) = ag + a1z + agz® + -+ - + apx™ , to przyjmujemy
Wy (z) = agz + La2% + %azx?’ + 4 mLHamme -

— laop + Sa1p® + ja2p® + -+ + g amp™ ]
Z twierdzenia o rézniczkowalnosci ciagu funkcyjnego wynika od razu, ze ciag (W,,)
jest niemal jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji F', przy czym F'(x) = f(z) dla
kazdego = € P . Stosujemy to twierdzenie do kazdego przedziatu z wstepujacego ciagu
przedzialéw ograniczonych, ktérych suma jest caly przedziat P. H
Zadanie: Niech wo(z) =0, wyt1(x) = wy(2) + 5 (22 — wy(2)?) dla z € [-1,1].
Niech f(z) = |z|. Wykazaé, ze ciag (w,) jest niemalejacym ciagiem wielomianéw
jednostajnie zbieznym do funkcji |z|. W
Zadanie: Wykazacé, ze kazda funkcja ciagla na przedziale domknietym jest granica,
jednostajnie zbieznego ciagu funkcji przedziatlami liniowych.
Funkcja f : [a,b] — R zwana jest przedzialami liniowa, jesli jest ciagla i istnieja
punkty a = ag < a1 < ... < an—1 < a, = b takie, ze na kazdym z przedzialow
laj,aj1], 7=0,1,...,n—1 funkcja f jest afiniczna, czyli jest postaci ax+ 3. W
Zadanie: Wykazaé, ze kazda funkcja przedziatami liniowa jest kombinacja liniowa
funkcji postaci |z —¢|. B

Zadanie: Podac¢ dowdd twierdzenia Weierstrassa o przyblizaniu funkcji ciaglej wie-
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lomianami w oparciu o trzy poprzednie zadania. MW

Podamy teraz przyktad funkcji ciaglej, ktéra nie ma skonczonej pochodnej w zad-
nym punkcie. Przyklady tego typu zostaly podane w XIX wieku: Bolzano wymyslit,
ale nie opublikowal, a potem niezaleznie od niego Weierstrass. Przyktad, ktory omowi-
my ponizej jest wzorowany na idei Weierstrassa. Pozwala on zorientowac sie jak tego
rodzaju funkcje moga powstawac. Niebagatelne znaczenie ma tez to, ze tego rodzaju

funkcje pojawiaja sie w modelach matematycznych niektorych zjawisk fizycznych.

Przykiad 12.5 (van der Waerdena funkcji ciaglej nigdzie nieré6zniczkowalnej)
Niech u(z) = 3 — [z — 1| dla 0 <z <1 iniech u(z + 1) = u(z) dla kazdej liczby

x € R. Niech u,(x) =47"u(4"z). Niech f(z)= Zun(x) dla x € R.
n=0
Szereg > u, jest jednostajnie zbiezny na calej prostej, bo |u,(z)] < 47" dla

kazdej liczby x € R i oczywiscie 24*” = % < oo . Wobec tego, ze funkcje ug, uq, ...
n=0

sa ciagte, funkcja f jest ciagta. Wykazemy, Zze nie ma ona skonczonej pochodnej
w zadnym punkcie (jednostronne nieskoriczone ma w wielu punktach).

Ustalmy x oraz n. Niech h,, bedzie taka liczba, ze na przedziale P, , o koncach
x, * + h, funkcja u, jest monotoniczna i |h,| = 4 ""1. Oznacza to, ze miedzy
punktami 2 i z + h, nie ma ani jednego punktu postaci § -47", gdzie p € Z.

Wynika stad, ze jesli & < n, to funkcja uy jest monotoniczna na przedziale P, .

Jasne jest tez, ze uk(m+h,?)_u’“(m) = +1. Jesli k > n, to ug(z + hy,) = ur(x), bo
okresem funkcji uy, jest liczba 47% | wiec liczba 47" = 4" . 4=F jako wielokrotnos¢

okresu jest tez okresem funkcji ug . Stad wynika, ze iloraz ﬂl’%j_ﬂz)

jest suma
n + 1 sktadnikéw, z ktérych kazdy réwny jest +1, wiec jest liczba nieparzysta, gdy
n jest parzyste i parzysta, gdy n jest nieparzyste. Wynika stad, ze réznica miedzy

w> ma wartos¢ bezwzgledna nie mniejsza,

kolejnymi wyrazami ciagu (
niz 1, wiec ciag ten nie ma granicy skoriczonej. Wykazalidmy, ze jesli funkcja f ma

pochodna w punkcie x, to ta pochodna jest nieskoniczona. M

Uwaga 12.23 A.S.Besicovitch podat przyktad funkcji ciagtej, ktéra w zadnym punk-
cie nie ma ani jednej pochodnej jednostronnej (ani skoriczonej ani nieskoriczonej), ale

jego przyklad jest istotnie trudniejszy od podanego w tekécie. M
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