Calki nieoznaczone

Przypomnijmy, ze na tym wyktadzie obowiazuje nastepujaca

Definicja 9.1 (wielomianu)
Wielomianem nazywamy funkcje w:R — R lub w:C — C taka, ze istnieja takie
liczby ag, aq,...,a,, ze dla kazdego argumentu = zachodzi réwnosé¢

w(z) = ag + a1 + asx® + - + aa”.

Liczby ag, ai,...,a, nazywamy wspétczynnikami wielomianu w.H

Lemat 9.2
Jezeli jedyna wartoscig wielomianu w jest liczba 0, to wszystkie jego wspolczynniki
sa rowne 0.

Dowéd. klap =w®(0)=0. m

Twierdzenie 9.3 Jesli v i w sa wielomianami i w(x) = v(x) dla kazdego z, to
wielomiany w i v maja rowne wspotczynniki. B

Zadanie.

Wykazaé, ze jesli g anT; = g bpry dla j=1,2,3,..., lim x; =01 z; #0 dla
j—o0

j=123,...,t0 a,=0b, dlan=0,1,2,3,.... &

Definicja 9.4 (stopnia wielomianu)
Jesli w(z) = ag +a1x + -+ + ap_12" 1 + a,z™ i a, # 0, to liczbe naturalng n
nazywamy stopniem wielomianu w. Jesli wszystkie wspoélczynniki wielomianu w sa,
réwne 0, to stopniem wielomianu w nazywamy symbol —oo. Stopien wielomianu w
oznaczamy symbolem deg(w) H

7 definicji stopnia wielomianu wynika od razu, ze jesli w i v sa dowolnymi wielo-

mianami, to deg(w-v) = deg(w)+deg(v) oraz ze deg(w+v) < max(deg(w),deg(v)).

Twierdzenie 9.5 ( o dzieleniu z reszta)

Dla dowolnych wielomianéw w i v, deg(v) > 0 istnieje dokladnie jedna para wielo-
mianéw ¢,r taka, ze w =qv+1r i deg(r) < deg(v).

Dowéd. Jedli w jest wielomianem stopnia mniejszego niz wielomian v, to mozemy
przyja¢ q =0, r = w. Zalézmy teraz, ze wielomian w ma stopien nie mniejszy niz
wielomian v oraz ze teza zachodzi dla wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego
niz deg(w). Niech w(z) = ag + a1 + -+ + a,2™, v(x) = by + bz + - + bpa®,

ap # 0 # by . Niech wq(z) = w(x) — b—::lc"*kv(:c). Jasne jest, ze stopienn wielomianu

wy jest mniejszy niz n = deg(w). Wobec tego istnieja wielomiany ¢; i r takie,
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ze w; = qv + r przy czym deg(r) < deg(v). Przyjmujac q(x) = ¢1(z) + ‘;—:xn_k

)
otrzymujemy réwnosé¢ w(z) = q(x)v(z) + r(z). Trzeba jeszcze wykazaé, ze jezeli
w=qu+r=q¢u+T7 i deg(r),deg(r) < deg(v), to ¢ = q i 7 = r. Mamy réwnos¢
F—r = qu—qu , zatem deg((¢—q)v) = deg(F—r) < deg(v), a poniewaz deg((qg—q)v) =
=deg(q — q) + deg(v), wiec deg(q — ) <0, zatem 0 = g — ¢, wiec réwniez r = 7.

Dowéd zostal zakonczony. B

Definicja 9.6 (najwiekszego wspdlnego dzielnika dwéch wielomianéw)

Najwiekszym wspélnym dzielnikiem wielomianéw w i v nazywamy wielomian d
najwyzszego stopnia sposrod tych, ktore sa jednoczesnie dzielnikami w i v, ktérego
wspOlczynnik przy najwyzszej potedze zmiennej réwny jest 1 (tj. wielomian unormo-

wany). Oznaczenie: nwd(w,v).H

Twierdzenie 9.7 (podstawowe o najwiekszym wspdélnym dzielniku)

Jedli co najmniej jeden z wielomianéw w i v jest rézny od 0, to istnieje dokladnie
jeden najwiekszy wspélny dzielnik, kazdy inny wspoélny dzielnik wielomianéw w i v
jest dzielnikiem nwd(w,v), istnieja wielomiany p, ¢, takie ze nwd(w,v) = pv+quw.
Dowdéd. Rozwazmy zbiér P wszystkich niezerowych wielomianéw postaci pv+quw .
Oczywiscie w,v € P (o ile ich stopnie sa nieujemne): w =1-w+0-v, v =0-w+1-v.
Wobec tego zbiér P ma co najmniej jeden element.

Niech d € P bedzie wielomianem unormowanym najnizszego stopnia sposrod
nalezacych do P.* Wykazemy, ze d = qow + pov jest wspdlnym dzielnikiem obu
wielomianéw w i v. Niech w = qd + r dla pewnych wielomianéw ¢, 7, przy czym
deg(r) < deg(d). Wtedy r = (1 — qqo)w — gpov . Poniewaz deg(r) < deg(d), wiec
r = 0, co oznacza, ze d jest dzielnikiem wielomianu w. Ten sam argument prze-
konuje nas, ze wielomian d jest dzielnikiem wielomianu v. Jasne jest tez, ze kazdy
wspolny dzielnik wielomianéw w, v jest dzielnikiem pov+qgow = d, co konczy dowod

twierdzenia. W

Whniosek 9.8

Jesli D = nwd(w,v) i wielomian d jest wspdlnym dzielnikiem wielomianéw w i v
oraz zachodzi réwnosé deg(D) = deg(d), to istnieje liczba a taka, ze d = aD.
Dowdéd. Poniewaz D = pv+ quw dla pewnych wielomianéw p, ¢, wiec wielomian d
jest dzielnikiem wielomianu D, a poniewaz stopnie tych wielomiandéw sa rowne, wiec
ich iloraz ma stopien 0, zatem jest liczba. B

7 tego wniosku wynika, ze najwiekszy wspélny dzielnik dwéch wielomianéw jest

k 21: . . . . . . .. . . .
Jedli do P nalezy wielomian stopnia «, to nalezy réwniez wielomian unormowany stopnia o .
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dobrze zdefiniowany: jest tylko jeden wielomian spelniajacy nalozone warunki!

Definicja 9.9 (dzielnika wlasciwego)
Dzielnikiem witasciwym wielomianu w nazywamy kazdy jego dzielnik stopnia dodat-

niego i jednoczesnie mniejszego niz deg(w). W

Definicja 9.10 (wielomianu nierozkladalnego)
Wielomianem nierozkladalnym (czyli pierwszym*) nazywamy wielomian, ktéry nie

ma dzielnikéw wiasciwych. B

Definicja 9.11 (wielomianéw wzglednie pierwszych)
Wielomiany v i w sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy nwd(w,v) =1 B
Nalezy sobie uswiadomi¢, ze przynajmniej jeden z tych wielomianéw musi by¢

niezerowy, bo musi istnie¢ nwd(w, v).

Lemat 9.12 (podstawowy o podzielnosci)
Jesli wielomiany uw i v sa wzglednie pierwsze i u jest dzielnikiem vw, to u jest
dzielnikiem w .
Dowod. Istnieja wielomiany p,q takie, ze 1 = pu + quv. Wobec tego w = upw +
quw . u jest oczywiscie dzielnikiem iloczynu upv iiloczynu quw (z zalozenia), zatem
jest dzielnikiem ich sumy, czyli wielomianu w. R

7 lematu podstawowego o podzielnosci wynika, ze kazdy wielomian mozna przed-

stawic¢ i to jednoznacznie w postaci iloczynu wielomianéw nierozkladalnych, czyli

Twierdzenie 9.13 (o jednoznacznosci rozkladu)

Dla kazdego wielomianu unormowanego w stopnia wiekszego od 0 istnieja wielo-
miany nierozkladalne, unormowane vy, wvo,...,v; takie, ze w = vy -vg - ... - Vg
przy czym jesli w = 01 - U3 - ... U;. jest innym przedstawieniem w postaci iloczynu
wielomianéw nierozktadalnych, unormowanych, to I = k i po ewentualnej zmianie
numeracji czynnikéw zachodza réwnosci v; =v; dla j =1,2,... k.

Dowdd. Jesli wielomian jest rozkladalny, to ma dzielnik wtasciwy, wiec moze by¢
przedstawiony w postaci iloczynu dwoéch wielomianéw nizszego stopnia. Wielomiany
stopnia pierwszego sa oczywiscie nierozkladalne, wiec jasne jest (prosta indukcja
wzgledem stopnia wielomianu), ze kazdy wielomian mozna przedstawi¢ w postaci
iloczynu wielomianéw nierozkladalnych. Jednoznacznos$¢ wynika tatwo z tego, ze jesli
wielomian nierozktadalny dzieli iloczyn dwoch wielomianéw, to dzieli jeden z nich

(lemat podstawowy o podzielnosci): jesli 7 jest dzielnikiem iloczynu

termin angielski: prime ma znaczenie pierwszy, ale jako najwazniejszy, np. prime minister.
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V1 Vg0 =01 (VgL UE),

to v1 jest dzielnikiem wv; lub dzielnikiem ws - ... - vy, jesli jest dzielnikiem v, to
poniewaz oba sa unormowane i nierozktadalne, wiec vy = 97, jesli nie, to jest dziel-
nikiem iloczynu wvs - ... - v, czyli iloczynu krétszego o jeden czynnik od iloczynu
wyjsciowego, prosta indukcja przekonuje nas o tym, ze wtedy ©; musi by¢ réwny
jednemu z wielomianéw v, vs, ..., v, a to oznacza, ze kazdy z wielomianéw v; jest
jednym z wielomianéw vy, ..., v, co konczy dowdd jednoznacznosci. B

Wypada stwierdzi¢, ze wedlug zasadniczego twierdzenia algebry jedynymi nie-
rozktadalnymi wielomianami o wspolczynnikach rzeczywistych sa wielomiany stopnia
pierwszego i te wielomiany stopnia drugiego, ktére nie maja pierwiastkéw rzeczy-
wistych. Inaczej jest w przypadku wielomianéw o wspoétczynnikach zespolonych —
kazdy taki wielomian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw stopnia
pierwszego, zatem jedynie wielomiany stopnia pierwszego sa w tym przypadku nie-
rozkladalne. Jeszcze inaczej jest w przypadku wielomianéw o wspoétczynnikach wy-
miernych. W tym przypadku jest wiele wielomianéw, ktérych nie mozna przedstawic
w postaci iloczynu wielomianéw stopnia nizszego niz ich wlasny. Mozna np. wykazac,
ze jedli p jest liczba pierwsza, to wielomianu 2P~ ! +2P~24 ...+ 22+ 241 nie mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch wielomianéw o wspédiczynnikach wymiernych
stopnia mniejszego niz p — 1. Nie jest to trudne, ale to nie jest tematem naszych
rozwazan, zostawiamy to ambitnym, zainteresowanym studentom, inni zaczekaja na
wyklad z algebry. W kazdym razie zaznaczy¢ nalezy, ze kwestia rozkladalnosci zalezna

jest tego, jakie wspolczynniki dopuszczamy w rozktadach.

Definicja 9.14 (funkcji wymiernej)
Funkcja wymierna nazywaé bedziemy funkcje, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci
ilorazu dwéch wielomianéw. Jej dziedzing bedzie zbidr tych liczb rzeczywistych (lub
zespolonych), dla ktérych mianownik ilorazu zapisanego w postaci nieskracalnej jest
rézny od 0.H

Wypada od razu stwierdzi¢, ze w takiej sytuacji licznik i mianownik nie maja
wsp6lnych pierwiastkéw (w zbiorze dopuszcezalnych wspétezynnikéw). Definicja ta nie
jest catkiem zgodna z uzywanymi w standardowych podrecznikach szkolnych, ktorych

autor tego tekstu nie jest w stanie pojac.

Definicja 9.15 (ulamkéw prostych)
Utamkiem prostym nazywamy funkcje wymierna, ktérej mianownik jest potega wie-
lomianu nierozktadalnego, a licznik wielomianem stopnia nizszego niz wielomian nie-

rozktadalny, ktorego potega jest mianownik. W
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: : : : 47 z—13
Utamkami prostymi sa wiec np. funkcje m+1 ) P4t (@255 (am 9)100 Funk-
cje i—j , % utamkami prostymi nie sa. Jasne jest, ze utamki proste sa nieskra-
calne.

Twierdzenie 9.16 (o przedstawianiu funkcji wymiernej w postaci sumy

utamkéw prostych)

Kazda funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i utamkéw
prostych. Przedstawienie takie jest jednoznaczne z dokladnoscia do kolejnosci skiad-
nikéw, jesli kazdy mianownik moze wystapi¢ tylko raz, a wszystkie liczniki sa rézne
od 0.

Dowodd. Jasne jest, ze kazda funkcje wymierna ﬁ przedstawi¢ mozna w postaci
sumy wielomianu i funkcji wymiernej, ktérej licznik jest wielomianem stopnia nizszego
niz mianownik — wystarczy podzieli¢ licznik z reszta przez mianownik: L = QM+ R,
wtedy % =Q+ % .

Druga obserwacja to stwierdzenie, ze jesli mianownik M jest iloczynem dwdéch
wielomianéw wzglednie pierwszych M = M; M, , to mozna funkcje wymierna zapisaé
w postaci sumy funkcji wymiernych o mianownikach M; i Ms . Wystarczy skorzystac
z twierdzenia podstawowego o najwiekszym wspolnym dzielniku: istnieja wielomiany
Ly i Ly takie, ze 1= LiM; + LyMy, zatem fi = Badfitledle) _ Rly 4 RL e
uwagi pozwalaja na stwierdzenie, ze funkcje wymierna mozna przedstawi¢ w postaci

sumy wielomianu i funkcji wymiernych, ktérych mianowniki maja stopnie wieksze
niz liczniki i nie mozna ich przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw wzglednie
pierwszych (stosujemy indukcje wzgledem stopnia mianownika). Jesli wielomianu
nie mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianéw wzglednie pierwszych, to
musi by¢ on potega wielomianu nierozktadalnego: w rozktadzie na czynniki nie-
rozktadalne moze wystepowaé tylko jeden czynnik, oczywiscie moze on wystapi¢
wielokrotnie. Nastepnie mozna zmniejsza¢ stopien licznika dzielac go z reszta przez
nierozkladalny czynnik mianownika. To konczy to nieco gawedziarskie uzasadnienie
istnienia rozktadu.

Kolej na jednoznaczno$é. Zatézmy, ze wy + Z—i = way+ 2—; , gdzie wy, wa, p1, P2,
q1, G2 sa wielomianami przy czym deg(p;) < deg(q;) dla i = 1,2. W tej sytuacji
mamy (w; —w2)q1q92 = p2q1 — p14gz - Oczywiscie deg(qiqz2) > deg(p2q1 —p1g2) , zatem

deg(wy —ws) < 0, ale to oznacza, ze w; —ws = 0, czyli w; = wy . Stad automatycz-

nie wnioskujemy, ze Z—i = g—; . Wobec tego mozemy sie zajmowaé jedynie funkcjami

wymiernymi, ktérych mianownik ma stopien wiekszy niz licznik. Zauwazmy jeszcze,

ze sumujac utamki proste o réznych mianownikach i niezerowych licznikach otrzymu-
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jemy ulamek nieskracalny. Jesli bowiem v jest wielomianem nierozkladalnym, ktory
wystepuje w mianownikach rozwazanych ulamkéw prostych, m jest najwiekszym
wyktadnikiem z jakim v wystepuje, to po sprowadzeniu sumy do wspdlnego mianow-
nika najnizszego stopnia liczniki wszystkich pozostatych sktadnikéw beda podzielne
przez v, a tylko w tym jednym przypadku bedzie inaczej. Wobec tego otrzymany
utamek nie da sie skroci¢ przez v, a w rozkladzie mianownika na czynniki pierwsze
zadne wielomiany poza wystepujacymi w mianownikach sktadnikéw rozpatrywanej
sumy nie mogga sie pojawi¢. Wobec tego kazde dwa ,,0szczedne” przedstawienia jednej
funkcji wymiernej musza da¢ ten sam mianownik: ten ktéry otrzymujemy zapisujac
ja w postaci nieskracalnej.

Zalézmy teraz, ze jm+5 = U%—l—%, —o00 < deg(u) < deg(v), —oo < 4 < deg(v),
—o0 < deg(p) < deg(q), —oo < deg(p) < deg(q), p,q sa wzglednie pierwsze, p,q tez
sa wzglednie pierwsze, wielomian ¢ nie dzieli sie przez v™ , wielomian ¢ jest niepo-
dzielny przez v" . Wykazemy, ze wtedy m = n i v = u. Dla ustalenia uwagi zatézmy,
ze m >n. Mamy (u—av™ ")qd = (pg — pG)v™ . Niech k oznacza mniejszy z dwéch
wykladnikéw z jakimi v wchodzi w rozklad na czynniki pierwsze wielomianéw ¢ i ¢ .
Wtedy prawa strona otrzymanej réwnosci jest podzielna przez v™*  natomiast ilo-
czyn qG przez te potege v nie jest podzielny (ani ¢ ani ¢ nie dzieli sie przez v™).
Wobec tego wielomian u — uv™ ™" jest podzielny przez v. To jednak jest mozliwe
jedynie wtedy, gdy m = n (bo u przez v sie nie dzieli) i jednoczesnie u = @ (bo
stopnie v i @ sa mniejsze niz deg(v)). Wykazaliémy, ze przy danych zalozeniach

U 4
pm T pn )

wiec réwniez § = % . Ta obserwacja pozwala na zakonczenie dowodu jed-

noznacznosci przedstawienia: zmniejszamy indukcyjnie maksymalny stopien z jakim

wystepuja potegi wielomianéw nierozktadalnych w naszej sumie utamkéw prostych. B

Uwaga 9.17
W zasadzie wykorzystywa¢ bedziemy jedynie istnienie rozkladu, ale ze wzgledow
estetycznych podaliSmy réwniez twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu na sume
utamkow prostych. Warto tez dodaé, ze rozwazane bywaja rowniez nieskoriczone sumy
utamkow prostych. Przedstawianie funkcji w takiej postaci pozwala niejednokrotnie
na zreczniejsze badanie ich wlasnosci. B

Operacja odwrotna do rézniczkowania nazywana jest catkowaniem. Dana funkcja
traktowana jest jako pochodna pewnej funkcji, ktéra trzeba znalezé. Zaczniemy od

definicji.

Definicja 9.18 (funkcji pierwotnej czyli calki nieoznaczonej)

Niech G C IR bedzie suma pewnej rodziny parami rozlacznych przedziatow. Jezeli
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f:G — IR jest funkcja na zbiorze G, to kazda funkcje F:G — IR, dla ktorej
réwno$¢ F'(x) = f(x) ma miejsce dla kazdego = € G nazywamy funkcja pierwotna
lub catka nieoznaczona funkcji f. Stosujemy oznaczenie F(z) = [ f(z)dz. ®
Zauwazmy, ze jesli F' jest funkcja pierwotna funkcji f, to dla kazdej liczby
rzeczywistej C' funkcja F' 4 C' tez jest funkcja pierwotna funkcji f. Zachodzi

Twierdzenie 9.19 (o jednoznacznosci funkcji pierwotnej)
Jedli P jest przedzialem, f: P — IR funkcja a Fy i Fs jej funkcjami pierwotnymi,
to istnieje taka liczba C' € IR, ze dla kazdej liczby = € P zachodzi rownos¢
Fy(z) = Fi(x)+ C.
Teza wynika natychmiast z tego, ze pochodna funkcji Fy — F} jest funkcja
tozsamodciowo réwna 0, wiec funkcja Fy — F; jest stata. B
Podkresli¢ od razu wypada, ze jesli dziedzina nie jest przedzialem, to teza prze-

staje by¢ prawdziwa. Funkcja In|z| jest funkcja pierwotna funkcji < .

x

Niech Fj(z) = In|z|. Niech Fy(x) =1+ 1Inz dla z > 0 i Fa(z) = In(—2) dla
x < 0. Jasne jest, ze Fi(x) = % dla kazdego = # 0, wiec F, jest funkcja pierwotna
funkcji In, podobnie jak F;. Funkcja Fy — F} przyjmuje jednak dwie wartosci, mia-
nowicie 0 dla x < 0 oraz 1 dla x > 0. Nie jest wiec stala, chociaz jest stata na
kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f . Czasami taka funkcje nazywamy

lokalnie stala. W dalszym ciagu bedziemy, zgodnie z przyjetym zwyczajem, pisac

/f(ac)dw =F(z)+C,

jesli F' jest jakas funkcja pierwotna funkcji f, przy czym C oznaczaé tu bedzie
zawsze funkcje lokalnie stala, czyli funkcje, ktoéra jest stala na kazdym przedziale
zawartym w dziedzinie funkcji f.

Przykilady podstawowe

[dz=z+C.

[etdx =e* +C.

Jcoszdx =sinz + C.

0 N o=

[sinzdr = —cosxz+ C'.
1

5. /—dx:1n|:l:|—|—C’.
x

6. [2%dx = %Ha:““ +C dla a # —1 i kazdego x, dla ktérego funkcja x® jest

okreslona (jesli a > 0 jest liczba wymierna postaci k, m —calkowite, to

k
2m+1
dziedzing tej funkcji jest IR, jesli a < 0 jest liczba wymierna, postaci ﬁ,
k, m —calkowite, to dziedzing jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z wyjat-

kiem 0, jesli a > 0 jest liczba rzeczywista innej postaci to dziedzing jest [0, 00),
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w przypadku a < 0, ktére nie jest postaci k, m —catkowite, dziedzina,

jest (0,00)).

_k
2m+1

1
7. /1+$2dx:arctgx+0.

Te wzory nalezy zapamietaé. Jasne jest, ze nie kazda funkcja ma funkcje pier-
wotna. Niech f(x) =0 dla x <0 iniech f(z) =1 dla x > 0. Jesli F jest funkcja
pierwotna funkcji f, to dla x < 0 mamy F’(x) = 0, wiec funkcja F' jest stala na
pélprostej (—o0,0]. Dla z > 0 mamy F’(x) = 1, wiec musi istnie¢ stala liczba ¢,
taka ze F(x) = x+c dla kazdego = > 0. Poniewaz F' ma by¢ funkcja rézniczkowalng
w kazdym punkcie, w szczegélnosci w punkcie 0, wiec musi byé¢ F(z) =c dla <0
oraz F(z) = x4 ¢ dla z > 0. Niestety tak zdefiniowana funkcja nie ma pochodnej
w punkcie 0: lewostronna pochodna to 0, a prawostronna to 1. Jest to ilustracja
ogblnego zjawiska. Udowodnilidmy przeciez, ze jesli funkcja ma funkcje pierwotna,
czyli jest pochodna pewnej funkcji, to na kazdym przedziale przystuguje jej wlasnosé
przyjmowania wartosci posrednich, czyli wlasno$¢ Darboux. Warunek ten jest ko-

nieczny, ale niestety niedostateczny. Udowodnimy w przysziosci

Twierdzenie 9.20 (o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji ciaglej)
Jedli f: P — IR funkcja ciagla na przedziale P, to f ma na nim funkcje pier-
wotng. W

W wielu podrecznikach mozna spotkaé¢ rozumowanie, ktére przytoczymy, chociaz
z naszego punktu widzenia nie jest ono dowodem, bowiem korzysta z pojecia pola
i jego wlasnosci, a mySmy o polu nic jeszcze nie mowili. Jednak w niedlugim czasie
stanie sie ono dowodem, cho¢ wtedy nie bedziemy juz méwié¢ o polu.

Szkic dowodu istnienia funkcji pierwotnej
Zalézmy najpierw, ze funkcja f jest dodatnia. Niech zg € P i niech x > 0. Niech

F(x) oznacza pole obszaru ograniczonego z dotu odcinkiem [zg, x], z géry wykresem
funkcji f, z lewej strony prosta pionowa przechodzaca przez punkt (:%0), Z pra-

T

0
zamiast pola analogicznego obszaru rozwazamy liczbe ujemna, ktérej wartoscia, bez-

wej strony — prosta pionowa przechodzaca przez punkt < ) W przypadku z < xq
wzgledna jest odpowiednie pole. Wykazemy, ze F'(z) = f(x) w przypadku = > 1z
pozostawiajac rozwazenie drugiego przypadku, catkowicie analogicznego, czytelni-
kom. Zalézmy, ze h > 0 jest tak malq liczba dodatnia, ze x +h € P. W tej sytuacji

F(xz+h)—F(x) jest polem obszaru ograniczonego z dotu odcinkiem [x,z+h], z géry

— wykresem funkcji f, z lewej strony — prosta, pionowa przechodzaca przez (g),

8
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z prawej strony — prosta pionowa przechodzaca przez (x + h) Z rysunku i ze

0

znanego wzoru na pole prostokata widac, ze

F(z + h) — F(z)

inf{f(t): x<t<z+h}< <sup{f(t): xz<t<z+h}

— opisany obszar zawiera prostokat o wysokosci inf{f(¢): x <t <z + h} ipod-
stawie h 1 jest zawarty w prostokacie o wysokosci sup{f(t): = < t < x + h}
i podstawie h. Z ciaglosci funkcji f wynika, ze

hli)rg+ inf{f(t): xz<t<ax+h}=f(z)= hlirng sup{f(t): xz<t<x+h}.

Stad i z twierdzenia o trzech funkcjach wynika od razu, ze lim ~

h—0t

D . . . .. . F(z+h)—F o
Zmieniajac nieznacznie to rozumowanie tez, ze lim w = f(z). Jesli funk-
h—0—

cja f przyjmuje rowniez wartosci ujemne, lub tylko ujemne, to mozna do niej dodac
liczbe dodatnia tak duza, by wartosci nowej funkcji w punktach z¢, = i  + h oraz
wszystkich lezacych miedzy nimi byly dodatnie. Mozna to zrobi¢, bo funkcja ciagla
na przedziale domknietym jest ograniczona — rozpatrujemy by¢ moze tylko czes¢
dziedziny, ale tak wolno postepowac, bo interesuja nas jedynie wartosci przyjmowane
przez nia w okolicach x. Na tym zakonczymy szkicowanie dowodu. W

Dowdd istnienia funkcji pierwotnej ma wyjasni¢ zwiazek calki z polem. w istocie
rzeczy pierwsze wzory na pola figur bardziej skomplikowanych uzyskano juz w sta-
rozytnosci (koto, parabola, powierzchnia kuli itd.). Istotny postep uzyskany zostal
dzieki Archimedesowi. Jednak jego pomystowe rozumowania dlugo musialy czekaé
na kontynuatoréw. W praktyce nastepne powazne osiagniecia w tej dziedzinie uzy-
skano dopiero dzieki zauwazeniu zwiazku liczenia pdl, objetosci z rézniczkowaniem.
Rezultaty Archimedesa i jego wspolczesnych staly sie teraz banalnymi zadaniami,
z ktérymi radzi sobie wielu studentéw, cho¢ wielu z nich mialoby istotne trudnosci
ze zrozumieniem tego, co pisal Archimedes (nawet po przetlumaczeniu na polski lub
inny jezyk dla nich zrozumiaty).

Warto tez wyraznie stwierdzié, ze cho¢ wiemy, ze funkcje ciagle maja funkcje
pierwotne, to jednak nie zawsze daje sie je wyrazi¢ za pomoca, funkcji, ktorymi do tej
pory operujemy, wiele z nich to tzw. funkcje nieelementarne. Wazny przyklad to e~
Jej funkcji pierwotnej nie mozna wyrazi¢ za pomoca wielomianéw, sinusa, kosinusa,
funkcji wyktadniczej, funkcji odwrotnych do wymienionych, jesli dopuscimy dziatania
arytmetyczne i sktadanie funkcji. Tego typu twierdzenia udalo sie wykaza¢ w drugiej
polowie XIX wieku. Ich dowody, a nawet dokladniejsze omowienie, daleko wykraczaja

poza program nauczania matematyki w wyzszych uczelniach, z wyjatkiem niektérych

9
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wydzialéw matematyki. Wspominamy jednak o tych twierdzeniach, bo funkcja e~
jest jedna z czesciej uzywanych w statystyce. Z przyczyn podanych przed chwila stwo-
rzono tablice jej calek, mozna wybiera¢ funkcje pierwotna tak, by jej granica przy
xr — —o0 byta liczba 0. Druga przyczyna to ostrzezenie, ze problemy wygladajace

na elementarne czasem sa nierozwiazywalne. Jest wiele innych funkcji tego typu, np.

sin x

, sina?, VAx* + B3 + Ox? + Dx + E przy zalozeniu, ze wyrazenie pod pier-
wiastkiem jest wielomianem stopnia > 2, ale nie szczegélnie dobranym (z* + 222 +1
nie powoduje zadnych kltopotéw, bo pierwiastek to tylko dekoracjal!). Czesto tez po-

zornie mala zmiana zmienia zasadniczo trudnos$¢ problemu, ktéry trzeba rozwiazac:

2 . . _ .2 .2
*° jest nieelementarna, natomiast [ ze™* dx = —lem™ 4+ O

catka z funkcji e~ 5

Whniosek 9.21 (z dowodu twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji
ciaglej)
Jedli funkcja f jest ciagla i nieujemna na przedziale [a,b], F jest funkcja pierwotna

T

funkcji f, to pole obszaru A = {( y

): a<z<hb, Ogygf(a:)},tzw. »pole pod

wykresem funkcji f7, rowne jest
F(b) — F(a).

Dowéd. W dowodzie twierdzenia o istnieniu funkcji pierwotnej funkcji wskaza-
liSmy funkcje pierwotna F funkcji f, dla ktérej wzor wypisany we wniosku ma
miejsce. Ze wzgledu na twierdzenie o jednoznacznosci funkcji pierwotnej réznica
F(b) — F(a) nie zalezy od wyboru funkcji pierwotnej (rézne funkcje pierwotne na

przedziale r6znia sie o stala). B

Definicja 9.22 (calki oznaczonej Newtona)
Catka oznaczong funkcji f:[a,b] — IR nazywamy liczbe F(b) — F(a), gdzie F

oznacza funkcje pierwotng funkcji f. Stosujemy oznaczenie

/ f(@)dz = F(b) — Fla). m

Stosujemy tez inne oznaczenie: F(b) — F(a) = F(x)

b

[ e = pw

a

Przykiad 9.1 f; dx = b — a, bo pole prostokata o podstawie b — a i wysokosci

1 réwne jest b—a. R

10
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b2 — a2

Przykiad 9.2 ffxdx = ,bo [zdz = 32?4+ C. To tez zadna sensacja.

Jesli 0 < a, to f;xdaz to pole trapezu o podstawach a i b, ktérego wysokosé
rowna jest b — a, czyli %(b +a)(b—a). Jesli b < 0, to podstawy trapezu réwne
sq |a] = —a oraz |b| = —b, a wysokos$é réwna jest b — a, zatem calka jest liczba
b? — a?

1

przeciwng do pola, wiec réwna jest —1( — b+ (—a))(b— a) =

. Pozostal

jeszcze jeden przypadek: a < 0 < b. Mamy oczywiscie f;xda: = fao xdr + foba:dac.
Wobec tego tym razem catka réwna jest réznicy pol dwoéch trdjkatow prostokatnych
réwnoramiennych o ramionach |a| i b. Te pola to oczywiscie %bQ i %a2 , calka réwna

jest 2(b* —a?). M
Przyktad 9.3  [z?dz = %, bo [2?dz = f2® + C. Wobec tego ,pole pod

parabola” rowne jest % pola prostokata o wierzchotkach (8), (g), (Cf ), (65)2 )
Wz6r ten znany byt juz Archimedesowi, ale jego wyprowadzenie — nie znano jeszcze
wtedy catek — bylo bardzo trudne. B

Obliczanie calek bywa dosy¢ trudne, wymaga pomystowosci. My podamy kilka
prostych wzoréow i pokazemy jak mozna je stosowa¢ w prostych sytuacjach. Obecnie
istnieja liczne programy komputerowe, np. Mathematica, Maple, Derive, za pomoca,
ktérych mozna obliczyé¢ wiele catek. Tym nie mniej warto zna¢ podstawowe wzory

i umie¢ stosowa¢ w prostych sytuacjach.

Twierdzenie 9.23 (o calce sumy dwu funkcji.)
Zalézmy, ze funkcje f i g maja funkcje pierwotne. Wtedy funkcje f + g tez maja

funkcje pierwotne i zachodza wzory

/(f(m)ig(m))dm:/f(m)dxj:/g(w)dm oraz

/ab (f(z) + g(x))de = /abf(x)d:c:t/abg(x)dm

Pierwszy z tych wzoréw wynika od razu z tego, ze pochodna sumy jest suma

pochodnych, réznicy — réznica pochodnych. Wzér drugi wynika z pierwszego. B

Twierdzenie 9.24 (o calce iloczynu funkcji przez liczbe)
Jedli funkcja f ma funkcje pierwotna, to dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ funkcja cf

ma funkcje pierwotna i zachodzi réwnosé

/cf(x)dx:c/f(x)dx.
11
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bcf(x)dx —c bf(x)dm.
/ /

Wzory wynikaja od razu z odpowiednich wiasnosci pochodnej. B

Dla calki oznaczonej

7 obliczaniem calki iloczynu jest o wiele gorzej, bo wzor na pochodna, iloczynu
jest bardziej skomplikowany, zreszta istnieja funkcje (nieciagle), ktore maja funkcje
pierwotne a ich iloczyn — nie. Podamy teraz dwa twierdzenia, ktére w niektérych

sytuacjach pozwalaja uprosci¢ obliczanie calki z iloczynéw bardzo szczegdlnej postaci.

Twierdzenie 9.25 (o calkowaniu przez czesci)

Zalézmy, ze funkcje f i g maja ciagle pochodne. Wtedy zachodzi wzor:
J f'(@)g(z)dz = f(z)g(z) — [ f(z)g'(z)dx.

Dla calki oznaczonej
! 9/ @)geyds = f@)g(@)]| - J7 fog (@) de =
= f(b)g(b) - f(a)g(a) — [} f(z)g (x)da.

Wzér ten jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o pochodnej iloczynu. B

Twierdzenie 9.26 (o calkowaniu przez podstawienie)
Zalézmy, ze funkcje f i ¢’ sa ciagle oraz ze F jest funkcja pierwotna funkcji f.
Wtedy

!
g
<

S
+
Q

/ flg(@)d (@) dz

Dla calki oznaczonej

b g(b)
/ Fl9(@))g (@) de = / F(y)dy = Fg(b)) — Flg(a).

Ten wzor wynika natychmiast z twierdzenia o pochodnej zlozenia dwu funkcji. B
Ostatnie dwa twierdzenia w polaczeniu z poprzednimi stanowia dobra pod-
stawe do znajdowania calek z licznych funkcji zdefiniowanych elementarnie. Zanim

pokazemy, jak mozna to robi¢ powiemy jakie oznaczenia sa czesto stosowane.

Umowa 9.27 (w kwestii oznaczen)
Zamiast pisa¢ ¢'(x)dx bedziemy pisa¢ dg(zx); jesli napiszemy y = g(x), to konse-
kwentnie przyjmiemy, ze dy = ¢'(z)dzr = dg(x). B

Zauwazmy, ze jesli funkcja g jest réznowartosciowa, czyli ma funkcje odwrotna
g1, to réwnosé y = g(z) réwnowazna jest réwnoéci z = g~ 1(y). Wtedy, zgodnie z
przyjeta umowa, mozemy napisaé¢ dr = d(g~1)(y) = (¢~ 1) (y) dy . Na mocy twierdze-

nia o pochodnej funkcji odwrotnej mamy (g_l)/(y) = (g_l)l(g(x)) = g,%m) . Wobec
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tego dz = d(g7")(y) = 5 (m) dy , co w $wietle wzoru dy = dg(x) = ¢'(x)dx , wyglada
na zupelnie oczywiste stwierdzenie. Jednak nalezy pamieta¢ o tym, ze symbole dx,
dy nie oznaczaja liczb, w ogdle nie byly przez nas zdefiniowane. Wystepuja jedynie
w polaczeniu z innymi. Wobec tego nie jest calkiem jasne, czy reguly dzialan na
liczbach maja zastosowanie rowniez w tym przypadku, a dokladniej: ktére reguty po-
7t W
ma sens dzieki twierdzeniu o pochodnej funkcji odwrotnej! Przypomnie¢ wypada,

zostaja w mocy. Okazalo sie, ze wnioskowanie, jesli dy = ¢’'(x)dz, to dx =

ze oprécz stosowanego przez nas oznaczenia pochodnej y' = ¢'(z) stosowane jest
oznaczenie Z—Z =g'(x). Symbol Y jest oznaczeniem pochodnej, nie jest utamkiem.
Mozna go jednak traktowac jak 110raz. Czytelnicy przekonaja sie jeszcze wiele razy,
ze upraszcza to manipulowanie wzorami. Zauwazmy jeszcze, ze jesli x = h(t), to
oprécz rownosci dy = ¢'(x)dr mamy tez dxr = h'(t)dt. Chcialoby sie wywnio-
skowaé z tych wzoréw, ze dy = g'(z)h'(t)dt. Mozna to zrobi¢, bo y = g(h(t)) , wiec
dy = (g o h)'(t)dt, ale dzieki twierdzeniu o pochodnej zlozenia zachodzi réwnosé
(9o h)/(t) = ¢'(h(t))N'(t), zatem réwniez dy = ¢'(h(t))h/(t)dt. Widaé¢ wiec znéw
analogie z utamkami: % = % 4 Cezyli dy = (go h)(t)dt = g'(h(t))h/(t)dt =
dy

o dz , . . , .
=5+ “gr - dt. Zakonczymy te przydlugie rozwazania na temat oznaczen stwierdze-

niem, ze wzér na calkowanie przez czesci zwykle zapisywany jest w postaci:

[t@g@ds= [ 1ag=to- [ gt = f@)g@) - [ g()f @)

a wzor na calkowanie przez podstawienie — w postaci:

/ f(g(x))g () dzx = / fly)dy

Przyklad 9.4  [e**dz ﬁf@yldy—% y+C’:%e2m+C.l
y
Przyklad 9.5 [ ze” *dx ﬁ [evidy=1[evdy=1ev+C = 1ie” ‘YO . m
y=2x
i =COs T ]_
Przyklad 9.6  [tgode = [ oo dp =200 _ /—dy = —Infy|+C =
COS T dy=—sinz dz Y

—In|cosz|+C. 1

Przyklad 9.7 [Vr? —22ds =—2—— rsint [ V712 —r2sin®t rcostdt =

dx=r costdt

=2t
= [Vr2cos?t rcostdt = [r?cos? tdt = r? [ 1052 gt —du - r? [ licsu . %“ =
u=2dt

= § (% 4884y 4 O = § (t+ 3sin2t) + C = % (t+sintcost) + C = arcsm 4+

13
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+5vVr2 —x? + C — w tym przypadku przyjeliémy = = rsint. Mozemy przyjac, ze
—5 <t < 3 ,bowtedy = bedzie przyjmowac wszystkie wartosci z przedziatu [—r, 7],

w tej sytuacji cost > 0 1 wobec tego zachodzi réwno$é Vcos?t = cost. B

Przyktad 9.8 7 r? —22de = {[r?arcsin = + rvr? — r2 — r?arcsin =- —

— (=r)y/r? = (-=r)?] = 1 [2r?arcsinl] = ng = %‘2

Skorzystalidmy tu oczywiscie z wyniku otrzymanego w przykladzie poprzednim. Ob-
liczana calka okazala sie polowa kota o promieniu 7, co nie jest specjalnie dziwne, bo
wykresem funkcji /72 — x? jest gérna potowa okregu o srodku (8) i promieniu 7,

wiec ,,pole pod wykresem” to potowa pola kota o promieniu . B

Przyklad 9.9  [xe®dr = [z (e”) da _calkwjeny  ew — J(z)e*dx =

przez czesci

=ze” — [e*dr=ze* — e+ C. B

Przyklad 9.10  [22e%dr = [ 22 (e) dx _callujeny 2w _ / (1:2)/69” dx =

przez czesci

poprzedni 5
s ——————%;

= z?e” — [2ze*dr = 2%e” — 2 [we*d e’ —2(ze” —e")+C =

przyktad
= e%(2? — 2x + 2) + C. W tym przykladzie skorzystaliémy z wyniku uzyskanego

w poprzednim. Widaé, ze postepujac analogicznie mozna oblicza¢ calki z funkcji

z3e”, z%e® itd. — jednokrotne calkowanie przez czesci obniza stopiert wielomianu,

przez ktory mnozymy funkcje wykladnicza o 1, wiec wielokrotne pozwala na pozbycie
sie go, czyli sprowadzenie problemu do obliczenia catki [ e®dx, a z tym juz umiemy

sobie poradzi¢. B

tkuj
Przyklad 9.11  [ze’*dx = [z (le?’x)/ dx %%xe% — 3 [(x)'e*dx =

3 .
przez czescl

%xeg’m — % f 3 dr = %xeg’m — %(33“’” + C' — ostatnie calkowanie przez podstawienie

(y = 3x) potraktowaliSmy juz jako na tyle oczywiste, ze nawet tego specjalnie nie

zaznaczyliSmy. B

Przyklad 9.12 [ zcos(5z)dr = [z (%sin(5z)) da _ catkujemy

przez czesci

1

= tzsin(5z) — 1 [(x) sin(5z)dz =

5

= txsin(5z) — £ [sin(5z)dz = tzsin(bz) — £ (—1 cos(5z)) + C =
= tasin(5z) + 5= cos(5z) +C. W

catkujemy

1
Przyktad 9.13  [Inzdz zlnz — [2d(lnz) =zlne — [z—dz =
x

przez czesci
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:mlnm—/dx:xlnx—x—i—C. [ |

Przyktad 9.14  [arcsinzdx _collwjeny . arcsin z — [ zd(arcsinz) =

przez czedci

y:l—m2
dr ———
\/1 z? dy=—2xdx
—1/2

= zarcsinz — [z x arcsinz + %f\/%gdy:

= zarcsinz + & [y~ '/?dy = varcsinz + myu(—m) +C =

= g arcsinx + (1 —:1:2)1/2 4+ C =zarcsinz +v1—224+C. 1

Przyklad 9.15 [ 325 ==—— [L.1dy=llfy|+C=3nf2z -3+ C. m
y=2xdx

Mozna spodziewac sie, ze wyrazenie
T _ A B

x+2 Aby I'OWIlOSC —2+3x+2 = 37_+1 + m_—|—2

B(x + 1) dla wszystkich liczb rzeczywistych = # —1, —2.* Wobec tego musi by¢

A+B=1i2A+B=0,wiec A=—-11 B =2. Mamy wiec
T —1
f x2—|—3x—|—2d‘r = f a:_—i—ldx +f:c_—|—2dx -
~lnjz+1]+2jz+2/+C =l &2 1 C. m
W ostatnim przykladzie skorzystaliémy z tego, ze funkcja wymierna jest suma

z . p . A
773,93 Jest suma ulamkow postaci 15 oraz

mialta miejsce musi by¢ = = A(x + 2) +

utamkéw prostych. Pokazemy na kilku przykiadach jak ta metoda dziala.

(22 422+2) (z—2)+22+4
dr = f r24+2x+2 dx

_ 2(z+2) _ 1.2 2142 2 =
—f(x_2+m> dr = 32° =20+ [ 505 dr + [ gepgays do

catkujemy

Przyklad 9.17 f m

2 +22+2)’
= j2? = 22 + [ AT do + [ ey d(a + 1)

przez podstawienia

= 2% — 204 In(2? + 22 + 2) + 2arctg(z + 1) + C.
To wyglada troche na stosowanie jakich$ sztuczek. Tak jednak nie jest. Mozna bylto
przewidzie¢ jak beda wyglada¢ utamki proste, ktérych suma bedzie dana funkcja wy-
mierna. Stopien licznika jest o jeden wiekszy niz stopienn mianownika, wiec powinien
wystapi¢ wielomian stopnia pierwszego oraz utamek, ktorego licznik jest wielomianem
stopnia nie wiekszego niz 1, a mianownik réwny jest z2 + 2z + 2. Mozna wiec bylo
#‘;H =ar+0b+ % . Po pomnozeniu przez mianownik
otrzymujemy réwnosé¢ z° = (ax + b)(2® + 2z +2) + pr + ¢ =

sprobowaé napisac

= ax® + (2a + b)2? + (2a + 2b + p)xr + (2b + q). Z réwnosci wielomianéw wynika

réwnos¢ ich wspétezynnikéw przy odpowiednich potegach zmiennej x. Musza wiec

* W rzeczywistosci poniewaz funkcje x oraz A(z+2)+B(xz+1) sa ciagle we wszystkich punktach, w
tym w punkcie x=—1 i w punkcie x=—2, réwno$¢ musi mieé¢ miejsce réwniez dla z=—1, —2.
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by¢ spelnione réwnosci 1 = a, 0 = 2a+b, 0 = 2a +2b+p oraz 0 = 2b+ q.
Otrzymalismy uktad czterech rownan z czterema niewiadomymi. Teraz trzeba go roz-
wiazaé, co w tym przypadku nie stanowi zadnego problemu: a +1 b = —2a = -2,
p=—2a—2b=2 iwreszcie ¢ = —2b = 4. Pbzniej po prostu obliczyliémy pochodna,
mianownika i zapisaliSmy licznik w postaci stata- pochodna mianownika+ inna stata,

co utatwilo ostateczne obliczenie catki. B

Przyktad 9.18  Obliczymy [ 1Jrﬁdzzc. Zaczniemy od rozktadu na utamki pro-
ste. W tym celu przedstawimy mianownik w postaci iloczynu wielomianéw stopnia
nie wiekszego niz 2. Mamy z* + 1 = (22 + 1)2 — 22?2 = (2% 4+ 1)2 - (gc\/E)Z =
(22 = 2v2+1) (22 + 2v2+ 1) . Teraz znajdziemy liczby rzeczywiste a, b,c i d,

takie ze dla kazdej liczby rzeczywistej = zachodzi réwnosé
1 ar +b cr +d

= + .
T+a2*  22—-2v2+1 2242241
Mnozac te réwnoéé przez 1+ x*, skracajac co sie tylko da i porzadkujac otrzymu-

jemy:
1= (az+b)(2x®+2vV2+ 1)+ (cx +d)(2? —2vV2+1) =
=b+d) +z(a+bV2+c—dv2)+2? (b+av2+d—cv2) +23(a+c).
Poréwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach zmiennej x stwierdzamy, ze
b+d=1, atc+(b—-d)vV2=0, b+d+(a—c)V2=0, a+c=0.
Mamy cztery réwnania i cztery niewiadome. Poniewaz a+c¢ = 0 (réwnanie czwarte),
wiec z drugiego rownania mozemy wywnioskowac rownosé b = d, a z niej i z rOwnania

. . . _ _ 1 , . . o . . . ’
pierwszego wynika, ze b = d = 5. Z réwnania trzeciego i juz uzyskanych wynikéw

wynika, 7ze a = —c = —— . Wobec tego zachodzi réwnosé
—1 1 1 1

T+at 22 2241 2242241
Teraz wystarczy scatkowaé oba sktadniki. Scatkujemy drugi, bo ma lepszy wyglad

zewnetrzny (mniej minuséw). Mamy
N \/_/ 22 + 2v/2 ﬂ/(w2+xf+ 1)’ +f
—=vs _Z de = —
m2+x\/_+1 2+ V241 22 +av2+1
\/_/x+x\/_+1)d+1/ 1
x —_— —
22+ 172+ 1 4 ) 22+ 2241

:\g_l (x —|—x\/_—|—> le/( 11 dr =

x+7§)2+%
= 821 (x +av2+1 ) 1/(x\/_+21) dr =

16
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:?ln(:f—i—xﬁ—i—l)—f— d(x\/§+1):

1 / 1
2v2) (zv24+1)" +1

V2 ) 1
= —1 2+1
S n(I er\/_+>+2\/§

Teraz mozna obliczy¢ druga catke w taki sam sposéb, ale nie ma takiej potrzeby.

arctg (:c\/i + 1) +C'.

1 1
A dp —U==2
22 — V241 du=—dz

1 1
_ [ astta o V2, ~
_/u2+u\/§—|—1( du) = 3 1n<u —I—U\/§+1>

Wystarczy zauwazy¢, ze /

2\1/§ arctg (U\/§ + 1) +C =

:_gln<x2—x\/§+1>—2\1/§arctg<—x\/§+1)—|—02
V2

:—?1n<x2—x\/§+1>+%arctg<x 2—1)-1—6’.

Dodajac obliczone calki otrzymujemy

/ Lo _\/51 2+ 2vV24+1

1
xr = —1In +
1+ 24 8 a2 —_gvV24+1 22

W ten sposéb zakonczyliSmy obliczenia.

(arctg (:U\/i—l— 1) +arctg (a:\/§— 1)) +C'.

Pokazemy jak mozna to zrobi¢ nieco krécej. Zauwazmy, ze
r  1/1- x? i 1+ 22
1+t 2\1+2* 1+42%)°

: o . [1—2a? 14 22
Wobec tego mozna obliczy¢ dwie calki: dx oraz 7 dx. Mozna je
14z 1+ a4

oczywiscie obliczy¢ rozkladajac funkcje podcatkowe na utamki proste, ale nie jest to

konieczne. Zachodza réwnosci

1—2? m—g -1 d(CC + %) y=z+1/x dy
cde= [ P de—— [ EETLL e[ W
1+x +x ($+l) 9 dy=1-1/22 ys —2

2\/_ (y+f yl\/_> 2f<1n|y+f| 1n|y—\/§|+0>:
CE+;+\/§ 1 22 422+ 1

1 1
y—i—\/_ In 1 +C = In
l‘—i-g—\/i

In

RN y— \/_ T 2V2 2V/2 932—:1:\/§+1+C

Pierwsza calka zostala znaleziona. Teraz zajmiemy sie druga.

/1+a:2dx:/ $_12+1 da::—/ d(a:—%) y=z—1/2 / dy _
1+ 24 14 2 ( 1>2 ) dy=1+1/z2 y? 42
+

2
x  —

y
75) _==y/(VD) / dz 1
=arctgz+ C = —arctgz =
\/_/ %2dzdy/<f)\/_ V2
2

17
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1 . ( y ) 1 ; ( x 1 > e
= —arctg | == | = —=arctg | = — ——= .
V2 v2) V2 V2 zV2
Wobec tego otrzymujemy

d 1 1 1 1
/ .r4: nZ i hs + arctg(i——)—i—C.*
1+ 2\/' 22 —xvV24+1  2V/2 V2 zV2

Widzimy wiec, ze otrzymahsmy wynik nieco inny niz poprzednio! Mozna jednak

sie przekonaé, ze jest to ten sam wynik. Wystarczy skorzystac¢ ze znanego wzoru
a+b

arctg a + arctgb = arctg ( ) — by przekonaé sie o jego prawdziwosci wystarczy

obliczy¢ warto$¢ tangensa obu stron tej podejrzanej réwnosci korzystajac z tego, ze

tgla+ ) = % , a potem jeszcze troche pomeczy¢ sie z interpretacja rownosci

hrde = @In o2l o L (arctg (o2 +1) + arctg (0v2 - 1)) + C =

_ 1 3, 22+zv2+1
_2ﬁlnx27x\/§+1+2farctg(f f>+C

np. dla x = 0; wg drugiej wersji wzoru funkcja pierwotna w punkcie 0 okreslona

nie jest, wg. pierwszej jest, z cytowanych twierdzen ogélnych wynika, ze powinna
by¢ okreslona na calej prostej. PokazaliSmy wiec dwie metody, otrzymaliSmy na tyle
réznie wygladajace wyniki, ze niewielu studentow pierwszego roku stwierdzitoby, ze
to w istocie rzeczy ten sam wynik rézniacy sie jedynie zapisem. To dosy¢ czeste zjawi-
sko przy calkowaniu, ale nie bedziemy tych probleméw omawiac¢, zasygnalizowali$my

jedynie zjawisko. W

Przykiad 9.19 Obliczymy calke / dx . Mozna jak w przyktadach poprzed-

1+ at
nich przedstawi¢ funkcje podcatkowa w postaci utamkéw prostych, ale w tym kon-

kretnym przypadku widaé¢ od razu prostsza metode. Mamy bowiem

5 2 2
x —? 1 [y 1 1
/1+x4 R —— 2/1+y2 4 2/< 1+y2) Y

(1:2 — arctgxz) +C. n

DN | =

1
= §(y—arctgy)+0:

Przyklad 9.20 Obliczymy catke / e® sin 3z dz . Bedziemy calkowaé przez czesci

dwukrotnie.

1 1 1
/e% sin3zdr = 2 / (ezm)/sin 3xdr = 562$ sin 3x — 5/6236 (sin3z)" dz =
1 2x 3 2x 1 2x 3 2z\/
=3¢ sin 3x — 5/ cos 3r = 2€ sin 3x — 1 / (e ) cos3xdx =

1 3 3
= 562”” sin 3z — Zezw cos 3z + 1 / e** (cos 3x)" dx =

* Powinna wystapi¢ suma dwu stalych, ale to i tak jest dowolna stata, a raczej funkcja stala na kazdym
przedziale zawartym w dziedzinie, wigc nie ma potrzeby zmienia¢ oznaczen.
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= %(221 sin 3x — ze% cos 3x — z / 2% sin 3z dx .
W kilku przeksztalceniach sprowadzilismy obliczanie calki [ €** sin3zdxz do oblicza-
nia tej samej calki! To nie jest bez sensu wbrew pozorom: uzyskaliSmy rownanie,
w ktorym niewiadoma jest poszukiwana catka. Starczy je teraz rozwiazaé¢. Otrzymu-
jemy réwnosé

2 3
2r _: _ 2x _: . 2x
/e sin3xdx = —136 sin 3z —136 cos3x +C

Stalej C' w réwnaniu nie bylo, ale teraz musi sie pojawi¢. Réwnos¢ calek nieozna-
czonych oznacza jedynie, ze réznica miedzy tymi funkcjami pierwotnymi jest funkcja,
lokalnie stala, wiec gdy wszystkie caltki znajduja sie po jednej stronie rownosci trzeba

dopisa¢ C' po drugiej stronie tej rownosci. B

Przyklad 9.21 [ V4 +2%dz r=2tgt 2 [VA+4tg?t(1 +tg?t)dt =

dr=2(1+tg? t)dt
=sint
= 4f \/ ﬁ (coi2t) dt = 4f Coi3tdt - 4‘[ CC(jo:ltt dt = 4‘[ 1 Cscl)lslt t)2 dyy:costdt
2
_ d _ 1 1 _ 1 _
=4 e = (fﬁﬂ) dy—f((l 7 2Ty y1+y+W) =
=/ <(1 7 Ty T 1+y + (1+y)2> -
=/ ((1 —y) T2+ (1-y) Q)T (1 y)‘2> dy =

==y =Inl-yl+l[l+yl-1+y) " +C =25 +In ‘

Wypada powrdci¢ do zmiennej x. Podstawialismy x = 2tgt. Mozemy oczywiscie

zaklada¢, ze |t| < 7, bowiem kazda liczbe x mozna przedstawi¢ w postaci 2tgt

wybierajac liczbe ¢ z przedziatu (-3, 5 ). Ten wybdr liczby ¢ gwarantuje, ze cost >

0, z czego zreszta juz raz skorzystaliSmy. Mamy wiec

L= 1+tglt =1+ 2 =L1/i+a2.

Stad wnioskujemy, ze zachodza réwnosci —4y = 280t — 9oy 1 — 1.0 /1432,

1—y cos? t cost 2

Mamy rowniez

2 in
i [ 1| = i 3 0 g (G20° ) Biine
:21n(cost+tgt)—21n(v4+x + )

Ostatecznie f\/4+$2d$:%'90~*/4—|—x2+2ln<‘/4;7+§>+C_

Te réwnos$é mozna uzyskaé¢ nieco szybciej stosujac tzw. podstawienia Eulera.
Podstawimy y —x = Va2 + 4, czyli 4> — 22y =4, tzn. v = ¥

dr = d(y _4) = d<%—%) = (%4—?%) dy . Wobec tego

22;4 . Wynika stad, ze
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2y
+2ln|y|——+c ($+\/I2 ) —1—2111(96—1—\/332 ) (+\/5327+4)2+C:
—%(m—i—\/:ﬁ )—l—21n(x—i—\/x2 )__(,/4_1_332_@ +C =
= 1oVa? 144 2In (z + Va2 1 4) + C.

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze ten wynik i poprzednie réznia sie jedynie o stala. B

fmdx:f(y_[ﬁ])(;+%)dy:f[y+41 dy=[[4+2+4]dy=

Ogdlnie rzecz biorac wyrazenia zawierajace jeden pierwiastek kwadratowy z wie-
lomianu pierwszego lub drugiego stopnia mozna scatkowaé stosujac jakies podsta-
wienie trygonometryczne, jak w tym przykladzie, lub podstawienia Eulera lub tez
podstawienia hiperboliczne. To sa zamienne metody. W niektérych sytuacjach jedne
daja wynik szybciej niz inne, ale ktore to zalezy od calkowanej funkcji. Opowiemy o

tym nieco dokladniej niebawem.

Definicja 9.28 (wielomianu i funkcji wymiernej dwu zmiennych)
Jesli wo,wy,...,w, sa wielomianami zmiennej x i

to funkcje P nazywamy wielomianem zmiennych x,y. Jedli funkcje P, Q) sa wielo-

P(z,y)

Oty » to funkcja R nazywana jest funkcja

mianami zmiennych z,y i R(z,y) =

wymierng zmiennych z,y. B

Jedli R jest funkcja wymierng dwu zmiennych i

b 0, to calke postaci
d

i R(m,,/%) dr mozna sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej podstawiajac
d —b

—C

2w

mdw i wobec

_ ax+b _ dw?-—b _
w o= \/og- Wtedy x = < T o Zatem dr = ’

tego

2— —
Rz lax + b da:z/R dw b,w _ d b
cx +d —cw? +a —c a

Jesli R jest funkcja wymierna dwu zmiennych to catke [ R(cosz,sinx)dz moz-

2w

e dw.
(—cw? + a)? v

na sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej podstawiajac ¢t = tg 5. To podstawie-
cos? %—sin2 5 1—t2
cos? Z4sin? £ T 1412

nie nazywane jest uniwersalnym. Korzystamy ze wzoru cosx =

— w ostatnim kroku podzieliliémy licznik i mianownik przez cos? Z . Podobnie otrzy-

. , . __ 2sinjcosy
mujemy wzor SInx — cos? ””—i—st z — 1+t2 .

Wreszcie z wzoru x = 2arctgt wynika,

dt, zatem

. 1—t* 2t 2
/R(cosx,81nx)dm:/R<1+t2;1+t2> 1+t2dt'
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Znéw R jest funkcja wymierna dwu zmiennych. Teraz zajmiemy sie catka

/R(m,\/(aa@2+bx+c)> dx .

Dobierajac odpowiednio liczby p,q i podstawiajac z = py + ¢ mozemy sprowadzic¢

catke do jednej z trzech postaci

/R(y, V2 +1)dy, /ﬁ(y, V2 —1)dy, /R(% V1—y?)dy,

gdzie R oznacza odpowiednio dobrang funkcje wymierna dwu zmiennych. W pierw-

1

coso s W trze-

szym przypadku mozemy podstawi¢ y = tga, w drugim — y =
cim — y = sina. We wszystkich trzech przypadkach problem zostaje sprowadzony
do znalezienia calki z wyrazenia wymiernego zmiennych cosa i sina. To jedna z

mozliwosci, ale sg inne. Korzystalismy tu z réwnosci cos? o + sin?a = 1 lub jej wa-

1
cos? a

tzw. funkcji hiperbolicznych.

riantu 1+tg?a = i dzieki temu mozna uwolni¢ sie od pierwiastka. Mozna uzy¢

Definiowane one sa tak: coshz = cos(iz) = 3 (" + e~ ")) = L(e® +¢72) i
sinha = —isin(iz) = —ig (e 4+ e~ (@) = L (e® — e~%) . Z tego okredlenia wynika
natychmiast, ze

cosh?  — sinh? z = cos?(ix) — (—i)?sin’(iz) = cos?(iz) 4 sin?(iz) = 1.
Mamy tez (coshz) = (cos(im))/ = —isin(iz) = sinhz, (sinhz) = (— isin(i:c))/ =
= —i-icos(iz) = coshx. Wynika stad, ze w calce [ R(y, /y* + 1)dy podstawienie
y = sinh ¢ doprowadzi do zlikwidowania pierwiastka:
[ R(y,\/y2 +1)dy = [ R(sinht,cosht)coshtdt,
a w calce [ R(y, \/y27—1) dy pierwiastek zlikwiduje podstawienie y = cosht:
[ R(y,/y*> —1)dy = [ R(cosht,sinht)sinhtdt.
Oczywiscie nalezy przy pierwiastkowaniu zwraca¢ uwage na znaki, czego nie robimy
w tym momencie w ogdle.
Teraz kilka stéw o podstawieniach Eulera, ktére s jeszcze innym narzedziem

pozwalajacym na pozbycie sie pierwiastkéw kwadratowych z wielomianéw kwadra-

towych. Zajmuje sie jak poprzednio catka [ R (m, V/ (az? + bz + c)) dz . Rozwazymy
trzy przypadki, ktére nie wykluczaja sie wzajemnie.

Pierwszy przypadek to a > 0. Definiujemy nowa zmienna wzorem t — xy/a =
=Vaz? + bz + c¢. Mamy wiec t? — 2zt\/a + azx? = az? + bx + ¢, czyli = = %,

2t(2t\/a+b)—2/a(t?—c) dt — 2t2\/a+2tb+2¢c/a)
(2ty/a+b)? o (2tv/a+b)?

zatem dx = dt . Mozemy wiec napisac
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2tf+b’ T 2t\a+b (2t\/a+b)?
Oczywiscie taki sam sukces osiagniemy podstawiajac w tym przypadku ¢ + xv/a =
Vaz? +br +c.

Drugi przypadek to ¢ > 0. Teraz podstawmy tz — /¢ = Vaz?+br+c. Z tej
2t\/c+b

t2—a

[ R (1‘, V/ (az? + bz + c)> de= [ R < e e ) 267 Vat2thi2e\/a) gy

réwnoéci wynika, ze t?z? — 2tz\/c + ¢ = ar® + bx + ¢, czyli x = , wiec

dx —2% dt i wobec tego

fR (:v, \/ ax? + bx + c)) dr = _2fR <2t\/5+b $20/etb \/E> t \/(;jbi:)rg\/ gt

t2—a 7 t?—a
Trzeci przypadek to sytuacja, w ktérej wielomian ax? + bz +c ma pierwiastki rzeczy-

wiste a, 3. Wtedy az? + bz +c = a(z — a)(z — 3), wiec (z doktadnoscia do znakéw,

co zalezy na ogdlt od przedziatu) otrzymujemy vaz? +bx +c = (z — ),/ i:g , CO

jak wiemy, mozna sprowadzi¢ do calki z funkcji wymiernej za pomoca podstawienia

t = /a2=5

r—a ’

Podamy teraz jeden przyklad catkowania za pomoca podstawien Eulera. Szukaé

bedziemy [ x2v/x2 — bz + 6dx . Zastosujemy najpierw pierwsze podstawienie Eulera.

Przyjmujemy ¢t —x = Va2 — 5z + 6, czyli t?> —2tx = —5x+6, tzn. = = Mamy
wiec dr = 2% dt . Stad wynika, ze

LS8 gy — 9 | (1t2—6)2(t2 5t46)° gy

2_
[a*Va? — bz +6de =2 [ (L= 2) —3 6)(2,5 5)2 2t—5/) ~ (2t—5)3
ZQfW(t—i) +5(t—3) + 3Pt - 3)* — 3JPdt =

= BP0 - D) 2s( - ) - § - gty - w4l

2

+ 32(t 5y + 256(t—5)5} dt =
=t =)+t =3P+ 5t -3 —5(t—3) — st — 3|+
5\—1 25 5\—2 5 5\—3 1 5\—4
+ 128(t 5) 512( _5) - 1536(t_§) - 16384(t_§) +C.

Teraz to juz wiladciwie koniec, wystarczy podstawi¢ t = x + v/22 — 5z + 6, nieco
uprosci¢ i juz. Widzimy wiec, ze to wyrazenie jest dosy¢ diugie i niekoniecznie musie
to by¢ najlepsza metoda na znalezienie tej calki. Sprébujemy nieco inaczej. Nalezy
pamietaé, ze warto sprowadzac¢ tréjmian kwadratowy do postaci kanonicznej. Niech
u =2z — 5. Wtedy

PV Br T 6= (w5)? . [uts b 6 1y 5)2 . a1
Prowadzi to do wzoru fo\/x2—5:I:—|—6da::1—6f(u—|—5 -vVu? — 1du, co wyglada

lepiej od poprzedniego wyrazenia, bo wyrazenie pod pierwiastkiem jest prostsze. Do

znalezienia sa calki

Ju? Vu? —1du, Ju-vu?—1du i [Vu? —1du.

Zaczniemy od $rodkowej, bo jest najlatwiejsza:
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Ju-vVu2—Tdu=3 [(u® - 1)12d(u® — 1) = $(u® — 1)3/2 + const.

Teraz zajmiemy sie trzecia calka stosujac podstawienie Eulera. Przyjmiemy
t—u=+vu2—1,czyli * +1=2tu, zatem u=3(t+ 1), du=3[1— %]dt.
Wtedy

f\/u2 Tdu= [[t—2¢+D)] -0 —L)de =1 [ CD g = 1 [ 241 4 43]dt =

1[t? —4Int — t2] 4 const = 8t21——1nt+const—

:%-w——ln(u+\/1¢27)+const— — 2 — L n(u+vu2 — 1)+ const =
= “72 — %(u—+vu2 1) — IIn(u+ vu2 — 1) + const =

= %\/u27—— 2In(u+ Vu2 —1) 4 const.
Zostala jeszcze pierwsza z tych trzech calek. Mozemy scatkowaé przez czesci:
qu-\/mdu:%( 2 1)3/2 _ f 3/2du—3(u2— 1)3/2 —

3fu DY2du+ % [(u® —1)"2du,

zatem
4LfZL 1/2du —’%(UQ )3/2_% j‘ 1/2dU'_
=% -1)%?+1 [%\/ —1— 3 In(u+ vu? —1)] + const.
7 tego wzoru otrzymujemy réwnoscé
Ju?(u? = 1)V2du = %(u? — 1)%2 + tuv/u2 — 1 — L In(u + Vu2 — 1)] + const.
Pozostaje powroéci¢ do zmiennej x .
fx2\/ 2 —bx+6dr = %f (u+5)? - Vu2 —Tdu= & (u? —1)3? + Touvu? —1 -
— s In(u+vu? = 1))+ 2 (u? —1)32+ Bu(u? —1)1/2 - 2 In(u+vu® — 1) +const =
= B = 1Y F 0 = 1P + Bu(u? — 1)Y2 — 8 dn(u+ Vi = 1) + const =
= 225(2% — 5z +6)%% + 2 (2% — 5w+ 6)%/% + 2 (22 — 5) (2 — 5w + 6)1/% —
- %ln( x —5+42Vx? — 5z + 6) + const.

No i w koncu otrzymalismy wynik.

Zastosujemy jeszcze podstawienie hiperboliczne. Niech z = %(5+cosh s). Wtedy
22 —5r 46 = (a:— 3)2 —%1 = %(cosh2 s— 1) = % sinh? s. Oczywidcie dz = %sinhsds,
zatem
[ x? Va2 = bz + 6dx = 5 L[ [5+coshs] sinh? sds =
= - [[25 4 10cosh s + cosh” s] sinh” sds =
= i [ [% (cosh(2s) — 1) +10 coshssmh2 s+ isinh2(2s)] ds =
= 22 5inh(2s) — 25+ smh3 S+ =5 smh(48) — == + const =

64 512 128

_ 25 _ ﬂ 3 1 3 1 3 .
= 33 sinh s cosh s SR smh s+ 128 sinh s cosh” s + 128 sinh® s cosh s + const =

:%(255—5)\/m_%hﬂ(g;_g+m)+g(xz_5w+6)3/g+
+ £5(22 = 5)(2? — 52 + 6)3/2 + &1 (22 — 5) - Va7 — 52 + 6 + const.

Nie twierdzimy, ze ktoras z tych metod jest akurat najkrotsza, ale chcieliSmy
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pokazac, jak moze wyglada¢ stosowanie réznych podstawien na stosunkowo prostym
przykladzie. Mamy nadzieje, ze to przekona czes¢ studentéw o koniecznosci nabycia
pewnej wprawy rachunkowej. Nie chodzi o klaséwki lub egzaminy, chodzi gtéwnie
o to, by by¢ w stanie w razie potrzeby przeliczy¢ rézne rzeczy, a pamietaé trzeba, ze
programy komputerowe pisuja ludzie, ktérzy cos maja na mysli, niekoniecznie akurat
problem, ktéry nam przyjdzie rozwiazaé . ..

Doda¢ nalezy, ze przedstawione przyktady nie wyczerpuja tematu, nie omowili-
smy tu wszystkich popularnych sztuczek stuzacych do znajdowania funkcji pierwot-
nych, ale mamy nadzieje, ze przedstawione przyklady stanowia w miare sensowna,
ilustracje najprostszych metod.

Teraz pokazemy kilka twierdzen i nieco zastosowan calek.

Twierdzenie 9.29 (o poréwnywaniu calek)

Jedli funkcje f i g maja funkcje pierwotne na przedziale [a,b] i dla kazdego = € [a, b]

b b
zachodzi nieréwnosé f(x) < g(z), to réwniez / flx)dr < / g(x)dzx.

Dowéd. Niech F' i G oznaczaja funkcje pierwotne funkcji f i g. Mamy
G'(z)—F'(z) = g(x) — f(z) > 0, zatem funkcja G — F' jest niemalejaca. Wobec tego

b b
/w@m—/fmm=0@—m@—(

!
—~
=
~—
|
!
—~
S
~—
S~—
I

Twierdzenie 9.30 (o wartosci Sredniej)
Niech f:[a,b] — IR bedzie funkcja ciaglta. Wtedy istnieje liczba ¢ € [a,b], taka zZe

zachodzi réwnosé
b
t/f@ﬂx:ﬂ@w—@.

Dowdéd. Wynika natychmiast z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej za-

stosowanego do funkcji pierwotnej funkcji f. B

Definicja 9.31 (wartosci $redniej funkcji.)

Liczbe 7 f; f(z)dz (= f(c)) nazywamy wartoscia Srednia funkcji f. m

Mozna mysleé, ze jesli funkcja f przyjmuje jedynie warto$ci dodatnie, to liczba
ﬁ ff f(x)dz jest wysokoscia prostokata o podstawie b—a, ktérego pole réwne jest
»polu pod wykresem” funkcji f. Jesli f(z) oznacza predko$¢ w chwili z, to wtedy

ﬁ f: f(x)dz oznacza iloraz przebytej drogi f; f(x)dz* przez czas b — a zuzyty

* Przypomnijmy, ze jesli F(z) oznacza polozenie poruszajacego si¢ punktu w momencie z, to f(z)=
F’(x) oznacza predkosé w tym momencie, méwiliémy o tym przy okazji definicji pochodnej funkcji
jednej zmiennej.
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na jej przebycie, czyli $rednia predko$¢ w tym ruchu. Nastepne przyktady, ktore
motywuja te definicje pojawia sie niebawem i czytelnik z pewnoscia je dostrzeze.

Nastepne twierdzenie jest bardzo tatwe i bardzo czesto stosowane.

Twierdzenie 9.32 (o addytywnosci calki wzgledem przedziatu)

Jedli a < ¢ < b i funkcja f ma funkcje pierwotna na przedziale [a,b], to zachodzi

/abf(x)dm:/acf(x)dac+/cbf(m)dx.

b
Dowdéd. Niech F' oznacza funkcje pierwotng funkeji f. Wtedy / flx)dxr =

rownosé

c b
F(b)—F(a),/ f(:l:)d:)::F(c)—F(a)i/ f(x)dx = F(b)— F(c). Z tych réwnosci

teza wynika natychmiast. B

Punktem wyjscia do wielu zastosowan catki jest

Twierdzenie 9.33 (o sumach Riemanna)
Jedli funkcja f:[a,b] — TR jest ciagla, to dla kazdej liczby & > 0 istnieje liczba
0>0,takazejezeli a=zrg <1 <2< ...<Tp_1<Tp,=0b, ;1 <t; <x; oraz

T, —xri_1 <6 dlai=1,2,...,n, to zachodzi nieréwnos¢

<eg.

b
/ f(x)da — (f(tn(xl — 20) + f(ta) (w2 — 21) + .o+ F(ta) (@0 - xm))

Dowéd. Poniewaz funkcja f jest ciagla na przedziale [a,b], wiec na kazdym
z przedziatéw [r;_1,x;] przyjmuje kresy. Niech m; oznacza kres dolny funkcji f na
przedziale [x;_1,x;], a M; — gérny. Wobec tego dla kazdego x € [z;_1,x;] zachodzi

nieréwno$é m;_1 < f(x) < M;. Wobec tego, na mocy twierdzenia o poréwnywaniu
T;

calek zachodza nieréwnosci: m;(z; — x;-1) < f@)de < M;(x; — z;—1) dla
Ti_1

1 =1,2,...,n. Dodajac te nieréwnosci stronami i korzystajac z twierdzenia o addy-

tywnosci catki wzgledem przedziatu otrzymujemy

n b n
Zmi(wi_wi—l) S/ f(w)d-rSZMi(iCi—%—ﬂ-
i=1 a i=1

Poniewaz f jest ciagla na przedziale domknietym [a, b], wiec jest jednostajnie ciagla,

czyli dla kazdego € > 0 istnieje taka liczba § > 0, Ze z nieréwnosci |[t—s| < § wynika

nieréwnosc |f(t) — f(s)| < 3= . Wobec tego jesli z; —x;_1 <, to M; —m; < 5=

a
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dla wszystkich 7. Stad od razu wynika, ze

n

Z (Mz — mz) (CCZ — xi—l) < b f a Z((Ez — (L‘i_l) =ec.

i=1 =1

Stad teza wynika natychmiast: obydwie liczby Z f(ti)(x; — xi—1) oraz fab f(x)dx
i=1

n n
leza miedzy sumami Zml(mz — i) i ZMZ(IZ — x;_1), ktérych réznica jest

i=1 i=1
mniejsza od €. Dowdd zostal zakonczony. B

n n
Sumy Z mi(x;i—x;—1) 1 Z M;(x;—x;_1) nazywane sg dolna, i gérna suma Dar-
i=1 i=1

n
boux, suma Z f(t;)(x; —x;—1) — suma Riemanna. Istnieja funkcje nieciagle, ktére
i=1

maja funkcje pierwotne, czyli sa catkowalne w sensie Newtona, dla ktorych teza twier-
dzenia o sumach Riemanna nie zachodzi. Przykladéw podawac nie bedziemy, zaintere-
sowany czytelnik moze je znalezé w pozycjach obszerniejszych, np. we wspominanym
juz drugim tomie ksigzki G.M.Fichtenholza, ,,Rachunek rézniczkowy i catkowy”. Po-

damy jednak definicje catkowalnosci w sensie Riemanna.

Definicja 9.34 (funkcji calkowalnej w sensie Riemanna)

Funkcja f:[a,b] — TR jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba rzeczywista I, ze dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba
0 >0,zejezeli a =29 <21 <22 < ...<xp1<xp=0"b, ;.1 <t; <ux; oraz

r;—xi_1 <0 dlai=1,2,...,n, to zachodzi nieréwnos¢

‘I— (f(tl)(:vl —x0) + f(t2) (w2 — 1) + ...+ f(tn)(zy —xn_l))’ <e.

Liczba I nazywana jest wtedy caltka Riemanna funkcji f na przedziale [a,b] i ozna-

b
czana symbolem/ f(z)dx. m

7 twierdzenia o sumach Riemanna wynika, ze funkcje ciagle sa catkowalne w
sensie Riemanna i ze ich catki Riemanna oraz Newtona to te same liczby. Stosowanie
tego samego symbolu jest wiec w pelni uzasadnione tym bardziej, ze mozna udo-
wodnié, ze jesli funkcja (nieciagla) jest catkowalna zaréwno w sensie Riemanna jak

i w sensie Newtona, to obie calki sie pokrywaja.
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Prosty dowéd niewymiernosci liczby =«

Michat Krych, artykulik z ,,Delty”

W 1761 roku niemieckiemu matematykowi, J.H.Lambertowi udato sie udowodnic,
ze liczba 7 jest niewymierna. Jego dowdd wykorzystywat tzw. utamki tancuchowe.
Podobny dowdd znalazt nieco pézniej Francuz A.Legendre. Okoto dziewieédziesieciu
lat pézniej J.Liouville sformutowal i udowodnil twierdzenie, ktére pozwolitlo wskazaé
konkretne liczby przestepne, tj. takie, ktére nie sa pierwiastkami zadnego niezero-
wego wielomianu o wspoélczynnikach catkowitych. Po uplywie niewielu lat C.Hermite
udowodnil, ze jedna z najwazniejszych liczb w matematyce, liczba e jest przestepna,
a wkrotce F.Lindemann wykazal, Zze znana od starozytnosci liczba m rowniez jest
przestepna.Tym samym, okazalo sie, ze kwadratura kota nie jest wykonalna. O ile
mi wiadomo, okolo 1956 roku I.Niven wzorujac sie na wspomnianym wyzej dowo-
dzie Hermite’a, podal dowdd niewymiernosci m wykorzystujacy jedynie najprostsze
wlasnoéci calek, znane jeszcze niedawno uczniom szkot $rednich. Jego rozumowanie
przytoczymy ponizej.

Zalézmy, ze ™ = b , gdzie p oraz q oznaczaja liczby naturalne. Zdefiniujmy ciag
q

n s
Cp) Wzorem c, = — x(m — x)|" sinxdxr . Wykazemy, ze
|
n! Jo
1° lim ¢, =0;
n—oo

2° ¢, > 0 dla kazdej liczby naturalnej n;

3° ¢, jest liczba catkowita dla kazdej liczby naturalnej n .
Oznaczaé to bedzie, ze przyjete zalozenie, ze ™ = b prowadzi do sprzecznosci,
q
bo ciag dodatnich liczb catkowitych nie moze by¢ zbiezny do liczby 0.

Udowodnimy wlasnosci 1°, 2° i 3° ciagu (cy).
2
Jesi 0 <z <7, to z(m—x) < T i sinz > 0, zatem zachodzi nieréwnosc:

2 n
T (%)% > fow[x(w — x)]"sinzdr > 0. Stad mamy 0 < ¢, < % <q%> . Poniewaz

a” 2
lim — = 0 dla kazdej liczby rzeczywistej a, np. dla a = —, wiec lim ¢, =0,
n—oo n/! n! n—o0
co konczy dowod wiasnosci 1°.

Caltkowana funkcja jest dodatnia wewnatrz przedziatu [0, 7], wiec calka z niej
na tym przedziale jest dodatnia, zatem ¢, > 0, co dowodzi, ze wlasnos¢ 2° rowniez

ma miejsce.

Wykazemy, ze wlasnos¢ 3° réwniez przystuguje ciagowi (c;,). Ten fragment ro-

27



Calki nieoznaczone Michat Krych

zumowania jest najdtuzszy. Niech w oznacza wielomian stopnia k. Pochodne funkcji
w sa wiec réwne 0 poczawszy od k + 1-€j, czyli w9 () =0 dla j > k+1 i dowol-
nej liczby . Zaczniemy od obliczenia catki nieoznaczonej [w(z)sinzdx. Calkujac
dwukrotnie przez czedci otrzymujemy:

Jw(z)sinadr = —w(x)cosz + [w'(z)coszdr =

= —w(z)cosz + w'(z)sinz — [w”(z)sinxdz.

SprowadziliSmy zatem problem do obliczenia catki [ w”(z)sinzdz , a wiec do tego
samego zadania z tym jednak, ze udalo sie¢ nam zmniejszy¢ o 2 stopien wielomianu,
przez ktéry wymnazamy sinus. Powtarzajac to rozumowanie wielokrotnie i biorac
pod uwage to, ze pochodne wielomianu w poczawszy od pochodnej k + 1-ego rzedu
zeruja, sie otrzymujemy wzor:

[w(z)sinzdr = cos z[—w(z) +w" (z) —w®(z) +...] +sinz[w (z) —w® (z)+.. ],

przy czym sumy w nawiasach kwadratowych sa skonczone, bo od pewnego mo-

mentu ich wszystkie sktadniki sa zerami. Niech w(x) = [z(m — z)]™. Oczywiscie
w(z) = w(m — ). Wobec tego w9 (z) = (—=1)/wW(r —z) dla j = 0,1,2,.... Jest
réwniez sin(0 = sinm = 0 oraz cos0 =1, cosm™ = —1. Do stwierdzenia catkowitosci

liczb ¢, wystarczy wiec, by liczby %w(O), q—Tw”(O), %w(4)(0), ... byly calkowite.

Zachodzi réwnos¢:
w(j)(g;) =

= (W"x” — (?)W“_lxn"'rl + (g)wn_2x”+2 — (Z)W"_3a:”+3 4+ (—1)"m2")(j) )
Jezeli 7 < n, to kazdy sktadnik sumy w(j)(a:) zawiera zmienna x z dodatnim
wykladnikiem, wiec w?)(0) = 0. Dalej mamy
w™(0) = nlr" | WD (0) = —(n+ D)!(})a" "L,

w2 (0) = (n+2)!1(5) 72 ,...,w(0) = (—=1)"(2n)! .

Jedli wiec ™ = g, to liczby %w(j)(ﬂ) sa catkowite dla kazdej nieujemnej liczby

catkowitej j. To stwierdzenie konczy dowdéd. W podobny sposéb mozna udowodni¢,

ze jesli cosr jest liczba wymierna, to r jest liczba niewymierna,.
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