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Przyk lad 7.1 Rozważymy sume↪ tzw. szeregu pote↪gowego, tj. szeregu postaci
∞∑
n=0

anx
n . Wykażemy, że jeśli dla pewnej liczby x0 6= 0 szereg

∞∑
n=0

anx
n
0 jest zbieżny

i |x| < |x0| , to szereg
∞∑
n=0

ann
kxn jest bezwzgle↪dnie zbieżny dla każdej liczby na-

turalnej k . Mamy bowiem
∞∑
n=0

|annkxn| =
∞∑
n=0

|anxn0 | · nk
∣∣x
x0

∣∣n . Ostatni szereg jest

zbieżny bo szereg
∞∑
n=0

nk
∣∣x
x0

∣∣n jest zbieżny, a cia↪g
(|anxn0 |

)
jest ograniczony, bo jest

przecież zbieżny do 0 (warunek konieczny zbieżności szeregu).

Wykażemy, że funkcja przypisuja↪ca liczbie x liczbe↪

∞∑
n=0

anx
n spe lnia warunek

Lipschitza w zbiorze {x: |x| ≤ r} , gdzie r ∈ (0, |x0|) . Za lóżmy, że |x|, |y| ≤ r .

Mamy wtedy
∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n −

∞∑
n=0

any
n
∣∣∣ =

∣∣∣
∞∑
n=1

an
(
xn − yn)

∣∣∣ =

= |x− y|
∣∣∣
∞∑
n=1

an
(
xn−1 + xn−2y + xn−3y2 + · · ·+ xyn−2 + yn−1)∣∣∣ ≤

≤ |x− y|
∞∑
n=1

n|an|rn−1 = |x− y| · 1
r
·
∞∑
n=1

n|an|rn .

Wykazalísmy wie↪c, że spe lniony jest warunek Lipschitza ze sta la↪
1
r ·

∞∑
n=1

n|an|rn

(zależna↪ od r !). Nie twierdzimy, że jest to najmniejsza sta la. Z tego, co udo-

wodnilísmy wynika, że funkcja przypisuja↪ca liczbie x liczbe↪

∞∑
n=0

anx
n jest cia↪g la

w każdym punkcie zbioru {x: |x| < |x0|}
Funkcje niecia↪g le pojawiaja↪ sie↪ w różnego rodzaju modelach matematycznych.

Nie be↪dziemy sie↪ nimi zajmować prawie wcale. Pierwszym naszym celem jest za-

znajomienie sie↪ z podstawowymi w lasnościami funkcji cia↪g lych określonych na po-

rza↪dnych dziedzinach. Z naszego punktu widzenia najporza↪dniejszymi możliwymi

dziedzinami sa↪ przedzia ly. Rozpoczniemy od intuicyjnie oczywistego twierdzenia na-

zywanego cze↪sto mylnie twierdzeniem Darboux. Wydaje sie↪, że pierwszymi, którzy je

udowodnili, zreszta↪ niezależnie, byli Bolzano i Cauchy.
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Twierdzenie 7.1 (o przyjmowaniu wartości pośrednich)

Jeśli f jest funkcja↪ cia↪g la↪ w każdym punkcie pewnego przedzia lu P i dla pewnych

punków x, z przedzia lu P zachodzi nierówność f(x) < C < f(z) , to mie↪dzy punk-

tami x i z znajduje sie↪ taki punkt y , że C = f(y) .

Dowód. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, że x < z . Niech

y = sup{t ∈ [x, z]: f(t) < C} .

Oczywíscie x ∈ {t ∈ [x, z]: f(t) < C} i z 6∈ {t ∈ [x, z]: f(t) < C} . Wobec tego

liczba y zosta la zdefiniowana poprawnie. Udowodnimy, że C = f(y) . Za lóżmy, że

tak nie jest. Wtedy albo f(y) < C albo f(y) > C . Z cia↪g lości funkcji f w punkcie y

wynika, że istnieje taka liczba δ > 0 , że jeśli |t−y| < δ , to |f(t)−f(y)| < |f(y)−C| .
W pierwszym przypadku oznacza to, że

f(t)− f(y) ≤ |f(t)− f(y)| < |f(y)− C| = C − f(y) ,

wie↪c f(t) < C , ale sta↪d wynika, że y nie jest ograniczeniem górnym rozpatrywanego

zbioru {t ∈ [x, z]: f(t) < C} . W drugim przypadku mamy

f(y)− f(t) ≤ |f(t)− f(y)| < |f(y)− C| = f(y)− C ,

zatem C < f(t) , ale to oznacza, że każda liczba M ∈ (y − δ, y) jest ograniczeniem

górnym zbioru {t ∈ [x, z]: f(t) < C} , wie↪c również w tym przypadku liczba y nie

jest jego kresem górnym. Dowód zosta l zakończony.

Typowym zastosowaniem twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich jest

wykazywanie, że funkcja cia↪g la w każdym punkcie przedzia lu, przyjmuja↪ca w pew-

nym punkcie tego przedzia lu wartość dodatnia↪, a w innym – ujemna↪, ma mie↪dzy tymi

punktami pierwiastek. Można go przybliżać skracaja↪c przedzia l dwukrotnie: spraw-

dzamy jaki znak ma wartość funkcji w środku przedzia lu i zaste↪pujemy wyj́sciowy

przedzia l dwa razy krótszym, na którego końcach funkcja przyjmuje wartości różnych

znaków. Daje to w miare↪ rozsa↪dna↪ metode↪ przybliżania pierwiastków.*

Ponieważ mówimy od czasu do czasu o wielomianach, wie↪c należy przypomnieć

definicje↪ funkcji wielomianowej.

Definicja 7.2 (wielomianu)

Wielomianem nazywamy funkcje↪ w : R −→ R (lub w : C −→ C ), dla której istnieja↪
takie liczby a0, a1, . . . , an , że równość w(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n ma

miejsce dla każdej liczby rzeczywistej (zespolonej) x .

Lemat 7.3 (o wspó lczynnikach wielomianowej funkcji zerowej)

Jeśli dla każdej liczby x zachodzi równość a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n = 0 , to

a0 = a1 = a2 = . . . = an = 0 .

* Istnieja↪ lepsze, ale bardziej skomplikowane.
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Dowód. Za lóżmy, że sn 6= 0 . Niech |x| > 1 + |a0|+|a1|+|a2|+···+|an−1|
|an| . Mamy wtedy

1 < |x| < |x|2 < |x|3 < . . . < |x|n−1 < |x|n . Sta↪d i z nierówności trójka↪ta wynika, że

|a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n| ≥ |anxn| − |a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1| ≥
≥ |anxn| −

(|a0|+ |a1| · |x|+ |a2| · |x|2 + · · ·+ |an−1| · |x|n−1
) ≥

≥ |anxn| −
(|a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an−1|

) · |x|n−1 =

= |an| · |x|n−1
(|x| − |a0|+|a1|+|a2|+···+|an−1|

|an|
)
> |an| · |x|n−1 > 0 , wbrew za lożeniu.

Wobec tego an = 0 . Jednak wtedy an1 = 0 itd. (indukcja).

Wniosek 7.4 (o jednoznaczności wspó lczynników)

Jeśli dla każdego x zachodzi równość

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n = b0 + b1x+ b2x
2 + · · ·+ bmx

m ,

to a0 = b0 , a1 = b1 , a2 = b2 , . . . (przyjmujemy, że 0 = an+1 = an+2 = an+3 = . . .

i 0 = bm+1 = bm+2 = bm+3 = . . . )

Dowód. Przyjmujemy c0 = a0−b0 , c1 = a1−b1 , c2 = a2−b2 , . . . . Po przeniesieniu

wszystkiego na lewa↪ strone↪ otrzymujemy równość c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n = 0 ,

która zachodzi dla każdego x . Wynika sta↪d, że 0 = c0 = c1 = c2 = · · · , a to

stwierdzenie jest równoważne tezie.

Uwaga 7.5 (o s labszych za lożeniach)

Na GAL-u pojawi sie↪ (lub już pojawi l sie↪) tzw. wyznacznik Vandermonde’a. Wtedy

be↪dzie można udowodnić, że z tego, że równość a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n = 0

zachodzi dla n+ 1 różnych liczb x wynika, że a0 = a1 = a2 = . . . = an = 0 .

Podamy teraz inny dowód w laśnie wykazanego lematu przy za lożeniu, że równość

a0 + a1xj + a2x
2
j + · · · + anx

n
j = 0 zachodzi dla liczb x0, x1, . . . , xn , o których

wiemy, że xi 6= xj dla i 6= j . Nie użyjemy ani wyznaczników, ani granic. Zaczniemy

od dowodu dla n = 1 . Wiemy, że a0 + a1x0 = 0 i a0 + a1x1 = 0 . Odja↪wszy

te równości stronami otrzymujemy a1(x0 − x1) = 0 , wie↪c a1 = 0 . Wobec tego

0 = a0 + a1x0 = a0 . Udowodnilísmy twierdzenie w tym wypadku. Za lóżmy teraz, że

teza zachodzi dla dowolnych liczb â0, â1, . . . , ân−1, x̂0, x̂1, . . . , x̂n−1 przy za lożeniu,

że liczby x̂0, x̂1, . . . , x̂n−1 sa↪ różne ( x̂i 6= x̂j dla i 6= j ). Za lóżmy teraz, że dane sa↪
takie liczby a0, a1, . . . , an−1, an i różne liczby x0, x1, . . . , xn , że

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + a3x

3
0 + . . .+ an−1x

n−1
0 + anx

n
0 = 0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + a3x

3
1 + . . .+ an−1x

n−1
1 + anx

n
1 = 0,

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + a3x

3
2 + . . .+ an−1x

n−1
2 + anx

n
2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0 + a1xn + a2x
2
n + a3x

3
2 + . . .+ an−1x

n−1
n + anx

n
n = 0 .
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Odejmiemy teraz pierwsze równanie od drugiego:

0 = a1(x1 − x0) + a2(x2
1 − x2

0) + a3(x3
1 − x3

0) + an−1(xn−1
1 − xn−1

0 ) + an(xn1 − xn0 ) =

= (x1 − x0)
(
a1 + a2(x1 + x0) + a3(x2

1 + x1x0 + x2
0) + . . .+

+ an−1(xn−2
1 + xn−3

1 x0 + . . .+ xn−2
0 ) + an(xn−1

1 + xn−2
1 x0 + . . .+ xn−1

0 )
)

.

Ponieważ x−x0 6= 0 , wie↪c

(a1 + a2x0 + a3x
2
0 + . . .+ an−1x

n−2
0 + anx

n−1
0 ) + (a2 + a3x0 + . . .+ anx

n−2
0 )x1 +

+ (a3 + a4x0 + . . .+ anx
n−3
0 )x2

1 + . . .+ (an−1 + anx0)xn−2
1 + anx

n−1
1 .

W taki sam sposób otrzymujemy równości:

(a1 + a2x0 + a3x
2
0 + . . .+ an−1x

n−2
0 + anx

n−1
0 ) + (a2 + a3x0 + . . .+ anx

n−2
0 )x2 +

+ (a3 + a4x0 + . . .+ anx
n−3
0 )x2

2 + . . .+ (an−1 + anx0)xn−2
2 + anx

n−1
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(a1 + a2x0 + a3x
2
0 + . . .+ an−1x

n−2
0 + anx

n−1
0 ) + (a2 + a3x0 + . . .+ anx

n−2
0 )xn +

+ (a3 + a4x0 + . . .+ anx
n−3
0 )x2

n + . . .+ (an−1 + anx0)xn−2
n + anx

n−1
n .

Przyjmujemy â0 = a1 + a2x0 + a3x
2
0 + . . .+ an−1x

n−2
0 + anx

n−1
0 ,

â1 = a2 + a3x0 + . . .+ an−1x
n−3
0 + anx

n−2
0 ,

â2 = a3 + . . .+ an−1x
n−4
0 + anx

n−3
0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ân−2 = an−1 + anx0 ,

ân−1 = an ,

Mamy wie↪c â0 + â1xj â2x
2
j + . . . + ân−1x

n1
j = 0 dla j = 1, 2, . . . , n . Z za lożenia

indukcyjnego wynika, że â0 = 0 , â1 = 0 , â2 = 0 , . . . , ân−1 = 0 . Sta↪d kolejno

wnioskujemy, że zachodza↪ równości an = 0 , an−1 = 0 , . . . , a1 = 0 . Sta↪d i np. z

równości a0 + a1x0 + a2x
2
0 + a3x

3
0 + . . .+ an−1x

n−1
0 + anx

n
0 = 0 wynika, że również

a0 = 0 .

Po tych twierdzeniach możemy już zdefiniować stopień wielomianu.

Definicja 7.6 (stopnia wielomianu)

Jeśli w(x) = a0+a1x+a2x
2+· · ·+anxn i an 6= 0 , to mówimy, że stopniem wielomianu

w jest liczba naturalna n , piszemy degw = n . Przyjmujemy, że stopniem wielomianu

zerowego jest −∞ .

Czytelnik zechce sprawdzić, że w tej sytuacji prawdziwe sa↪ wzory

deg(w1 · w2) = degw1 + degw2 oraz deg(w1 + w2) ≤ max(degw1,degw2) .

Wspó lczynnik an (przy najwyższej pote↪dze zmiennej) nazywamy wspó lczynni-

kiem kieruja↪cym wielomianu.

Twierdzenie 7.7 (o istnieniu pierwiastków wielomianów stopnia nieparzystego)

Każdy wielomian stopnia nieparzystego, tj. funkcja w : R −→ R postaci
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w(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n ,

gdzie symbole a0, a1, a2, . . . , an oznaczaja↪ liczby rzeczywiste, przy czym an 6= 0 ,

zaś n jest liczba↪ naturalna nieparzysta↪, ma pierwiastek rzeczywisty, tzn. istnieje

liczba x0 , taka że w(x0) = 0 .

Dowód. lim
x→±∞

1
x = 0 , zatem zachodzi równość

lim
x→±∞

w(x)
xn = lim

x→±∞
(
a0
xn + a1

xn−1 + · · ·+ an−1
x + an

)
= an .

Za lóżmy, że an > 0 — przypadek an < 0 można sprowadzić do poprzedniego przez

zasta↪pienie wielomianu w wielomianem przeciwnym −w . Stosuja↪c twierdzenia o gra-

nicach stwierdzamy, że z jednej strony zachodzi

lim
x→∞

w(x) = lim
x→∞

xn · lim
x→∞

w(x)
xn

= +∞ · an = +∞ ,

a z drugiej strony

lim
x→−∞

w(x) = lim
x→−∞

xn · lim
x→−∞

w(x)
xn

= −∞ · an = −∞ .

Z tego wnioskujemy, że wielomian w przyjmuje zarówno wartości dodatnie jak i

ujemne: jeśli x jest dostatecznie duża↪ liczba↪ dodatnia↪, to w(x) > 0 , jeśli |x| jest

dostatecznie duża↪ liczba↪ dodatnia↪ i x < 0 , to w(x) < 0 . Sta↪d zaś wynika, że wielo-

mian ten przyjmuje w pewnym punkcie wartość 0 , czyli że ma pierwiastek. Dowód

zosta l zakończony.

Powyższe twierdzenie nie oznacza, że umiemy znajdować pierwiastki takiego

wielomianu w sposób podobny do stosowanego w szko lach dla wielomianów kwa-

dratowych. Znaleziono w XVI wieku wzory na pierwiastki wielomianów stopnia trze-

ciego i czwartego, sa↪ one znacznie bardziej skomplikowane od wzorów na pierwiastki

równania kwadratowego. Na prze lomie osiemnastego i dziewie↪tnastego wieku udowod-

niono* (Ruffini 1799, Abel 1824, Galois 1830), że nie istnieja↪ wzory na pierwiastki

równań stopnia pia↪tego i wyższego. Jest to wynik negatywny, teoretyczny, ale metody

rozwinie↪te dla jego osia↪gnie↪cia znalaz ly znacznie później zastosowania również poza

matematyka↪, np. w fizyce i w chemii. Z punktu widzenia tego wyk ladu nie ma to

wie↪kszego znaczenia. Mówimy o tym jedynie po to, by uświadomić czytelnikom, że

w wielu przypadkach wypisywanie dok ladnych wzorów jest niemożliwe, czasem jest

możliwe, ale ma lo sensowne, bo wzory sa↪ tak zawi le, że ich wypisanie niewiele daje,

natomiast można używać wzorów przybliżonych, które w wielu przypadkach daja↪
wystarczaja↪ce rezultaty.

Teraz wykażemy twierdzenie, które w laściwie wszyscy uważaja↪ za oczywiste.

Jego dowód jest bardzo prosty, ale też d luższy niż można spodziewać sie↪. Zache↪camy

*Ma lo kto rozumia l wówczas te wtedy nowatorskie prace. Wśród tych, którzy je docenili by l A.Cauchy.
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do uważnego przyjrzenia mu sie↪ i ewentualnego skrócenia, jeśli sie↪ da.

Twierdzenie 7.8 (o monotoniczności różnowartościowej funkcji cia↪g lej)

Jeżeli f jest różnowartościowa↪ funkcja↪ cia↪g la↪ określona↪ na przedziale P , to f jest

funkcja↪ ścísle monotoniczna↪.

Dowód. Wykażemy najpierw, że jeśli x, y, z ∈ P oraz x < y < z , to f(y) leży

mie↪dzy punktami f(x) i f(z) . Sa↪ dwie możliwości f(x) < f(z) i f(x) > f(z) .

Druga↪ możliwość można sprowadzić do pierwszej przez zasta↪pienie funkcji f funkcja↪
przeciwna↪ −f . Wystarczy wie↪c zaja↪ć sie↪ pierwsza↪. Jeśli f(y) nie leży mie↪dzy f(x)

i f(z) , to albo f(y) < f(x) , albo f(z) < f(y) . W pierwszym przypadku, na mocy

twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich, istnieje punkt x′ leża↪cy mie↪dzy

y i z , taki że f(x) = f(x′) . Przeczy to różnowartościowości funkcji f . W drugim

przypadku mie↪dzy x i y znajduje sie↪ punkt z′ , taki że f(z) = f(z′) , co znów przeczy

różnowartościowości funkcji f.

Teraz przejdziemy do w laściwego dowodu. Za lóżmy, że dla pewnych punktów r, s

przedzia lu P zachodza↪ nierówności r < s oraz f(r) < f(s) . Udowodnimy, że jeśli

u < v , to również f(u) < f(v) Z tego co już udowodnilísmy wynika, że jeśli u < r , to

f(r) < f(u) (dla dowodu rozważamy trójke↪ x = u , y = r , z = s ), jeśli r < u < s ,

to f(r) < f(u) < f(s) (tym razem x = r , y = u , z = s ) i wreszcie jeśli s < u , to

f(s) < f(u) . To samo dotyczy oczywíscie f(s) . Punkty r, s dziela↪ przedzia l P na

trzy podprzedzia ly. Jeśli u, v znajduja↪ sie↪ w różnych podprzedzia lach, to teza wynika

z tego, co już stwierdzilísmy. Jeśli np. u < v < r , to ponieważ f(u) < f(r) i f(v) leży

mie↪dzy f(u) i f(r) , to f(u) < f(v) < f(r) . Pozosta le przypadki rozpatrujemy w

identyczny sposób. Dowód zosta l zakończony.

Udowodnimy teraz twierdzenie pozwalaja↪ce stwierdzać cia↪g lość funkcji odwrot-

nej.

Twierdzenie 7.9 (o cia↪g lości funkcji odwrotnej)

Jeśli f jest funkcja↪ ścísle monotoniczna↪ określona↪ na pewnym przedziale P , to

funkcja odwrotna f−1 przekszta lcaja↪ca obraz przedzia lu P na przedzia l P jest

cia↪g la.

Dowód. Twierdzenie to wynika od razu z twierdzenia o cia↪g lości funkcji monoto-

nicznej, które udowodnilísmy już wcześniej: funkcja monotoniczna, której obraz jest

przedzia lem jest cia↪g la i tego, że funkcja odwrotna do funkcji monotonicznej jest

monotoniczna. Dowód zosta l zakończony.

Z tego twierdzenia wynikaja↪ udowodnione już poprzednio twierdzenia o cia↪g lości

logarytmu, funkcji arcsin i funkcji arctan, pierwiastków jako funkcji odwrotnych do

6



W lasności funkcji cia↪g lych, funkcje wypuk le Micha l Krych

funkcji wyk ladniczej, funkcji sinus ograniczonej do przedzia lu [−π2 , π2 ] , funkcji tan-

gens ograniczonej do przedzia lu (−π2 , π2 ) i funkcji pote↪gowych ograniczonych w razie

potrzeby do zbioru liczb nieujemnych.

Zauważmy, że w twierdzeniu tym nie wyste↪puje za lożenie cia↪g lości funkcji f ! Ono

nie jest potrzebne, zamiast niego wyste↪puje monotoniczność wyj́sciowej funkcji. W sy-

tuacji ogólnej, gdy dziedzina funkcji nie jest przedzia lem funkcja odwrotna cia↪g la być

nie musi.

Naste↪pne twierdzenie okaże sie↪ bardzo przydatne do znajdowania najmniejszych

i najwie↪kszych wartości funkcji. Szczególnie duże znaczenie mieć ono be↪dzie w przy-

padku funkcji rzeczywistych wielu zmiennych. Be↪dziemy je stosować w przypadku

funkcji jednej zmiennej rzeczywistej mie↪dzy innymi po to, by później, w przypadku

wie↪kszej liczby zmiennych,  latwiej można by lo prześledzić rozumowania wykorzy-

stuja↪ce pozornie ca lkowicie abstrakcyjne twierdzenia.

Twierdzenie 7.10 (Weierstrassa o przyjmowaniu kresów)

Za lóżmy, że funkcja f jest cia↪g la w każdym punkcie przedzia lu domknie↪tego [a, b] .

Wtedy w przedziale [a,b] znajduja↪ sie↪ takie punkty p, q , że dla każdego punktu

x ∈ [a, b] zachodzi nierówność f(p) ≤ f(x) ≤ f(q) , tzn. f(p) jest najmniejsza↪
wartościa↪ funkcji f na przedziale [a,b], zaś f(q) jest najwie↪ksza↪ wartościa↪ funkcji f .

Dowód. Niech M be↪dzie kresem górnym funkcji f na przedziale [a, b] . Istnieje

cia↪g (xn) punktów przedzia lu [a, b] , taki że lim
n→∞

f(xn) = M . Z twierdzenia Bol-

zano – Weierstrassa wynika, że z cia↪gu (xn) można wybrać podcia↪g zbieżny (xkn) .

Niech q = lim
n→∞

xkn . Ponieważ dla każdej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

a ≤ xkn ≤ b , wie↪c w granicy otrzymujemy a ≤ q ≤ b . Funkcja f jest cia↪g la

w każdym punkcie przedzia lu [a, b] , w szczególności w punkcie q . Wynika sta↪d, że

f(q) = lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

f(xn) = M . Wykazalísmy, wie↪c że sup f = M = f(q) ,

co oznacza, że f(q) jest najwie↪ksza↪ wartościa↪ funkcji f na przedziale [a, b] . Istnienie

punktu, w którym funkcja f przyjmuje swa↪ najmniejsza↪ wartość, wnioskujemy sto-

suja↪c twierdzenie o wartości najwie↪kszej do funkcji −f . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenie 7.11 (Cantora-Heine’go o jednostajnej cia↪g lości)

Jeśli funkcja f jest cia↪g la w każdym punkcie przedzia lu domknie↪tego [a, b] , to jest

ona cia↪g la jednostajnie na tym przedziale.

Dowód. Za lóżmy, że twierdzenie nie jest prawdziwe. Istnieje wtedy liczba ε > 0 ,

taka że dla każdej liczby δ > 0 istnieja↪ takie liczby x, y ∈ [a, b] , że |x − y| < δ

i jednocześnie |f(x) − f(y)| ≥ ε . Niech xn, yn be↪da↪ takimi liczbami z przedzia lu
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[a, b] , że |xn − yn| < δ = 1
n i jednocześnie |f(x) − f(y)| ≥ ε . Z twierdzenia Bol-

zano – Weierstrassa wynika, że z cia↪gu (xn) można wybrać podcia↪g zbieżny (xkn) .

Oznaczmy jego granice↪ przez g . Mamy wie↪c g = lim
n→∞

xkn , a ponieważ |xn−yn| < 1
n ,

wie↪c również g = lim
n→∞

ykn . Oczywíscie g ∈ [a, b] . Wobec tego funkcja f jest

cia↪g la w punkcie g , zatem f(g) = lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

f(ykn) , wbrew temu, że

|f(xkn)− f(ykn)| ≥ ε > 0 . Dowód zosta l zakończony.

Twierdzenia o przyjmowaniu wartości pośrednich, o przyjmowaniu kresów i o

jednostajnej cia↪g lości wyrażaja↪ najważniejsze w lasności funkcji cia↪g lej określonej na

przedziale. W pierwszym przypadku jest to przedzia l absolutnie dowolny, w dwóch

naste↪pnych domknie↪ty i ograniczony. W dowodach dwóch ostatnich twierdzeń ko-

rzystalísmy z twierdzenia Bolzano–Weierstrassa. Twierdzenia te można uogólnić nie

zmieniaja↪c ich dowód zak ladaja↪c nieco mniej o dziedzinie funkcji. Podamy definicje↪.

Definicja 7.12 (zbioru zwartego)

Zbiór K ⊆ C jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy z każdego cia↪gu punktów zbioru

K można wybrać podcia↪g zbieżny do punktu p ∈ K .

Zbiorem zwartym jest każdym przedzia l domknie↪ty — to w laściwie treść twier-

dzenia Bolzano–Weierstrassa. Przedzia l otwarty (0, 7) nie jest zwarty, jeśli bowiem

an = 7− 1
n , to an ∈ (0, 7) i lim

n→∞
an = 7 /∈ (0, 7) . Wynika sta↪d, że każdy podcia↪g tego

cia↪gu jest zbieżny do 7 /∈ K . Czytelnik bez trudu stwierdzi, że każdy zbiór skończony

jest zwarty, że suma skończenie wielu przedzia lów domknie↪tych jest zwarta.

Przyk lad 7.2 Zbiór Cantora jest zwarty, bo jest ograniczony, wie↪c z każdego cia↪gu

punktów ze zbioru Cantora można wybrać podcia↪g zbieżny do granicy skończonej.

Ta granica nie może znajdować sie↪ poza zbiorem Cantora, bo jego dope lnienie R \C
do ca lej prostej to suma przedzia lów otwartych:

R \ C = (−∞, 0) ∪ (1,+∞) ∪ ( 1
3 ,

2
3

) ∪ ( 1
9 ,

2
9

) ∪ ( 7
9 ,

8
9

) ∪ ( 1
27 ,

2
27

) ∪ ( 4
27 ,

5
27

) ∪ . . . .
Jeśli granica cia↪gu znajduje sie↪ w pewnym przedziale otwartym, to poza tym prze-

dzia lem otwartym jest jedynie skończenie wiele wyrazów tego cia↪gu. Granica każdego

cia↪gu punktów zbioru Cantora musi być punktem zbioru Cantora.

Przyk lad 7.3 Prostoka↪t jest zbiorem zwartym. Wykażemy prawdziwość tego

stwierdzenia w przypadku prostoka↪ta, którego boki sa↪ równoleg le do osi uk ladu

wspó lrze↪dnych. Taki prostoka↪t można opisać za pomoca↪ pary nierówności podwój-

nych: P = {(x, y): a ≤ x ≤ b i c ≤ x ≤ d} . Punkt (a, b) to lewy dolny

wierzcho lek tego prostoka↪ta, punkt (c, d) to prawy górny. Wykażemy, że zbiór P

jest zwarty. Niech
(
(xn, yn)

)
be↪dzie dowolnym cia↪giem punktów prostoka↪ta P .
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Cia↪g
(
(xn)

)
jest ograniczony, wie↪c na mocy twierdzenia Bolzano–Weierstrassa można

z niego wybrać podcia↪g (xnk) zbieżny do pewnej granicy p . Z tego, że lim
k→∞

xnk = p

i z tego, ze dla każdego numeru n zachodzi nierówność a ≤ xn ≤ b wynika, że

a ≤ p ≤ b . Cia↪g
(
(ynk)

)
jest ograniczony, wie↪c można zeń wybrać podcia↪g ynkl

zbieżny do pewnej liczby q . Oczywíscie c ≤ q ≤ d . Cia↪g
(
xnkl

)
jest zbieżny do p

jako podcia↪g cia↪gu zbieżnego do p . Ponieważ lim
l→∞

xnkl = p i lim
l→∞

ynkl = q , wie↪c

lim
l→∞

(
xnkl , ynkl

)
= (p, q) ∈ P . Zakończylísmy dowód zwartości prostoka↪ta P . Można

w zasadzie w taki sam sposób wykazać, że dowolny prostoka↪t jest zwarty. Nie robimy

tego od razu tylko dlatego, by nie zaciemniać dowodu formalnym opisem dowolnego

prostoka↪ta.

Przyk lad 7.4 Ko lo (domknie↪te) o środku (a, b) i promieniu r > 0 , czyli zbiór

K = {(x, y): (x− a)2 + (y− b)2 ≤ r2} jest zbiorem zwartym. Wykażemy to. Niech(
(xn, yn)

)
be↪dzie dowolnym cia↪giem punktów ko la K . Dla każdej liczby naturalnej

n spe lniona jest wie↪c nierówność (xn−a)2 +(yn−b)2 ≤ r2 . Wobec tego |xn−a| ≤ r ,

a z tego wynika, że cia↪g
(
xn
)

jest ograniczona. Możemy wie↪c wybrać zeń podcia↪g

zbieżny
(
xnk
)

. Niech jego granica↪ be↪dzie liczba p . Również cia↪g
(
ynk
)

jest ograni-

czony, wie↪c z tego cia↪gu też można wybrać podcia↪g zbieżny
(
ynkl

)
. Oznaczmy jego

granice↪ przez q . Mamy wie↪c lim
l→∞

√
(xnkl − p)2 + (ynkl − q)2 = 0 , a to oznacza, że

lim
l→∞

(xnkl , ynkl ) = (p, q) . Ponieważ dla każdego numeru l spe lniona jest nierówność

(xnkl − a)2 + (ynkl − b)2 ≤ r2 , wie↪c (p− a)2 + (q − b)2 ≤ r2 , tzn. (p, q) ∈ K .

Uwaga 7.13 (o zbiorach zwartych na p laszczyźnie)

Czytelnik bez trudu może uogólnić rozumowania z dwóch ostatnich przyk ladów i wy-

kazać, że zbiór C ⊆ R2 jest zwarty, gdy spe lnia naste↪puja↪ce dwa warunki:

(i) zbiór C jest ograniczony, tzn. istnieje liczba c > 0 taka, że odleg lość do-

wolnych dwóch punktów zbioru C nie przekracza liczby d ;

(ii) zbiór C jest domknie↪ty, tzn. jeśli cia↪g (pn) punktów zbioru C ma granice↪
p , to również ta granica jest punktem zbioru C .

Dowód tego twierdzenia to nie jest trudny, ale nie be↪dziemy go używać w tym

roku w sytuacjach różnych od opisanych w przyk ladach poprzedzaja↪cych te↪ uwage↪.

Zadanie dla mi lośników teorii mnogości Wykazać, że różnych podzbiorów

zwartych prostej jest tyle, ile wszystkich liczb rzeczywistych.

Jest jasne, że w twierdzeniach Weierstrassa o osia↪ganiu kresów i w twierdzeniu

Cantora–Heinego o jednostajnej cia↪g lości można zak ladać, że dziedzina↪ funkcji jest

zbiór zwarty, niekoniecznie przedzia l domknie↪ty. Dowody nie ulegaja↪ żadnym zmia-
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nom poza kosmetycznymi. Pokażemy teraz nieco inny dowód twierdzenia o cia↪g lości

funkcji odwrotnej do danej funkcji cia↪g lej.

Twierdzenie 7.14 (o cia↪g lości funkcji odwrotnej do różnowartościowej funkcji cia↪g lej

określonej na zbiorze zwartym)

Jeśli K jest zbiorem zwartym a f :K −→ R (albo f :K −→ C ) funkcja↪ cia↪g la↪
różnowartościowa↪, to funkcja odwrotna f−1 : f(K) −→ K jest cia↪g la.

Dowód. Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieje taki cia↪g (yn) i y ∈ K , że

yn ∈ f(K) dla każdej liczby naturalnej n , lim
n→∞

yn = y i nie zachodzi równość

lim
n→∞

f−1(yn) = f−1(y) (granica może nie istnieć, a jeśli istnieje, to nie jest równa

f−1(y) ). Niech xn = f−1(yn) , x = f−1(y) . Ponieważ x nie jest granica↪ cia↪gu (xn) ,

wie↪c istnieje taka liczba ε > 0 i taki ścísle rosna↪cy cia↪g (nk) liczb naturalnych, że

|xnk−x| ≥ ε dla k = 1, 2, 3, . . . . Z definicji zwartości wynika, że z cia↪gu (xnk) można

wybrać podcia↪g zbieżny (xnkl ) . Niech x̃ = lim
l→∞

xnkl . Oczywíscie x̃ ∈ K . Ponieważ

|xnkl − x| ≥ ε dla każdego l , wie↪c |x̃ − x| ≥ ε > 0 . Ponieważ funkcja f jest cia↪g la

w punkcie x̃ , wie↪c f(x̃) = lim
l→∞

f(xnkl ) = lim
l→∞

ynkl = lim
n→∞

yn = y = f(x) , zatem

x̃ = x , wbrew wykazanej nierówności |x̃− x| ≥ ε > 0 .

Czytelnik z pewnościa↪ zauważy l, że w tej wersji twierdzenia o cia↪g lości funkcji

odwrotnej nie ma w ogóle mowy o monotoniczności. Dotyczy to też dowodu. To

twierdzenie stosuje sie↪ również do zwartych podzbiorów p laszczyzny! Gdy K jest

np. ko lem, o monotoniczności w ogóle nie może być mowy, bo w zbiorze punktów

p laszczyzny (liczb zespolonych) nierówność zdefiniowana nie zosta la!

Przyk lad 7.5 Funkcja odwrotna do funkcji lipschitzowskiej nie musi być jedno-

stajnie cia↪g la. Funkcja
√
x spe lnia na pó lprostej [1,∞) warunek Lipschitza ze sta la↪

1
2 , bo jeśli 1 ≤ x < y , to

√
y − √x = y−x√

y+
√
x
< y−x

2 . Przekszta lca ona pó lprosta↪

[1,∞) na siebie. Funkcja odwrotna do niej, to x2 , która jak to wcześniej wykazalísmy,

nie jest jednostajnie cia↪g la na tej pó lprostej, w rzeczywistości na żadnej pó lprostej.

Przyk lad 7.6 Każdy rzeczywisty wielomian parzystego stopnia o dodatnim wspó l-

czynniku kieruja↪cym przyjmuje najmniejsza↪ wartość. Niech n be↪dzie stopniem wielo-

mianu. Jeśli n = 0 , to wielomian jest funkcja↪ sta la↪, wie↪c każda jego wartość jest naj-

wie↪ksza (i jednocześnie najmniejsza), wie↪c dowodzić nie ma czego. Za lóżmy, że n > 0

jest liczba↪ parzysta↪ i że an > 0 . Za lóżmy, że |x| > 1 + 2|a0|+|a1|+|a2|+···+|an−1|
|an| =: m .

Wtedy, podobnie jak w dowodzie lematu o wspó lczynnikach wielomianowej funkcji

zerowej, mamy
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a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n ≥ anxn − |a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1| ≥
≥ |xn−1| · [an · |x| −

(|a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an−1|
)]
> |a0| = |w(0)| ≥ w(0) .

Na przedziale domknie↪tym [−m,m] funkcja cia↪g la w przyjmuje swa↪ najmniejsza↪
wartość. Za lóżmy, że w punkcie p ∈ [−m,m] . Mamy wie↪c w(p) ≤ w(x) dla każdego

x ∈ [−m,m] . Jeśli |x| > m , to w(x) > w(0) ≥ w(p) . Wykazalísmy, że wielomian w

przyjmuje swa↪ najmniejsza↪ (na ca lej prostej) wartość w punkcie p .

Przyk lad 7.7 Niech w be↪dzie wielomianem o wspó lczynnikach zespolonych i niech

degw ≥ 1 . Wykażemy, że funkcja przypisuja↪ca liczbie z liczbe↪ |w(z)| ma najmniej-

sza↪ wartość w pewnym punkcie p laszczyzny C .

Za lóżmy, że |z| > 1 + 2|a0|+|a1|+|a2|+···+|an−1|
|an| =: m . Wtedy, podobnie jak w po-

przednim przyk ladzie, mamy

|a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n| ≥ |anzn| − |a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ an−1z

n−1| ≥
≥ |zn−1| · [|an| · |z| −

(|a0|+ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an−1|
)]
> |a0| = |w(0)| .

Ko lo o środku w punkcie 0 jest zbiorem zwartym, wie↪c funkcja cia↪g la |w| przyj-

muje swa↪ najmniejsza↪ wartość w pewnym punkcie p . Nierówność |w(p)| ≤ |w(z)|
zachodzi zatem dla każdego z , dla którego |z| ≤ m . Jeśli |z| > m , to |w(z)| >
|w(0)| ≥ |w(p)| , a to oznacza, że liczba |w(p)| jest najmniejsza↪ wartościa↪ funkcji |w|
nie tylko w kole o promieniu m i środku w punkcie 0 , ale też w ca lej p laszczyźnie.

Twierdzenie 7.15 (Zasadnicze twierdzenie algebry)

Każdy wielomian o wspó lczynnikach zespolonych, stopnia wie↪kszego (ostro) od 0 ,

ma co najmniej jeden pierwiastek zespolony.

Dowód. Niech |w(z0)| be↪dzie najmniejsza↪ wartościa↪ funkcji z 7→ |w(z)| — jej

istnienie wykazalísmy w poprzednim przyk ladzie. Wykażemy, że w(z0) = 0 . Przyj-

mijmy, że z = z0+h . Wtedy piszemy w(z) = w(z0+h) = b0+b1h+b2h2+· · ·+bnhn ,

gdzie b0 = =a0 + a1z0 + · · ·+ anz
n
0 = w (z0) , b1 = a1+2a2z0 +· · ·+ nanz

n−1
0 =

=w′ (z0) , . . . , bn = an = 1
n!w

(n)(z0) . Ponieważ stopień wielomianu równy jest n ,

wie↪c 0 6= an = bn . Niech m ≥ 1 be↪dzie najmniejsza↪ taka↪ liczba↪, że bm 6= 0 . Za lóżmy,

że w(z0) 6= 0 .

Wtedy można napisać w(z0) = b0 = |b0| · eiϕ dla pewnego ϕ ∈ R . Mamy dalej

|w(z)| = |b0 + bmh
m + bm+1h

m+1 + · · ·+ bnh
n| . Niech % < 1 be↪dzie liczba↪ dodatnia↪

mniejsza↪ niż 1
2 |b0| i niech h = % · eiϕ+π

m . Wtedy∣∣b0+bmhm
∣∣ =

∣∣|b0|·eiϕ+%mei(ϕ+π)
∣∣ =

∣∣|b0|eiϕ−%meiϕ
∣∣ =

∣∣|b0|−%m
∣∣∣∣eiϕ

∣∣ = |b0|−%m .

Za lóżmy dodatkowo, że %
(|bm+1|+ |bm+2|+ · · ·+ |bn|

)
< 1

2 . Mamy wtedy

|w(z)| =
∣∣b0 + bmh

m + bm+1h
m+1 + · · ·+ bnh

n
∣∣ ≤

≤ ∣∣b0 + bmh
m
∣∣+ ∣∣bm+1h

m+1 + · · ·+ bnh
n
∣∣ = |b0| − %m +

∣∣bm+1h
m+1 + · · ·+ bnh

n
∣∣ ≤
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≤ |b0|−%m+
(|bm+1||h|m+1 + · · ·+ |bn||h|n

) ≤ |b0|−%m+ |h|m+1
(|bm+1|+ · · ·+ |bn|

)
=

= |b0| − %m + %m+1
(|bm+1|+ · · ·+ |bn|

) ≤ |b0| − %m + 1
2%
m = |b0| − 1

2%
m < |b0| .

Okaza lo sie↪, że wbrew za lożeniu liczba |w(z0)| = |b0| nie jest najmniejsza↪ wartościa↪
funkcji |w| . To kończy dowód tego, że w(z0) = 0 . Twierdzenie zosta lo wie↪c wyka-

zane.

Ważna↪ klase↪ funkcji stanowia↪ tzw. funkcje wypuk le. Przypomnijmy, że zbiór na-

zywany jest wypuk lym wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z każdymi dwoma punktami

zawiera odcinek, który je  la↪czy. Zbiorami wypuk lymi sa↪ proste, p laszczyzny, ca la

przestrzeń trójwymiarowa, ko lo (ale nie okra↪g), kula (ale nie jej powierzchnia zwana

sfera↪), kwadrat (ale nie jego brzeg), trójka↪t (ale nie jego brzeg). Czytelnicy zapewne

pamie↪taja↪ ze szko ly średniej, że wieloka↪t jest wypuk ly, jeśli jego ka↪ty wewne↪trzne

sa↪ mniejsze niż 180◦ , czyli π radianów. Jest jasne, że jedynymi podzbiorami wy-

puk lymi prostej sa↪ przedzia ly, ewentualnie zdegenerowane do punktu. Moga↪ to być

przedzia ly otwarte, domknie↪te, otwarto-domknie↪te, domknie↪to-otwarte, skończone lub

nieskończone.

Definicja funkcji wypuk lej

Funkcje↪ f określona↪ na zbiorze wypuk lym P nazywamy wypuk la↪, jeśli dla dowolnych

punktów x, y ∈ P i dowolnej liczby t ∈ (0, 1) zachodzi nierówność

f
(
tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) .*

Jeżeli nierówność ta jest ostra w przypadku x 6= y , to mówimy, że funkcja jest ścísle

wypuk la. Jeśli funkcja −f jest wypuk la, to mówimy, że funkcja f jest wkle↪s la, jeśli

funkcja −f jest ścísle wypuk la, to funkcja f nazywana jest ścísle wkle↪s la↪.

Przyk lad 7.8 Jeśli f(x) = ax + b , to funkcja f jest jednocześnie wypuk la

i wkle↪s la, nie jest ścísle wypuk la. Stwierdzenie to wynika natychmiast z definicji:

f
(
tx+(1−t)y) = a

(
tx+(1−t)y)+b = t

(
ax+b

)
+(1−t)(ay+b

)
= tf(x)+(1−t)f(y) ,

wie↪c w przypadku funkcji liniowej nierówność wyste↪puja↪ca w definicji funkcji wy-

puk lej staje sie↪ równościa↪.

Przyk lad 7.9 Jeśli f(x) = x2 , to f jest funkcja↪ ścísle wypuk la↪ na ca lej prostej.

Uzasadnimy to stwierdzenie. Dla 0 < t < 1 mamy

tf(x) + (1− t)f(y)− f(tx+ (1− t)y) = tx2 + (1− t)y2 − (tx+ (1− t)y)2 =

= t(1− t)(x− y)2 ≥ 0 ,

przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x = y .

Przyk lad 7.10 Funkcja f(x) =
√
x jest ścísle wkle↪s la — wynika to  latwo ze ścis lej

*Definicje↪ te↪ stosuje sie↪ w niezmienionej formie również w przypadku funkcji wielu zmiennych.
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wypuk lości funkcji kwadratowej: nierówność
√
tx+ (1− t)y > t

√
x+ (1− t)√y jest

równoważna nierówności

(tu+ (1− t)v)2
< tu2 + (1− t)v2 , gdzie u =

√
x , v =

√
y .

Przed podaniem naste↪pnych przyk ladów skomentujemy definicje↪ funkcji wy-

puk lej i podamy kryterium pozwalaja↪ce stwierdzać wypuk lość niektórych funkcji.

Funkcja jest wypuk la jeśli po la↪czywszy dwa punkty jej wykresu otrzymujemy odcinek,

którego wszystkie punkty leża↪ nad wykresem funkcji lub na jej wykresie. Funkcja jest

ścísle wypuk la, jeśli wszystkie punkty wewne↪trzne odcinka  la↪cza↪cego dwa punkty wy-

kresu leża↪ nad wykresem funkcji. Jest tak dlatego, że w przypadku 0 < t < 1 , x < y

zachodzi nierówność x < tx+(1−t)y < y . W przyk ladzie pierwszym pokazalísmy, że

punkt
(
tx+(1− t)y, tf(x)+(1− t)f(y)

)
leży na wykresie funkcji liniowej, której wy-

kres przechodzi przez punkty
(
x, f(x)

)
oraz

(
y, f(y)

)
, przyjmujemy a = f(y)−f(x)

y−x
oraz b = f(x) . Nierówność f

(
tx+(1− t)y) ≤ tf(x)+(1− t)f(y) , która wyste↪puje w

definicji funkcji wypuk lej, to stwierdzenie, że punkt
(
tx+ (1− t)y, f (tx+ (1− t)y)

)

znajduje sie↪ pod punktem
(
tx+ (1− t)y, tf(x) + (1− t)f(y)

)
. Oznacza to, funkcja

jest wypuk la wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór punktów znajduja↪cych sie↪ nad jej wy-

kresem jest wypuk ly.

Twierdzenie 7.16 (o wypuk lości funkcji cia↪g lej)

Funkcja f cia↪g la w każdym punkcie zbioru wypuk lego P jest wypuk la wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ P zachodzi nierówność f
(
x+y

2

) ≤ f(x)+f(y)
2 , ścísle

wypuk la, gdy ta nierówność jest ostra w każdym przypadku, w którym x 6= y .

Dowód. Jeśli f jest wypuk la, to przyjmuja↪c w definicji wypuk lości t = 1
2 otrzy-

mujemy warunek podany w tym twierdzeniu, co kończy dowód konieczności tego

warunku. Zajmiemy sie↪ teraz dowodem w „druga↪” strone↪.

Niech x, y be↪da↪ dowolnymi punktami zbioru P . Mamy f
(
x+y

2

) ≤ f(x)+f(y)
2 . Po-

nieważ nierówność ta zachodzi dla dowolnych punktów x, y zbioru P , wie↪c możemy

zasta↪pić punkt y środkiem odcinka  la↪cza↪cego punkty x, y . Mamy 1
2

(
x+ x+y

2

)
=

3
4x+ 1

4y . Wobec tego mamy też

f
(

3
4x+ 1

4y
) ≤ 1

2

(
f(x) + f

(
x+y

2

)) ≤ 1
2

(
f(x) + f(x)+f(y)

2

)
= 3

4f(x) + 1
4f(y) .

Wykazalísmy wie↪c, że nierówność definiuja↪ca wypuk lość ma miejsce, gdy t = 3
4 .

Stosuja↪c to samo rozumowanie do punktów x+y
2 oraz y otrzymujemy nierówność

f
(

1
4x+ 3

4y
) ≤ 1

4f(x) + 3
4f(y) , a wie↪c nierówność z definicji wypuk lości w przypadku

t = 1
4 . Rozważaja↪c kolejno pary punktów x i 3

4x+ 1
4y , 3

4x+ 1
4y i 1

2 (x+y) , 1
2 (x+y)

i 1
4x + 3

4y oraz 1
4x + 3

4y i y otrzymujemy nierówność kolejno dla t = 7
8 , t = 5

8 ,

t = 3
8 i t = 1

8 . Otrzymalísmy nierówność dla 7 wartości t : 1
8 , 2

8 , 3
8 , 4

8 , 5
8 , 6

8 ,
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7
8 . W taki sam sposób możemy otrzymać nierówność w przypadku t = k

16 , potem w

przypadku t = k
32 itd.

Teraz skorzystamy z cia↪g lości funkcji f . Każda liczba t ∈ (0, 1) jest granica↪
cia↪gu (tn) liczb postaci k

2m ∈ (0, 1) . Dla tych liczb nierówność jest już udowod-

niona.Mamy wie↪c f (tnx+ (1− tn)y) ≤ tnf(x) + (1− tn)f(y) . Przechodza↪c do gra-

nicy (wolno, bo f jest cia↪g la w każdym punkcie, w szczególności w tx + (1 − t)y )

otrzymujemy f (tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y) , a to kończy dowód wypuk lości

funkcji f .

Należy jeszcze wykazać, że w przypadku ostrych nierówności funkcja f jest ścísle

wypuk la. Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy istnieja↪ takie liczby x, y ∈ P oraz t ∈ (0, 1) ,

że x < y i f(tx+(1− t)y) = tf(x)+(1− t)f(y) . Za lóżmy, że 0 < s < t < 1 . Wtedy*

tf(x) + (1− t)f(y) = f(tx+ (1− t)y) = f
(
t−s
1−sx+ 1−t

1−s (sx+ (1− s)y)
) ≤

≤ t−s
1−sf(x) + 1−t

1−sf(sx+ (1− s)y) ≤ t−s
1−sf(x) + 1−t

1−s
(
sf(x+ (1− s)f(y))

)
=

= tf(x) + (1− t)f(y) .

Wobec tego, że ten cia↪g nierówności zaczyna sie↪ i kończy tym samym wyrażeniem,

wszystkie nierówności sa↪ równościami, w tym f(sx+(1−s)y) = sf(x)+(1−s)f(x) ,

a to przeczy za lożeniu, bo oczywíscie s może być liczba↪ postaci k
2m .

Ostatni fragment tego dowodu może wygla↪dać nieco sztucznie, ale stanie sie↪
jaśniejszy po zapoznaniu sie↪ z twierdzeniem charakteryzuja↪cym funkcje wypuk le. W

tej chwili wypada stwierdzić jedynie, że jeśli trzy punkty leża↪ce na wykresie funkcji

wypuk lej leża↪ na jednej prostej, to wykres tej funkcji zawiera najmniejszy odcinek do-

mknie↪tym, który je zawiera, a ostatni fragment dowodu w istocie rzeczy to pokazuje.

By to dobrze zrozumieć trzeba poja↪ć, że jeśli 0 < s < t < 1 , to punkt tx+ (1− t)y
leży bliżej punktu x niż punkt sx+ (1− s)y , naste↪pnie narysować sobie to wszystko

biora↪c pod uwage↪ to, że żaden punkt wykresu funkcji wypuk lej nie może sie↪ znaleźć

nad odcinkiem  la↪cza↪cym dwa punkty tego wykresu.

Bez za lożenia cia↪g lości powyższe twierdzenie nie jest prawdziwe, ale przyk lady

o tym świadcza↪ce sa↪ bardzo nienaturalne — wymagaja↪ użycia pewnika wyboru, o

którym coś zapewne studenci us lysza↪ na wste↪pie do matematyki.

Przyk lad 7.11 Funkcja wyk ladnicza o podstawie dodatniej i różnej od 1 jest ścísle

wypuk la. Wykażemy, że ma miejsce nierówność a(x+y)/2 ≤ 1
2 (ax + ay) , przy czym

staje sie↪ ona równościa↪ jedynie wtedy, gdy x = y , bowiem

ax + ay − 2a(x+y)/2 =
(
ax/2 − ay/2)2 .

Sta↪d teza wynika natychmiast.

*Mamy wie↪c x<tx+(1−t)y<sx+(1−s)y<y .
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Przyk lad 7.12 Funkcja ln jest ścísle wkle↪s la. Dla dowodu wystarczy wykazać,

że ln
(
x+y

2

) ≥ 1
2 (lnx+ ln y) oraz że równość ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy

x = y . Nierówność ta jest równoważna naste↪puja↪cej:(
eln x + eln y

)
/2 = x+y

2 ≥ e(ln x+ln y)/2 ,

która wynika natychmiast ze ścis lej wypuk lości funkcji wyk ladniczej o podstawie e .

Przyk lad 7.13 Funkcja sinus jest ścísle wypuk la na przedziale [−π, 0] i ścísle

wkle↪s la na przedziale [0, π] . Dla dowodu wystarczy wykazać, że

jeśli −π ≤ x < y ≤ 0 , to sin x+y
2 < 1

2 (sinx+ sin y)

oraz że

jeśli 0 ≤ x < y ≤ π , to sin x+y
2 > 1

2 (sinx+ sin y) .

Ponieważ sin(−x) = − sinx , wie↪c wystarczy wykazać jedna↪ z tych nierówności.

Za lóżmy, że 0 ≤ x < y ≤ π . Mamy 1
2 (sinx + sin y) = sin x+y

2 cos x−y2 < sin x+y
2

— ostatnia nierówność wynika z tego, że −π2 ≤ x−y
2 < 0 , wie↪c 0 ≤ cos x−y2 < 1 .

Przyk lad 7.14 Funkcja tangens jest ścísle wypuk la na przedziale
(− π

2 , 0
]

i ścísle

wkle↪s la na przedziale
[
0, π2

)
. Podobnie jak w przypadku funkcji sinus wystarczy zaja↪ć

sie↪ jednym z tych dwóch przedzia lów. Za lóżmy , że 0 ≤ x < y < π
2 . Wykorzystamy

znany wzór: tgα− tg β = sin(α−β)
cosα cos β . Mamy

1
2 (tg x+ tg y)− tg x+y

2 = 1
2

{(
tg y − tg x+y

2

)− (tg x+y
2 − tg x

)}
=

= 1
2

{
sin y−x

2

cos y cos x+y
2
− sin y−x

2

cos x cos x+y
2

}
= sin y−x

2 (cos x−cos y)
2 cos x cos y cos x+y

2
> 0

— ostatnia nierówność wynika z tego, że funkcja kosinus maleje na przedziale [0, π2 ] .

Przyk lad 7.15 Niech f(x) = |x| . Wykażemy, że f jest funkcja↪ wypuk la↪, ale

nie ścísle. Tym razem skorzystamy bezpośrednio z definicji. Jeśli x, y sa↪ liczbami

rzeczywistymi i 0 < t < 1 , to skorzystawszy z nierówności trójka↪ta otrzymujemy

|tx+ (1− t)y| ≤ t|x|+ (1− t)|y| , przy czym równość zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy xy ≥ 0 .

Przyk lad 7.16 Niech f(x) = e|x| . Wykażemy, że funkcja ta jest ścísle wypuk la.

Ponieważ jest cia↪g la, wie↪c można zajmować sie↪ jedynie przypadkiem t = 1
2 . Za lóżmy,

że x 6= y . Mamy w tej sytuacji e|x+y|/2 ≤ e(|x|+|y|)/2 ≤ 1
2

(
e|x| + e|y|

)
, przy czym

jeśli pierwsza nierówność staje sie↪ równościa↪, to xy ≥ 0 i wobec tego, że x 6= y , ma

miejsce nierówność |x| 6= |y| i wobec tego druga nierówność musi być ostra (funkcja

wyk ladnicza jest ścísle wypuk la). Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 7.17 Funkcja |x| + |x − 1| + |x − 2| + |x − 3| jest wypuk la jako suma

czterech funkcji wypuk lych. Nie jest ona ścísle wypuk la, bo na przedziale [1, 2] jest
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sta la, zreszta↪ na każdym z przedzia lów (−∞, 0] , [0, 1] , [1, 2] , [2, 3] , [3,+∞) jest

liniowa, wykres tej funkcji sk lada sie↪ z trzech odcinków i dwu pó lprostych.

Przyk lad 7.18 Niech f(x) = −
√
|x| . Bez trudu sprawdzamy, że funkcja ta nie

jest wypuk la na ca lej prostej:

f
(

1
2 · (−1) + 1

2 · 1
)

= f(0) > −1 = 1
2 (f(−1) + f(1)) .

Jest ona wypuk la na każdej z pó lprostych (−∞, 0] , [0,+∞) — wynika to  latwo z

tego, że — jak pokazalísmy wcześniej — funkcja
√

jest ścísle wkle↪s la.

Przyk lad 7.19 Wykażemy, że jeśli a > 1 lub a < 0 , to funkcja xa , zmiennej x ,

jest ścísle wypuk la na pó lprostej (0,∞) . Jeśli 0 < a < 1 , to funkcja x2 jest ścísle

wkle↪s la na pó lprostej [0,∞) .

To rozumowanie pokazujemy tylko po to, by dowodza↪c później to samo stwierdze-

nie za pomoca↪ rachunku różniczkowego studentom by lo  latwiej zrozumieć si le↪ metod

analizy matematycznej. Można tego nie czytać, wystarczy sprawdzić jego d lugość,

ewentualnie pomyśleć, czy przypadkiem nie można tego istotnie skrócić.

Wykażemy najpierw, że dla dowolnych liczb dodatnich a 6= b i dowolnej liczby

naturalnej dodatniej n zachodzi nierówność
(
an+bn

2

)1/n
<
(
an+1+bn+1

2

)1/(n+1)
.

Dowód be↪dzie indukcyjny. Dla n = 1 mamy udowodnić, że a+b
2 <

(
a2+b2

2

)1/2
.

Podnosza↪c ja↪ stronami do kwadratu i mnoża↪c przez 4 otrzymujemy nierówność

równoważna↪: (a+ b)2 < 2(a2 + b2) , czyli 0 < (a− b)2 , wie↪c prawdziwa↪.

Za lóżmy, że nierówność
(
an+bn

2

)1/n
<
(
an+1+bn+1

2

)1/(n+1)
zachodzi dla pew-

nej liczby naturalnej n . Za lożenie to jest równoważne (podnosimy obie strony do

pote↪gi n(n+ 1) ) temu, że
(
an+bn

2

)n+1
<
(
an+1+bn+1

2

)n
, tzn.

(an + bn)n+1 < 2(an+1 + bn+1)n . (i)

Wykażemy, że
(
an+1+bn+1

2

)1/(n+1)
<
(
an+2+bn+2

2

)1/(n+2)
czyli, że

(
an+1 + bn+1

)n+2
< 2
(
an+2 + bn+2

)n+1
. (ii)

Dla dowodu wystarczy udowodnić, że
(an+1+bn+1)n+2

(an+bn)n+1 < (an+2+bn+2)n+1

(an+1+bn+1)n . (iii)

Wtedy nierówność (ii) otrzymamy jako iloczyn nierówności (i) — za lożenie induk-

cyjne i nierówności (iii). Ostatnia nierówność jest równoważna nierówności

(an+1 + bn+1)2n+2 < (an + bn)n+1(an+2 + bn+2)n+1 ,

a ta nierówności

(an+1 + bn+1)2 < (an + bn)(an+2 + bn+2) ,

czyli 2an+1bn+1 < anbn+2+an+2bn . Ostatnia↪ nierówność otrzymujemy mnoża↪c oczy-
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wista↪ nierówność 2ab < a2 + b2 przez anbn . Zakończylísmy dowód nierówności
(
an+bn

2

)1/n
<
(
an+1+bn+1

2

)1/(n+1)
.

Z niej wynika, że jeśli 1 ≤ n < m sa↪ liczbami naturalnymi, to
(
an+bn

2

)1/n
<
(
am+bm

2

)1/m
. (*)

Podstawiaja↪c a = x1/n i b = y1/n w (*) otrzymujemy
(
x+y

2

)1/n
<
(
xm/n+ym/n

2

)1/m
,

czyli
(
x+y

2

)m/n
< xm/n+ym/n

2 , a to oznacza, że funkcja xm/n jest ścísle wypuk la.

Podstawiaja↪c a = m
√
x i b = m

√
y w (*) otrzymujemy

(
xn/m+yn/m

2

)1/n
<
(
x+y

2

)1/m
,

czyli xn/m+yn/m

2 <
(
x+y

2

)n/m
, a to oznacza, że funkcja xn/m jest ścísle wkle↪s la.

Wiemy już wie↪c,że funkcja pote↪gowa o wyk ladniku wymiernym dodatnim jest

ścísle wkle↪s la, gdy wyk ladnik jest mniejszy niż 1 i ścísle wypuk la, gdy wyk ladnik jest

wie↪kszy od 1 .

Jeśli a > 1 , to istnieje taki cia↪g (wn) , że a = lim
n→∞

wn i wn > 1 dla każdej

liczby naturalnej n ≥ 1 . Wynika sta↪d, że
(
x+y

2

)a
= lim
n→∞

(
x+y

2

)wn ≤ lim
n→∞

xwn+ywn
2 = xa+ya

2 ,

a to oznacza, że funkcja xa jest wypuk la.

Analogicznie dowodzimy wkle↪s lość funkcji xa dla a ∈ (0, 1) .

Teraz za lóżmy, że a < 0 oraz 0 < x < y . Wtedy(
x+y

2

)a
= ea ln[(x+y)/2] < e[a(ln x)+a(ln y)]/2 < 1

2

[
ea ln x + ea ln y

]
= 1

2

[
xa + ya

]

— pierwsza nierówność wynika z tego, że funkcja a lnx jest ścísle wypuk la, bo a < 0

i z tego, że funkcja wyk ladnicza o podstawie e jest ścísle rosna↪ca, druga nierówność

— z tego, że funkcja wyk ladnicza o podstawie e jest ścísle rosna↪ca.

Jak widać ostatni rozważany przypadek by l bardzo  latwy, skorzystalísmy po

prostu z tego, że z lożenie dwu funkcji ścísle wypuk lych jest ścísle wypuk le, jeśli ze-

wne↪trzna funkcja jest ścísle monotoniczna.

Przyk lad 7.20 Cena biletu kolejowego w ustalonej klasie jest funkcja↪ wkle↪s la↪
odleg lości na jaka↪ jest wystawiany.* Uzasadnimy to tak: przyrost ceny biletu spowo-

dowany wyd lużeniem sie↪ odleg lości jaka↪ zamierzamy przejechać o ustalona↪ wielkość

jest tym mniejszy im d luższy dystans zamierzamy przebyć. Zapiszemy to za pomoca↪
symboli matematycznych. Niech p(x) oznacza cene↪ biletu pozwalaja↪cego na przeje-

chanie x kilometrów. Niech h oznacza dowolna↪ liczbe↪ dodatnia↪ i niech x < y . Wtedy

p(x + h) − p(x) ≥ p(y + h) − p(y) . Wykażemy, że ten warunek, w przypadku funk-

*Zak ladamy, że bilet może być wystawiony na dowolna↪ odleg lość, co w rzeczywistości nie jest prawda↪.
W rzeczywistości funkcja ta nie jest wkle↪s la, bo dziedzina nie jest przedzia lem, lecz sk lada sie↪ wy la↪cz-
nie z liczb ca lkowitych i w dodatku funkcja jest przedzia lami sta la: w wie↪kszości przypadków wyd luże-

nie podróży o 1 km nie zmienia ceny biletu. My rozpatrujemy pewna↪ idealizacje↪ sytuacji rzeczywistej.
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cji cia↪g lej określonej na przedziale, jest równoważny wkle↪s lości funkcji. Zak ladamy

oczywíscie, że nierówność ma miejsce dla dowolnych liczb x, y, h przy za lożeniu, że

h > 0 i x < y . Niech r < s i x = r , h = 1
2 (s− r) , y = 1

2 (s+ r) .

Nierówność p(x + h) − p(x) ≥ p(y + h) − p(y) przepisać można w postaci

p
(

1
2 (s + r)

) − p(r) ≥ p(s) − p
(

1
2 (s + r)

)
, czyli p

(
1
2 (s + r)

) ≥ 1
2

(
p(r) + p(s)

)
, co

pocia↪ga za soba↪ wkle↪s lość funkcji cia↪g lej p .

Teraz za lóżmy, że funkcja p jest wkle↪s la. Niech u < v < w be↪da↪ trzema

punktami dziedziny funkcji p . Mamy v = w−v
w−uu + v−u

w−uw oraz 0 < w−v
w−u < 1

i w−v
w−u + v−u

w−u = 1 , zatem p(v) ≥ w−v
w−up(u) + v−u

w−up(w). Te↪ ostatnia↪ nierówność

możemy przepisać na trzy różne sposoby:
p(v)−p(u)
v−u ≥ p(w)−p(u)

w−u , p(u)−p(v)
u−v ≥ p(w)−p(v)

w−v i p(u)−p(w)
u−w ≥ p(v)−p(w)

v−w .

Stosuja↪c te nierówności wnioskujemy, że p(x+h)−p(x)
x+h−x ≥ p(y+h)−p(y)

y+h−y — jeśli np.

x < y < x+h , to stosujemy najpierw nierówność trzecia↪:
p(x+h)−p(x)
x+h−x ≥ p(x+h)−p(y)

x+h−y ,

a potem — druga↪:
p(x+h)−p(y)
x+h−y ≥ p(y+h)−p(y)

y+h−y . Dowód zosta l zakończony.

Końcówka ostatniego przyk ladu wymaga wyjaśnienia. Udowodnilísmy tam, że

w przypadku funkcji wkle↪s lej p i trzech punktów jej dziedziny u < v < w zachodza↪
nierówności:
p(v)−p(u)
v−u ≥ p(w)−p(u)

w−u , p(u)−p(v)
u−v ≥ p(w)−p(v)

w−v i p(u)−p(w)
u−w ≥ p(v)−p(w)

v−w .

Każda z nich może być potraktowana jako formalna interpretacja stwierdzenia: ilo-

raz p(v)−p(u)
v−u jest funkcja↪ nierosna↪ca↪, w pierwszym przypadku zmiennej v , w dru-

gim zmiennej u , w trzecim chodzi o wyrażenie p(u)−p(w)
u−w jako funkcje↪ zmiennej u .

Każde z tych trzech stwierdzeń jest równoważne wkle↪s lości funkcji p . Wyrażenie
p(u)−p(v)
u−v nazywane jest ilorazem różnicowym funkcji p . Pokazuje ono jaka by la

wzgle↪dna zmiana wartości funkcji p . Stwierdzenie, że funkcja jest wkle↪s la oznacza

wie↪c, że rośnie ona coraz wolniej. Analogicznie funkcja wypuk la rośnie coraz szybciej.

Rezultaty te sa↪ ważne, wie↪c zapiszmy je raz jeszcze w formie twierdzenia tym razem

sformu lowanego w przypadku funkcji wypuk lej.

Twierdzenie 7.17 (charakteryzuja↪ce funkcje wypuk le)

Niech f be↪dzie funkcja↪ określona↪ na zbiorze wypuk lym P . Naste↪puja↪ce warunki sa↪
równoważne:

(i) funkcja f jest wypuk la;

(ii) jeśli x < y < z sa↪ punktami zbioru P , to f(y)−f(x)
y−x ≤ f(z)−f(x)

z−x ;

(iii) jeśli x < y < z sa↪ punktami zbioru P , to f(x)−f(y)
x−y ≤ f(z)−f(y)

z−y ;

(iv) jeśli x < y < z sa↪ punktami zbioru P , to f(x)−f(z)
x−z ≤ f(y)−f(z)

y−z .
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W przypadku funkcji ścísle wypuk lych nierówności wyste↪puja↪ce w warunkach

(ii) – (iv) sa↪ ostre.

Twierdzenie to be↪dziemy stosować później, gdy be↪dziemy badać wypuk lość funk-

cji za pomoca↪ pochodnych. Zakończymy rozważania o funkcjach wypuk lych nierów-

nościa↪ Jensena. Ma ona ważne zastosowania, jest to dobre narze↪dzie do uzyskiwania

różnych oszacowań. Ma ważne zastosowania w rachunku prawdopodobieństwa. Roz-

poczniemy od średnich ważonych.

Definicja 7.18 (średniej ważonej)

Średnia↪ ważona↪ liczb x1, x2, x3, . . . , xn z wagami p1, p2, p3, . . . , pn nazywamy

liczbe↪
p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn

pod warunkiem, że 0 ≤ p1 , 0 ≤ p2 , 0 ≤ p3 , . . . , 0 ≤ pn i p1+p2+p3+· · ·+pn = 1 .

W przypadku, gdy wagi sa↪ równe, wie↪c równe 1
n , średnia ważona zwana jest

średnia↪ arytmetyczna↪, a czasem po prostu średnia↪. Jeśli np. policzono średnie p lace

dla różnych grup ludności i mamy policzyć średnia↪ p lace↪ w kraju, to ze wzgle↪du

na to, że np. ministrów jest istotnie mniej niż piele↪gniarek (przynajmniej w chwili

pisania tego tekstu), to ich p laca zostanie uwzgle↪dniona z mniejsza↪ waga↪ niż p laca

piele↪gniarek. W obu przypadkach waga↪ be↪dzie iloraz liczby cz lonków danej grupy

przez liczbe↪ wszystkich zatrudnionych w kraju. Inny przyk lad sytuacji, w której po-

jawia sie↪ średnia ważona, to próba przewidywania swej wygranej przez uczestnika gra

hazardowej. Wie on, że za uzyskanie wyniku j otrzymuje on kwote↪ xj (ta liczba może

być ujemna, wtedy hazardzista p laci). Jeśli wynik j uzyskiwany jest z prawdopodo-

bieństwem pj , to należy spodziewać sie↪ wygranej p1x1+p2x2+p3x3+· · ·+pnxn , tzn.

graja↪c wielokrotnie średnio uzyskiwać be↪dziemy kwote↪ p1x1+p2x2+p3x3+· · ·+pnxn .

Przyk lady można mnożyć, ale nie be↪dziemy tego robić.

Twierdzenie 7.19 (Nierówność Jensena)

Jeśli funkcja f jest wypuk la, to dla dowolnych jej argumentów x1, , x2, x3, . . . , xn

i dowolnych wag p1, p2, , . . . , pn zachodzi nierówność:

f(p1x1 + p2x2 + p3x3 + · · ·+ pnxn) ≤ p1f(x1) + p2f(x2) + p3f(x3) + · · ·+ pnf(xn) .

Nierówność ta w przypadku funkcji ścísle wypuk lej, dodatnich wag p1, p2, . . . , pn i

przynajmniej dwóch różnych argumentów spośród x1 , x2 , . . . , xn jest ostra.

Dowód Dla n = 1 musi być p1 = 1 i nierówność staje sie↪ oczywista↪ równościa↪.

Dla n = 2 mamy p2 = 1 − p1 i nierówność jest ta↪ nierównościa↪, która wyste↪puje

w definicji funkcji wypuk lej. Za lóżmy, że dowodzone twierdzenie jest prawdziwe dla

wszystkich możliwych wyborów n argumentów funkcji f i n wag. Niech liczby x1 ,
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x2 , . . . , xn ,xn+1 be↪da↪ dowolnymi argumentami funkcji f , a p1, p2, . . . , pn, pn+1

dowolnym uk ladem n + 1 wag, tj. liczb nieujemnych, których suma równa jest 1 .

Jeśli którakolwiek z wag jest równa 0 , to nierówność z n + 1 argumentami i n + 1

wagami jest prawdziwa na mocy uczynionego za lożenia (argument odpowiadaja↪cy

zerowej wadze jest nieistotny), bo w nierówności faktycznie nie wyste↪puje. Za lóżmy

teraz, że wszystkie wagi p1, p2, . . . , pn, pn+1 sa↪ dodatnie. Niech p′n = pn + pn+1 i

x′n = pnxn+pn+1xn+1
pn+pn+1

= pn
p′n
xn + pn+1

p′n
xn+1 . Zachodzi równość

p1x1 + p2x2 + . . .+ pnxn + pn+1xn+1 = p1x1 + p2x2 + . . .+ pn−1xn−1 + p′nx
′
n .

Z za lożenia, które uczynilísmy wynika, że

f(p1x1 + p2x2 + . . .+ pn−1xn−1 + p′nx
′
n) ≤

≤ p1f(x1) + p2f(x2) + . . .+ pn−1f(xn−1) + p′nf(x′n) ≤
≤ p1f(x1) + p2f(x2) + . . .+ pn−1f(xn−1) + p′n

(
pn
p′n
f(xn) + pn+1

p′n
f(xn+1)

)
=

= p1f(x1) + p2f(x2) + . . .+ pn−1f(xn−1) + pnf(xn) + pn+1f(xn+1)

— druga z tych nierówności jest bezpośrednim wnioskiem z wypuk lości funkcji f .

Zakończylísmy indukcyjny dowód nierówności Jensena.

Pokażemy teraz jej najprostsze zastosowania. Rozpoczniemy od klasycznej nie-

równości mie↪dzy średnimi.

Twierdzenie 7.20 (Nierówność Cauchy’ego mie↪dzy klasycznymi średnimi)

Dla dowolnych liczb dodatnich a1, a2, . . . , an zachodzi:
n
√
a1a2 . . . an ≤ a1+a2+···+an

n .

Nierówność ta staje sie↪ równościa↪ wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an .

Dowód. Zastosujemy nierówność Jensena do funkcji wypuk lej − ln , której wy-

puk lość wykazalísmy wcześniej. Mamy

− ln a1+a2+···+an
n = − ln

(
1
na1 + 1

na2 + · · ·+ 1
nan

) ≤
≤ 1

n (− ln)(a1) + 1
n (− ln)(a2) + · · ·+ 1

n (− ln)(an) = − 1
n (ln a1 + ln a2 + . . .+ ln an) .

Sta↪d ln a1+a2+···+an
n ≥ 1

n (ln a1 + ln a2 + . . .+ ln an) i wobec tego

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= eln
(

(a1+a2+···+an)/n
)
≥ e(ln a1+ln a2+...+ln an)/n = n

√
a1a2 . . . an .

Równość w tych nierównościach ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby

a1, a2, . . . , an sa↪ równe, bowiem funkcja − ln jest ścísle wypuk la.Dowód zosta l za-

kończony.

Z kilku dowodów nierówności o średniej arytmetycznej i geometrycznej znanych

autorowi podany wyżej jest najkrótszy.

Twierdzenie 7.21 (Nierówność Höldera)
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Dla dowolnych liczb nieujemnych a1, a2, . . . , an , b1, b2, . . . , bn i dowolnych liczb do-

datnich p, q takich, że 1
p + 1

q = 1 zachodzi nierówność:

a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn ≤ (ap1 + ap2 + · · ·+ apn)1/p (bq1 + bq2 + · · ·+ bqn)1/q

Dowód. Z równości 1
p + 1

q = 1 wynika, że p > 1 , q > 1 oraz 1
q = 1 − 1

p = p−1
p .

Ponieważ p > 1 , wie↪c funkcja xp jest ścísle wypuk la, jak to wykazalísmy wcześniej.

Możemy wie↪c zastosować nierówność Jensena do tej funkcji. Bez straty ogólności

można za lożyć, że wszystkie liczby b1 , b2 ,. . . , bn sa↪ dodatnie, gdyby dla pewnego j

by lo bj = 0 wykazalibyśmy nierówność dla n − 1 liczb a1 , . . . , aj−1 , aj+1 , . . . ,

an , b1 , . . . , bj−1 , bj+1 , . . . , bn , a wie↪c z ta↪ sama↪ lewa↪ strona↪ a prawa↪ być może

mniejsza↪ (gdy aj > 0 ) niż docelowa. Przyjmijmy pj =
b
p/(p−1)
j∑
b
p/(p−1)
i

. Mamy wtedy
(

n∑

j=1

ajbj

)p

(
n∑

j=1

bqj

)p/q =




n∑

j=1

aj

b
1/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i




p

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i ≤

≤

n∑

j=1

apj

b
p/(p−1)
j

b
p/(p−1)
j

n∑

i=1

b
p/(p−1)
i

·
n∑

i=1

b
p/(p−1)
i =

n∑

j=1

apj ,

a ta nierówność jest równoważna dowodzonej. Dla p = q = 2 otrzymujemy nierów-

ność Schwarza, tzn. stwierdzenie, że iloczyn skalarny dwóch wektorów (a1, a2, . . . , an)

i (b1, b2, . . . , bn) jest nie wie↪kszy niż iloczyn ich d lugości.

Przyk lad 7.21 Wykażemy, że spośród 5 -ka↪tów wpisanych w okra↪g o promieniu 1

najwie↪kszy obwód ma pie↪cioka↪t foremny.

Niech 2α1 , 2α2 , 2α3 , 2α4 , 2α5 be↪da↪ ka↪tami środkowymi opartymi na bokach

pie↪cioka↪ta.*. Wtedy bokami sa↪ liczby 2 sinα1 , 2 sinα2 , 2 sinα3 , 2 sinα4 , 2 sinα5

— wynika to z definicji sinusa, wobec tego po lowa obwodu pie↪cioka↪ta równa jest

sinα1 + sinα2 + sinα3 + sinα4 + sinα5 . Oczywíscie spe lnione sa↪ kolejne nierówności

0 < α1 < π , 0 < α2 < π , 0 < α3 < π , 0 < α4 < π , 0 < α5 < π . Na przedziale

[0, π] sinus jest funkcja↪ ścísle wkle↪s la↪, wie↪c możemy zastosować nierówność Jensena:

sinα1 + sinα2 + sinα3 + sinα4 + sinα5 =

= 5
(

1
5 sinα1 + 1

5 sinα2 + 1
5 sinα3 + 1

5 sinα4 + 1
5 sinα5

) ≤
≤ 5 sin

(
1
5α1 + 1

5α2 + 1
5α3 + 1

5α4 + 1
5α5

)
= 5 sin α1+α2+α3+α4+α5

5 = 5 sin π
5 .

*Wierzcho lek ka↪ta jest środkiem okre↪gu, ramiona przechodza↪ przez końce boku.
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Wielkość 5 sin π
5 to po lowa obwodu pie↪cioka↪ta foremnego wpisanego w okra↪g, wie↪c

twierdzenie jest udowodnione. Wypada dodać, że ponieważ funkcja sinus na prze-

dziale [0, π] jest ścísle wkle↪s la, wie↪c pie↪cioka↪ty nieforemne maja↪ obwody mniejsze niż

pie↪cioka↪t foremny wpisany w ten sam okra↪g. W ten sam sposób można wykazać, że

d lugość n–ka↪ta wpisanego w okra↪g jest nie wie↪ksza niż d lugość n–ka↪ta foremnego

wpisanego w ten sam okra↪g, a sta↪d i z równości lim
n→∞

2n sin π
n = 2π oraz nierówności

sin π
n < π

n wynika, że kresem górnym  lamanych wpisanych w okra↪g o promieniu 1

jest liczba 2π . Ona jest wie↪c d lugościa↪ tego okre↪gu.

7. 01 Wykazać, że spośród pie↪cioka↪tów opisanych na okre↪gu o promieniu 1 najmniej-

szy obwód ma pie↪cioka↪t foremny.

7. 02 Wyjaśnić, czy istnieje taka funkcja f :R −→ R , że dla każdego p ∈ R zachodzi

równość lim
x→p

f(x) =∞
7. 03 Niech c1 , c2 , . . . be↪da↪ kolejnymi cyframi rozwinie↪cia trójkowego liczby x ∈ C ,

gdzie C oznacza zbiór Cantora, przy czym w cia↪gu (cn) nie wyste↪puje cyfra 1 .

Niech f(x) be↪dzie liczba↪, której kolejnymi cyframi w uk ladzie trójkowym sa↪:

2 − c1 , 2 − c2 , . . . . Wykazać, że funkcja f jest dobrze zdefiniowana na ca lym

zbiorze Cantora. Czy f jest cia↪g la? Czy f jest monotoniczna?

7. 04 Dane sa↪ takie ko la K1 , K2 ,K3 , . . . , że dla każdej liczby naturalnej n ko la

K1 , K2 ,. . . , Kn można u lożyć w kwadracie Q tak, by nie mia ly wspólnych

punktów wewne↪trznych. Dowieść, że w kwadracie Q można u lożyć wszystkie

ko la K1 , K2 ,K3 , . . . tak, by nie mia ly wspólnych punktów wewne↪trznych.

7. 05 Dowieść, że jeśli zbiór A ⊆ nie jest zwarty, to istnieje

a funkcja cia↪g la f : A −→ R , która nie jest ograniczona z góry;

b funkcja cia↪g la f : A −→ R , która nie jest ograniczona ani z góry ani z do lu;

c funkcja cia↪g la f : A −→ R , która nie jest jednostajnie cia↪g la.

7. 06 Wykazać, że jeśli a, b ∈ R i funkcja f : (a, b) −→ R jest jednostajnie cia↪g la, to

istnieje taka funkcja cia↪g la f̃ : [a, b] −→ R , że dla każdego x ∈ (a, b) zachodzi

równość f(x) = f̃(x) , tzn. funkcje↪ jednostajnie cia↪g la↪ na przedziale otwartym

możemy przed lużyć do funkcji cia↪g lej na przedziale domknie↪tym o tych samych

końcach.

7. 07 Dowieść, że dla każdego wieloka↪ta wypuk lego istnieje prosta, która dzieli jedno-

cześnie obwód i pole tego wieloka↪ta na po lowy.

7. 08 Niech f : R −→ R be↪dzie funkcja↪ cia↪g la↪ i niech fn = f ◦ f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
n razy f

. Wy-

kazać, że jeśli istnieje taka liczba c ∈ (0, 1) , że |fn(x) − fn(y)| ≤ c|x − y| , to
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istnieje dok ladnie jedna liczba rzeczywista p taka, że f(p) = p .

7. 09 Wyjaśnić, czy istnieje jednostajnie cia↪g la funkcja f : [0,∞) −→ R , która prze-

kszta lca pó lprosta↪ [0,∞) na ca la↪ prosta↪. Czy taka funkcja f : [0,∞) −→ R
może być różnowartościowa?

7. 10 Wykazać, że dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c , z których przynajmniej dwie

sa↪ różne, zachodzi nierówność

(a
2+b2+c2

a+b+c )a+b+c > aabbcc > (a+b+c
3 )a+b+c .

7. 11 Wykazać, że (3x + 2y) · tg 3x+2y
5 ≤ 3x · tg x + 2y · tg y dla 0 ≤ x, y < π

2 oraz

wyjaśnić, kiedy zachodzi równość.

7. 12 Wykazać, że jeśli a, b > 0 , to (2 − √3)a2+
√

3 + (2 +
√

3)b2−
√

3 ≥ 4 4
√
ab , dla

jakich a, b zachodzi równość?

7. 13 Dowieść, że jeśli prosta ma trzy różne punkty wspólne z wykresem funkcji wy-

puk lej f , to ma z nim wspólny odcinek i f nie jest funkcja↪ ścísle wypuk la↪.

7. 14 Wykazać, że dla dowolnych parametrów a, b ∈ IR równanie tg x = ax + b ma

co najwyżej trzy różne rozwia↪zania w przedziale
(− π

2 ,
π
2

)
.

7. 15 Wykazać, że jeśli funkcja ścísle wypuk la jest cia↪g la i nie jest monotoniczna, to

ma wartość najmniejsza↪ i ta najmniejsza wartość jest przyjmowana w dok ladnie

jednym punkcie, przy czym jest to punkt wewne↪trzny dziedziny funkcji.

7. 16 Wykazać, że jeśli funkcje f i g sa↪ wypuk le, funkcja g jest niemaleja↪ca, to

funkcja g ◦ f jest wypuk la, jeśli natomiast g jest nierosna↪ca, to z lożenie g ◦ f
może być funkcja↪ wkle↪s la↪, wypuk la↪ lub nawet mieć punkty przegie↪cia.

7. 17 Wykazać, że jeśli funkcja f jest wypuk la na każdym z przedzia lów [a, b] i [b, c]

oraz różniczkowalna w punkcie b , to jest wypuk la na [a, c] . Podać przyk lad

świadcza↪cy o tym, że bez za lożenia różniczkowalności teza nie jest prawdziwa.
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