Granice funkcji, definicja ciagltosci

Jednym z najwazniejszych poje¢ w matematyce jest pojecie funkcji. Przypo-

mnimy definicje.

Definicja 6.1 (funkcji, wartosci, obrazu, dziedziny i przeciwdziedziny)
Przyporzadkowanie f elementom zbioru A elementéw zbioru B w taki sposob, ze
kazdemu elementowi zbioru A przypisany jest doktadnie jeden element zbioru B
nazywamy funkcja ze zbioru A w zbiér B. Jedli a jest elementem zbioru A, czyli
argumentem funkcji f, to przypisany mu element zbioru B oznaczamy symbolem
f(a) i nazywamy wartoscia funkcji f w punkcie a lub obrazem punktu a*. Zbiér A
nazywamy dziedzing funkcji f, zbiér B — przeciwdziedzina, zbiér f(A) zlozony ze
wszystkich wartosci funkcji f, czyli elementéw zbioru B postaci f(a), gdzie a € A
nazywamy obrazem zbioru A (przez funkcje f) lub zbiorem wartosci funkeji f. Jesli
f przeksztalca zbiér A w zbiér B, to piszemy f: A — B. Jedli zbiér f(A) wartosci
funkcji f pokrywa sie z przeciwdziedzing B funkcji f, to méwimy, ze f przeksztalca
zbiér A na zbiér B i piszemy czasem f:A——B.H

Przykladem funkcji jest ciag: jest to funkcja okreslona np. na zbiorze liczb na-
turalnych N = {0, 1, 2, ...}.
Inna dobrze znana funkcja jest liniowa: f(x) = ax + b, gdzie a, b sa ustalonymi
liczbami rzeczywistymi, x jest elementem zbioru wszystkich liczb rzeczywistych R,
na ktérym funkcja f jest okreslona, f(x) jest elementem przeciwdziedziny R; jesli
a # 0, to funkcja f przeksztalca zbior R na siebie; jesli a = 0, to jedyna wartodcia
funkcji f jest liczba b.

Jeszcze inny przyklad to funkcja kwadratowa: f(z) = ax? + bx + ¢, gdzie a, b,
¢ sg liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0, funkcja ta jest okreslona na zbiorze

wszystkich liczb rzeczywistych R, przeciwdziedzing jest réwniez R, zbiorem wartosci

dac—b>
4a

jest péiprosta [ +oo) w przypadku a > 0, zas w przypadku a < 0 zbiorem

tegt].

wartosci jest péiprosta ( — 00,

Przyklady mozna mnozy¢, ale nie bedziemy tego robié¢ teraz. Na razie bedziemy
zajmowacl sie funkcjami rzeczywistymi jednej zmiennej rzeczywistej, co oznacza, ze
wartosciami funkcji beda liczby rzeczywiste i dziedzing funkcji bedzie jakis zbidr
zlozony z liczb rzeczywistych. Czasem zamiast liczb rzeczywistych wystepowac beda

liczby zespolone. W praktyce dziedzinami funkcji, ktore bedziemy badaé¢, beda albo

* Czasem bedziemy moéwic¢: ,, f —obrazem”, cho¢ to nie brzmi dobrze, ale czasem nalezy wyraznie za-
znaczy¢ o jaka funkcje chodzi.
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przedzialy, albo sumy skonczenie wielu lub nieskonczenie wielu przedzialéw, np dzie-
dzina funkcji tg jest zbidr zlozony z tych wszystkich liczb rzeczywistych, ktére nie sa,
postaci (2n+1)% , czyli jest to suma przedzialéw postaci (— (2n+1)%,(2n+1)%),
gdzie n oznacza dowolng liczbe catkowita. w przypadku funkcji zdefiniowanej wzo-

rem f(x) mozna powiedzied, ze jej dziedzing jest zbiér wszystkich liczb

— CU2
- (xz—1)(z+2)
rzeczywistych z wyjatkiem —2 i 1, czyli zbiér (—oo, —2) U (—2,1) U (1,400).

7 punktu widzenia formalnego dopdki nie powiemy na jakim zbiorze funkcja ma
by¢ zdefiniowana, to nie zostata ona okreslona. W szczegdlnosci z formalnego punktu
widzenia zadania: znalez¢ dziedzine funkcji okreslonej wzorem ..., nie maja sensu.
Pytanie o dziedzine nalezy traktowac jako pytanie o maksymalny zbiér, na ktérym
mozna zdefiniowa¢ funkcje w sposéb zaproponowany przez autora zadania. Nawet
przy takiej interpretacji moga powstawac¢ watpliwosci: np. czy funkcja okreslona wzo-
rem f(z) = %2 moze tym wzorem by¢ zdefiniowana na calej prostej, czy tez w punkcie
0 tym akurat wzorem nie da sie jej zdefiniowaé. Autorowi tego tekstu wydaje sie,
ze specjalisci od tak formutowanych zadan w wiekszosci przypadkow uznaja, ze ta
definicja w punkcie 0 nie dziala, ale nie wydaje mu sie, by ten problem wart byt
dyskusji — mozna po prostu takich zadan nie dawac¢, a jesli sie je daje, to unikaé
wieloznacznosci. Bedziemy jednak méwic¢ np. o funkcji %‘;;?7

tym, ze jej dziedzing jest zbior wszystkich tych liczb rzeczywistych, dla ktérych mia-

, zakladajac przy

nownik jest rézny od 0. Funkcja /1 —e® bedzie automatycznie zdefiniowana na
zbiorze zlozonym z liczb rzeczywistych niedodatnich. W przypadku jakichkolwiek wie-
loznacznosci bedziemy wyraznie okresla¢ dziedzine. Czasem tez dziedzina z jakichs
przyczyn bedzie mniejsza niz maksymalna, np. zmienna bedzie miec¢ jakie$ pozama-
tematyczne znaczenie i wtedy interpretacja bedzie Zrédiem ograniczen dziedziny. Np.
pytanie o maksymalne pole prostokata o obwodzie 4 prowadzi do rozpatrywania
funkcji z(2 — x) na przedziale otwartym (0,2): liczba x oznacza tu jeden wymiar
prostokata, a 2 — x — drugi. Funkcje (2 — z) mozna rozpatrywaé nie tylko na

przedziale (0,2), ale z punktu widzenia zadanego pytania nie ma to sensu.

W dalszej czesci zajmiemy sie réwniez funkcjami okreslonymi na podzbiorach
plaszczyzny (czyli zbioru wszystkich liczb zespolonych C), przestrzeni tréjwymiaro-
wej i ogdlnie n—wymiarowej. Wartosciami tych funkcji beda zazwyczaj liczby rzeczy-
wiste, ale wystapia réowniez funkcje przeksztalcajace pewne podzbiory plaszczyzny
w plaszczyzne. Takie funkcje beda nazywane na ogol przeksztalceniami lub odwzo-
rowaniami. Nie oznacza to, ze funkcji z R na R danej wzorem f(z) = = + 1 nie

mozna nazwaé¢ odwzorowaniem — czesto termin ten jest uzywany, zwlaszcza wtedy,
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gdy méwimy o geometrii zwiazanej z ta funkcja — jest przesuniecie o 1 w prawo.
Wazna klasa funkcji sa funkcje réznowartosciowe, tj. takie ktére réznym punktom
dziedziny przypisuja rézne wartosci: (r # y) = (f(m) =+ f(y)) . Jesdli f jest funkcja
roznowartosciows, przeksztalcajaca zbiér A na zbior B, to mozna okresli¢ funkcje
f~! odwrotna do danej funkcji f: f~1(b) =a < b= f(a). Jesli f(z) =23 dla
kazdej liczby rzeczywistej x, to funkcja f przeksztalca réznowarto$ciowo zbior R
na siebie, wiec mozna okredlié funkcje odwrotna: f~1(z) = ¢z . Jedli f(x) = e® dla
kazdej liczby rzeczywistej x, to zbiorem wartosci funkcji f jest zbior wszystkich liczb
dodatnich i wobec tego f~!(z) = Inx dla kazdej dodatniej liczby z. Jesli f(x) = 22
dla liczb = > 0, to f~!(z) = /r dla kazdej liczby = > 0. Jesli f(z) = 2? dla
kazdej liczby = < 0, to funkcja f przeksztalca zbior wszystkich liczb niedodatnich
na zbior wszystkich liczb nieujemnych. Funkcja odwrotna do niej dana jest wzorem
f~Yx) = —/x. W ostatnich dwéch przykladach wzér definiujacy byt identyczny, ale

dziedziny byly rézne. W zwiazku z tym wzory na funkcje odwrotne tez byly rézne.

W dalszym ciaggu bedziemy uzywacé jeszcze dwu funkcji zdefiniowanych jako od-
wrotne do funkcji sinus i tangens. Oczywiscie funkcje sinus i tangens jako okresowe
nie s réoznowartosciowe, wiec nie maja, funkcji odwrotnych. Mozna wiec postapic tak,
jak w przypadku pierwiastka kwadratowego, ktéry jest zdefiniowany jako funkcja od-
wrotna do funkcji 2? rozpatrywanej nie na calej dziedzinie, lecz na zbiorze, na ktérym
funkcja 2 jest réznowartosciowa, i to mozliwie najprostszym o tej wlasnosci.* Wy-

bieramy mozliwe najbardziej naturalne dziedziny. W przypadku sinusa ograniczamy

T T
T 202
wartosci to odpowiednio przedziat domkniety [—1,1] i cala prosta (—oo,+00). Tra-
1

sie do przedziatu [ } , a w przypadku tangensa — do przedziatu (—%, g) . Zbiory

piszemy arctg **, co
—1

dycyjnie zamiast pisa¢ sin~! piszemy arcsin, a zamiast tg~
zreszta pozwala na unikniecie dwuznacznosci zwiazanej z oznaczeniami sin™! i tg

Podamy teraz definicje tych funkcji w jawny sposéb.

Definicja 6.2 (funkcji arcsin i arctg)

Jesli z € [—1,1], to arcsinz jest jedyna liczba z przedzialu [—%, %}, dla ktoérej
zachodzi réwno$¢ sin(arcsinz) = z.

Jesli x jest liczba rzeczywista, to arctgx jest jedyna liczba rzeczywista z przedziatu
(—%, %) , dla ktérej zachodzi rownosé tg(arctgz) =x. R

Podamy przykiady

* Zbioréw, na ktérych funkcja 2 jest réznowarto$ciowa, jest bardzo duzo, np, [—1,0]U(1,+00),
(—o0,—2), (—00,0], [0,+00), zbiér zlozony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich oraz ujem-
nych liczb niewymiernych i wiele innych.

R W niektérych krajach arctan.
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Przyklad 6.1 arcsinl = 3, arcsin% = &, arcsin (—\g) =-1 arctg /3 = T

arctg(—1) = =%, arctg0 =0.®

Wprowadzimy oznaczenie: R = [—o0o, +00] oznacza zbiér zlozony ze wszyst-
kich liczb rzeczywistych uzupeliony symbolami nieskonczonymi —oo i +00. Mozna
mysle¢, ze IR to prosta z konicami. Podkresli¢ wypada, ze symboli nieskonczonych

nie traktujemy jak liczb, bo np. nie wszystkie dzialania z ich uzyciem sa wykonalne.

Definicja 6.3 (punktu skupienia)

Punkt p € R jest punktem skupienia zbioru A C R™ wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje ciag (a,) punktéw zbioru A, o wyrazach réznych od p, zbiezny do p.
Punkt a € A, ktéry nie jest jego punktem skupienia nazywamy punktem izolowanym
zbioru A. H

Przyklad 6.2  +oo jest punktem skupienia zbioru wszystkich liczb naturalnych
N — by sie o tym przekonaé¢ wystarczy przyjac¢ a, = n. Innych punktéw skupienia
zbiér N nie ma. W gre moglyby wchodzi¢ jedynie liczby nieujemne, bo granica ciagu
liczb naturalnych jest albo réwna +oo, albo tez jest liczba nieujemna. Jesli ciag
liczb naturalnych ma skonczona granice, to — ze wzgledu na warunek Cauchy’ego
— odleglosci miedzy wyrazami tego ciagu, ktorych numery sa dostatecznie duze,
sa mniejsze niz 1, a poniewaz sa to liczby calkowite, wiec te odleglosci sa rowne
0. Wykazalismy, ze ciag liczb naturalnych, ktéry ma skonczona granice musi by¢
od pewnego miejsca staly, a wiec granica jest réwna pewnym wyrazom ciagu. Jest

niezgodne z definicja, punktu skupienia. B

Przyklad 6.3 Kazda liczba z przedzialu domknietego [0, 1] jest punktem skupie-
nia przedziatu otwartego (0, 1). Innych punktéw skupienia przedzial (0,1) nie ma.
To drugie zdanie jest prawdziwe w oczywisty sposob — granica ciagu liczb z przedziatu
(0,1) musi si¢ znajdowa¢ w przedziale [0,1]. Jest tez jasne, ze dla kazdej liczby p
z przedziatu [0, 1] istnieje ciag (a,) liczb z przedzialu (0,1), taki ze p = nli_)n&) an,

oraz a, # p dla kazdego n.H

Przyklad 6.4 Kazda liczba rzeczywista i oba symbole nieskoniczone sa punktami
skupienia dziedziny funkcji tangens, tj. zbioru tych liczb rzeczywistych, ktére nie
sa nieparzystymi wielokrotnosciami liczby 7 . Latwe uzasadnienie tego stwierdzenia

pozostawiamy czytelnikom. B

Przyklad 6.5 Niech C C [0, 1] bedzie zbiorem zlozonym ze wszystkich tych liczb,
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ktére mozna zapisaé¢ w uktadzie tréjkowym za pomoca cyfr 0 i 2.* Latwo mozna za-
uwazy¢, ze R\ C' jest suma nastepujacym przedziatéw otwartych: (—oo,0), (1,00),
(5:3) (5:5) (5:5) (27:37) s (Fo25) (37 37) 5 (F5:2%) - Jasne jest, ze zbidr
C' nie zawiera zadnego przedzialu. Kazdy punkt zbioru Cantora jest jego punktem
skupienia. By sie o tym przekonaé¢, wystarczy w rozwinieciu trojkowym liczby x € C
zmieni¢ n—ta cyfra: zamiast cyfry ¢, otrzymamy cyfre 2 — ¢, . Otrzymana liczbe

oznaczamy przez &, . Oczywiscie |z —xz,| =2 37" ——0.

n—oo
Mozna latwo zauwazyC, ze zapis tréjkowy liczby z € C bez uzycia cyfry 1
[o.¢]
jest jednoznaczny. Niech x = ch -3 ¢, € {0,2} dla n = 1,2,... Definiu-
n=1

oo
jemy funkcje f za pomoca wzoru f(x) = Z%" - 27", Wykazaé, ze funkcja f
n=1

przeksztatca zbiér Cantora na caly przedzial [0,1]. Sprawdzié, czy f jest funkcja
réznowartosciowa. Oczywiscie funkcja f jest niemalejaca. Czy mozna ja dookresli¢
w punktach [0,1] \ C' tak, by stala sie niemalejaca na przedziale [0,1]7 B

Teraz zdefiniujemy granice funkcji.

Definicja 6.4 ( granicy funkcji w punkcie.) *

Niech p oznacza dowolny punkt skupienia dziedziny funkcji f. Mowimy, ze g € R
jest granica funkcji f w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciagu
(z,) zbieznego do p, ktérego wszystkie wyrazy sa rézne od p, ma miejsce réwnosé

lim f(z,) = g. Granice funkcji f w punkcie p oznaczamy symbolem lim f(z). R
n—00 T—p

Nalezy wroci¢ uwage na to, ze wérod wyrazéw ciagu zbieznego do p, wystepu-
jacego w definicji granicy, nie ma p. Oznacza to w szczegdlnosci, ze nawet wtedy,
gdy p jest argumentem funkcji f, to warto$¢ w tym punkcie nie ma wplywu na
istnienie granicy w punkcie p, ani na jej warto$¢ — mozna dowolnie zmienia¢ wartosc¢
funkcji w punkcie p nie zmieniajac granicy w tym punkcie. Jesli funkcja ma granice
w punkcie p, to w dostatecznie bliskich punktach x warto$é f(z) jest bliska grani-
cy g, pod warunkiem jednak, ze x # p. Poniewaz ciag ma co najwyzej jedna granice,
wiec rowniez funkcja moze miec tylko jedna granice w jednym punkcie. Pojecie granicy
funkcji jest — jak sie przekonamy — bardzo wazne. Jest rozszerzeniem pojecia granicy

ciagu. Podamy teraz kilka przykiadow.

Przyklad 6.6 lim % = 1. Rownoé¢ ta zostala udowodniona wczesniej. W

x—0

>ktzw. zbiér Cantora

*Ta definicja jest nazywana ciggowa lub definicja Heinego
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Przyklad 6.7 lim ln(lTJr“T) = 1. Rowniez ta rownos¢ zostata udowodniona wczes-

xTr—>

niej. W

Przykiad 6.8 lim sz_l = 1. Te réwnos¢ wykazaliSmy poprzednio. B

rz—0

Przykiad 6.9 lim (1 + %)x = e . Te réwnos$é¢ wykazemy teraz. Trzeba wykazac,

ze dla kazdego ciagu (x,,), ktérego granica jest oo zachodzi: lim <1 + %) s
n—oo n

Wiemy, ze jest tak w przypadku x,, = n — z definicji liczby e. Przypomnijmy tez, ze

ciag ( (1 + %)n) jest rosnacy. Stad wynika, ze jesli kK > n jest liczba naturalna, to

(1 + %)n < (1 + %)k < e. Stad i z definicji granicy wynika, ze jesli lim &k, = 400,
n—oo

ky
to lim (1 + ﬁ) = e — jesli bowiem m jest jakakolwiek liczba naturalna, to

n—oo

dla dostatecznie duzych liczb naturalnych n, zachodzi nieréwnos¢ k, > m , zatem

1+ 2)" < (1+4)

Niech lim =z, = —4o00. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozna przyjac, ze dla

n—oo

ky

1
< e. Teraz mozemy przejs¢ do wiasciwego dowodu.

kazdego n zachodzi nieréwnos¢ x, > 1, bo jest tak dla dostatecznie duzych n.

Niech k,, = |z,] bedzie taka liczba calkowita, tzn. k, < z, < k, + 1. Poniewaz

Tn,—1<k,,wiec lim k, = +oo. Stad iz tego, co wykazaliSmy poprzednio, wynika,
n—oo

kn 1+kn,
ze lim <1 + H;k> =e= lim (1 + ,%) . Mamy réwniez

n—oo n—oo

1 kn ) Ty 1 Tn 1 Ty ) 1+k,
(1+m> S(l—f—m) <(1+H> S(l—f—m) <<1+E) .
7 tej nieréwnosci i twierdzenia o trzech ciagach wynika dowodzona przez nas teza. B

Przykiad 6.10 Funkcja % , okreslona dla x # 0, nie ma granicy w punkcie 0, bo-

wiem lim % = +00 ijednoczesnie lim —5— = —o0, udalo sie nam wiec wskazaé
n—oo /n n—oo /n

dwa ciagi argumentéw zbiezne do 0, takie ze odpowiadajace im ciagi wartosci maja,

rézne granice. B

Przykiad 6.11 Funkcja sin % , okreslona dla x # 0, nie ma granicy w punkcie 0,

bowiem sin m =0 oraz sin y = 1. Wskazalismy wiec takie dwa ciagi

1
1/(2nm+m/2
argumentéw zbiezne do 0, ze odpowiadajace im ciagi wartosci sa zbiezne do réznych
granic (sa stale i r6zne). ®

Oprocz granicy funkcji rozpatrywane sa granice jednostronne funkcji w punkcie.

Zdefiniujemy granice lewostronna, definicja granicy prawostronnej jest analogiczna.

Definicja 6.5 (granicy lewostronnej)

g jest granica lewostronna funkcji f : X — R w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy

6
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p jest punktem skupienia zbioru X N (—oo,p) czyli, gdy mozna znalezé w dziedzinie
ciag (x,) o wyrazach mniejszych (Scisle!) niz p, zbiezny do p i gdy dla kazdego
takiego ciagu odpowiadajacy mu ciag wartosci ( f (xn)) ma granice ¢. Stosujemy

oznaczenie lim f(z). W
T—p—

Latwo mozna udowodni¢, ze funkcja % ma jednostronne granice w punkcie 0:

prawostronna jest réwna 400, zas$ lewostronna jest —oo. Funkcja sin % nie ma
granicy prawostronnej w punkcie 0 — wykazaliSmy to wskazujac dwa ciagi dodatnich
argumentéw tej funkeji zbiezne do 0, takie ze odpowiadajace im ciagi wartosci maja
rézne granice.

Bez trudu mozna udowodni¢ ,funkcyjna” wersje twierdzenia o scalaniu.

Twierdzenie 6.6 ( o scalaniu)

Funkcja f okreslona na zbiorze X = X; U X5, ktéorego punktem skupienia jest
punkt p, ktory jest jednoczesnie punktem skupienia obu zbiorow X7, Xo ma granice
w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy obie funkcje fi := fix, 1 f2 := fix, maja
granice i te granice sa réwne.

Dowdd. Jest jasne, ze z istnienia granicy lim wynika istnienie i réwnos¢ obu gra-
r—p

nic ilg; fii ili)r;) fo zamiast wszystkich ciagéow zbieznych do p, ktérych wyrazy sa
rézne od p, rozpatrujemy jedynie ich czes¢. Jesli natomiast wiemy, ze istnieja gra-
nice funkcji f; i fa2, to ciag o wyrazach réznych od p mozemy rozbi¢ na podciagi
o wyrazach nalezacych do X; i na podciag zlozony z pozostalych wyrazéw, wiec
nalezacych do X, . Odpowiadajace im ciagi wartosci maja te sama granice, wiec ciag
wartosci odpowiadajacy naszemu ciagowi ma granice i to réwna wspolnej wartosci
obu granic. Oczywiscie jesli tylko skonczenie wiele wyrazéw ciagu argumentéw znaj-

duje sie w zbiorze X7, to nie mozemy rozpatrujemy granicy lim f;, ale to niczemu
r—p

nie przeszkadza. &
Podobnie jak w przypadku twierdzenia o scalaniu, mozna przenies¢ inne twier-

dzenia dotyczace granic ciagow na ogdlniejszy przypadek granicy funkcji.

Twierdzenie 6.7 ( o arytmetycznych wlasnosciach granicy)

A1l. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(x) i okreslona jest ich suma, to istnieje

granica :llirilp (f(x) + g(x)) i zachodzi wzér: lim (f(x) + g(z)) = };13}) f(z) +

x—>p

lim g(z).

r—p

A2. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(x) i okreslona jest ich réznica, to istnieje
T—p T—p

granica lim (f(x) — () &l (f(z) — g(a)) = lim f() — lim g().

r—Dp r—Dp
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A3. Jedli istnieja granice lim f(z), lim g(z) i okreslony jest ich iloczyn, to istnieje
T—p T—p
granica lim (f(z)-g(x)) izachodzi wzér: lim (f(z)-g(x)) = lim f(z)-lim g(z).
T—p T—p T—p T—p

A4. Jedli istnieja granice lim f(x), lim g(z) i okreslony jest ich iloraz, to istnieje
T—p T—p

granica lim £ i zachodzi wzér lim £&) = lme—p/(@)
T—p g(x) T—p g(x) lim, ., g(2)

Dowdd. Twierdzenie jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia o arytmetycz-
nych wilasnosciach granicy ciagu.

Przed podaniem nastepnego twierdzenia przypomnijmy, ze operujemy terminem
dla dostatecznie duzych n. Oznacza to, ze interesuja nas liczby naturalne wieksze od
pewnej liczby. Wiadciwie chodzi o to, by byly one bliskie +o0o. W przypadku funkcji
argument, ktorym w przypadku ciaggu jest numer wyrazu, czyli n, ma by¢ bliski
punktowi p, ktéry moze — lecz nie musi — by¢ réwny +oo. Wymaga wiec zmiany
sposob mowienia. Mowiac x jest dostatecznie bliski p bedziemy mie¢ na mysli, ze:

(+00) x > M dla pewnej liczby rzeczywiste] M , gdy p = +o0 ,
(—o0) x < M dla pewnej liczby rzeczywistej M , gdy p = —o0,
(R) |xr — p| < & dla pewnej dodatniej liczby ¢, gdy p € R.

Twierdzenie 6.8 (o szacowaniu)

N1. Jedli C < lim f(x), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé
T—p

C < f(x).
N2. Jedli C > lim f(x), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé
T—p
C > f(x).
N3. Jesli lim g(x) < lim f(z), to dla x # p, dostatecznie bliskich p zachodzi
T—p T—p

nieréwnosé¢ g(z) < f(z).
N4. Jesli g(z) < f(z) dla x dostatecznie bliskich p, to zachodzi nieréwnosé

lim g(z) < lim f(z).
Dowod. Zakladamy caly czas, ze p jest punktem skupienia dziedziny funkcji. Za-
uwazmy najpierw, ze zaprzeczeniem zdania: Dla wszystkich x # p dostatecznie bli-
skich p spetniony jest warunek W jest zdanie: Istnieje ciqg (x,) zbiezny do p, taki
Ze x, #p dla kazdego n i warunek W nie zachodzi dla Zadnego wyrazu ciggu (x,,).
Jesli np. p = +o00 i nie jest prawda, ze warunek W speliony jest dla wszystkich x
dostatecznie bliskich p = 400, to dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba
x > M , dla ktérej warunek W nie zachodzi. By otrzymaé ciag (z,), ktérego granica
jest oo, zlozony z liczb, dla ktérych warunek W nie zachodzi, wystarczy przyjac,

ze M = n. Jedli natomiast istnieje ciag (z,), ktérego granica jest +oo, taki ze

8
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warunek W nie jest speliony dla zadnego (x,), to warunek W nie jest spetniony dla
wszystkich dostatecznie duzych x, czyli nie jest spelniony dla wszystkich x dosta-
tecznie bliskich +o00. Analogicznie postepujemy w przypadku p = —co.

Jedli p € R, to dla kazdego 0 > 0 istnieje z, takie ze = # p i |z —p| < ¢, dla
ktorego warunek W nie zachodzi. By zdefiniowaé x,, przyjmujemy, ze § = % . 7 ist-
nienia ciagu (z,) zlozonego z liczb, dla ktérych warunek W nie zachodzi, wynika od
razu, ze nie jest mozliwe, by warunek W byl spelniony dla wszystkich = dostatecznie
bliskich p.

Teraz mozemy zajaé sie wlasciwym dowodem. Zalézmy, ze lim f(z) < C oraz
r—Dp

ze nie jest prawda, ze dla x dostatecznie bliskich p zachodzi nieréwnosé f(z) < C'.
Wynika stad, ze istnieje ciag (x,), taki ze dla kazdego n zachodzi nieréwnosé
f(zn) > C. Stad jednak wynika, ze mhg;) f(z,) > C, wbrew zalozeniu. Dowé6d
w tym przypadku zostal zakonczony. Stwierdzenie N2 dowodzimy analogicznie lub
wnioskujemy z N1 zastepujac funkcje f funkcja przeciwna —f. Stwierdzenie N3
wynika ze stwierdzen poprzednich: starczy uzy¢ liczby C' lezacej miedzy ilinp f(x)
oraz 3El_r)r;) g(z) . Ostatni fragment twierdzenia to prosta konsekwencja tego, ze ciag o
mniejszych wyrazach ma mniejsza, granice. Dowodd zostat zakonczony. B

Podamy teraz inna definicje granicy funkcji. Z poprzednia mozna wiazac¢ takie
stwierdzenie (niescisle, ale wazne): niezaleznie od tego w jaki sposéb argument dazy do
p, to wartosé funkcji zbliZa sie do g . 7 ta ktoéra pojawi sie niebawem wiazemy stwier-
dzenie jesli argument funkcyi jest dostatecznie bliski p, ale rézny od p, to wartosc
funkcji jest bliska g. Sformulujemy zapowiedziana definicje bardzo dokladnie, bez
zadnych skrétéw. Ma ona dziewieé czesci, ale na ogol po przeczytaniu dwéch — trzech

pierwszych nie ma potrzeby czyta¢ dalej, bo mozna to samodzielnie napisac.
Definicja 6.9 (granicy funkcji) *
1. g,peR. Wtedy g = lim f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p

Ves0Ts>0¥aex (0 <o —p| <d=[f(x) —gl<e).
2. geR, p=+400. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p
Ves0dmVeex (> M = |f(z) —g| <e).
3. geR, p=—00. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p

VesodmVeex (2 <M = |f(z) —g| <e).

* ta definicja nazywana jest definicja Cauchy’ego lub definicja otoczeniows, czasem, to juz belkot

matematyczny, — epsilonowo—deltows.
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4. g=+4o00, peR. Wtedy g= ;IE)I%) f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
VardssoVaex (0<|z—p| <d= f(z)>M).
5. g=+00, p=+40c0. Wtedy g= ilil}j f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
VudgVeex (x> K = f(z) > M).
6. g=+00, p=—00. Wtedy g= leir;? f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
Vg Veex (x <K= f(x) > M) )

7. g=—00, peR. Wtedy g = lim f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p

VarJssoVeex (0 <|z—p| <d= f(z) < M).
8. g=—00, p=+oc0. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p

VMHKVLL‘EX (CL‘ > K = f(x) < M)

9. g=—-00, p=—00. Wtedy g = lim f(z) wtedy i tylko wtedy, gdy
T—p

Var3gVeex (x <K= f(x) < M) )

Dowdéd. Dowdd podamy w dwoéch wybranych przypadkach: pierwszym i ésmym.
Reszte czytelnik powinien uzupeini¢ samodzielnie, by¢ moze nie wszystko — tyle
tylko, by w miare swobodnie przeprowadzi¢ dowod w ktoryms przypadku.

Zalozymy najpierw, ze g, p sa liczbami rzeczywistymi oraz ze g = }Eﬂ, f(x)
w sensie definicji ciagowej. Jesli istnieje taka liczba ¢ > 0, ze dla kazdej liczby § > 0
istnieje x, takie ze 0 < |z—p| < J ijednoczesnie |f(x)—g| > €, to przyjmujac, ze x,
jest dobrane do 1, tzn. 0 < |z, —p| < % i |[f(z,) — g| > €, otrzymujemy ciag (z,)
zbiezny do p, o wyrazach réznych od p i taki ze odpowiadajacy mu ciag wartosci
funkcji nie jest zbiezny do liczby ¢, bowiem wszystkie wyrazy tego ciagu wartosci
pozostaja w odlegtosci nie mniejszej niz € od ¢g. Twierdzenie zostalo udowodnione
w jedna strone.

Teraz zalozymy, ze g = lim f(z) w sensie definicji otoczeniowej. Niech (z,)
T—p

bedzie dowolnym ciggiem argumentow funkcji f zbieznym do p, o wyrazach réznych
od p iniech € oznacza dowolna, liczbe dodatnia. Z definicji otoczeniowej granicy funk-
cji wynika, ze istnieje taka liczba 6 > 0, ze jesli 0 < |z —p| < J, to |f(z) —g| <e.
7 definicji granicy ciagu wnioskujemy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nie-
réwnosé |z, —p| < 6 ioczywiscie x,, # p, zatem 0 < |x,, —p| < §, a stad wynika, ze
|f(xn) —g| < e. Stad i z definicji granicy ciagu wynika, ze nlingo f(x,) =g, a wobec
tego, ze (x,) jest dowolnym ciagiem, mozemy stwierdzié, ze g jest granica w sensie
definicji ciagowej.

Teraz, zgodnie z obietnica, zajmiemy sie przypadkiem 6smym, tj. zalozymy, ze
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g = —oo oraz ze p = +o0o. Zakladamy, ze dla kazdego ciagu (z,) argumentéw
funkcji f, ktorego granica jest +oo zachodzi réwnosé lim f(z,) = —oo. Mamy
n—oo

wykazac, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje liczba rzeczywista K, taka
ze jesli ¢ > K, to f(x) < M. Zalézmy, ze tak nie jest. Istnieje wiec liczba M
taka, ze dla kazdej liczby K istnieje taki argument = funkcji f, ze x > K i jedno-
czesnie f(x) > M. Przyjmujac K = n otrzymujemy argument z, , taki ze =, > n
i f(x,) > M. Stad jednak wynika, ze —oo nie jest granica ciagu (f(xn)), wbrew
zalozeniu. Dowdd w jedna strone zostal zakonczony.

Teraz zalozymy, ze dla kazdej liczby rzeczywistej M istnieje taka liczba rzeczy-

wista K, ze jeSli > K, to f(x) < M. Jesli lim z, = +oo, to dla dostatecznie

n—oo

duzych n zachodzi nieréwnosé x,, > K i wobec tego f(x,) < M . Wobec dowolnosci

M , oznacza to, ze lim f(x,) = —o00. Dowdd zostal zakoniczony. B
n—oo

7 twierdzenia o trzech ciagach wynika analogiczne twierdzenie dla granic funkcji.

Twierdzenie 6.10 (o trzech funkcjach)
Jesli dla wszystkich argumentéw z dostatecznie bliskich punktowi p zachodzi nie-

réwno$é podwéjna f(x) < g(x) < h(z) i istnieja granice lim f(x), lim h(z) oraz
T—p T—p

lim f(x) = lim h(x), to réwniez funkcja g ma granice w punkcie p i zachodzi
T—p T—p

réwno$é¢  lim f(z) = lim g(z) = lim A(z). B
r—p T—p T—p

7 nastepnego twierdzenia w zasadzie nie bedziemy korzysta¢, podajemy je tylko
po to, by pokazaé, pelng analogie pojecia granicy ciagu i granicy funkcji, wiec latwy

dowdéd pozostawiamy czytelnikom w charakterze zadania.

Twierdzenie 6.11 (Cauchy’ego o istnieniu granicy skoriczonej)
Funkcja f ma granice skonczona w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy spelmiony
jest nastepujacy warunek Cauchy’ego:
dla kazdego € > 0, dla wszystkich x,y # p dostatecznie bliskich p
zachodzi nieréwnosé |f(z) — f(y)| < e. (w.C.) ®

Twierdzenie, ktoére znajduje sie ponizej ma bardzo prosty dowdd, ale jest bardzo

czesto stosowane.

Twierdzenie 6.12 (o granicy zlozenia dwu funkcji)

Zalézmy, ze dziedzina funkcji f zawiera zbiér wartosci funkcji g, ze funkcja g ma
granice G w punkcie p, ze granica G jest punktem skupienia dziedziny funkcji f
i funkcja f ma granice H w punkcie G oraz ze wartosci funkcji g w punktach

dostatecznie bliskich p sa rézne od G. Przy tych zalozeniach funkcja fog okreslona

11
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wzorem (f o g)(z) = f(g(z)) ma w punkcie p granice, ta granica jest réwna H .

Dowodd. Zalozenia tego twierdzenia sa tak dobrane, ze dowdd wynika od razu z

definicji ciagowej granicy funkcji w punkcie. B

Definicja 6.13 (kreséw funkcji)

1. Kresem gérnym M funkcji f nazywamy kres gérny zbioru jej wartosci, tj. naj-
mniejsza liczbe M (lub +o00, jesli funkcja nie jest ograniczona z gory) taka, ze
f(z) < M dla kazdego argumentu z funkcji f. Kres gérny funkcji f oznaczamy
symbolem sup f .

2. Kresem dolnym M funkcji f nazywamy kres dolny zbioru jej wartosci, tj. naj-
wieksza liczbe M (lub —oo, jesli funkcja nie jest ograniczona z dotlu) taka, ze
f(z) > M dla kazdego argumentu x funkcji f. Kres dolny funkcji f oznaczamy

symbolem inf f.

Definicja 6.14 (granicy gérnej)
M € [—00,4+00] jest granica gérna funkcji f przy x — p wtedy i tylko wtedy, gdy
spelione s oba warunki

(i) dla kazdego ciagu (x,) o granicy p, wyrazach réznych od p, dla ktérego

istnieje lim f(z,) zachodzi nieréwnos¢ lim f(z,) < M oraz
n—oo n—oo

(i) M jest najmniejszym elementem [—oo, 400, dla ktérego spetniony jest

warunek (i).

Piszemy wtedy M = limsup f(x). B

z—p

Analogicznie definiujemy granice dolna funkcji, ktéra oznaczamy za pomoca
symbolu M = lirmn _glf f(x). Warunek (ii) tej definicji mozna zastapié¢ stwierdzeniem:
istnieje ciag (z,,) o granicy p i wyrazach réznych od p, dla ktérego nlLII;O f(z,)=1L.
Oznacza to, ze granica gérna jest kresem gornym granic postaci nh_}n;o f(xy,), gdzie
(z,,) oznacza ciag o wyrazach réznych od p, ktérego granica jest p. Definicja granicy

dolnej jest analogiczna. Mozna bez trudu wykazac, ze jesli p jest liczba rzeczywista,

D dziedzing funkcji f, to

{lim inf f (), lim sup f(:z;)] _

r—p T—p

= N[t £ (DN~ bp+6)\ () s f (DN —8.p+6)\ {p}) |-

6>0
Oznacza to, ze rozpatrujemy otoczenie punktu p, znajdujemy najmniejszy prze-

dzial domkniety (by¢é moze nieskoniczony) zawierajacy obraz tej czesci dziedziny,

ktéra znalazta sie w rozpatrywanym otoczeniu punktu p, z wyjatkiem punktu sa-
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mego p. Nastepnie zmniejszamy to otoczenie (czyli méwiac nieformalnie 6 — 0),
lewy koniec otrzymanego przedziatu, by¢ moze zdegenerowanego do jednego punktu,

to liminf f(z), a prawy — to limsup f(z). Zachecam studentéw do wykazania
r—p T—p

réwnowaznosci tych okreslen oraz do samodzielnego ich sformulowania w przypad-

ku p==+o0.

Podamy teraz kilka przykladéw kresow funkcji.

Przyklad 6.12 Niech f(x) = m.
liczby rzeczywistej x . Czytelnik sprawdzi z latwoscia, ze jesli 0 <a < 1i x> \/1%7@ ,

2

Jest jasne, ze —1 < f(x) < 1 dla kazdej

to a < \/7 = f(z). WykazaliSmy wiec, ze 1 jest ograniczeniem gérnym funkcji
f oraz ze zadna liczba a mniejsza niz 1 nie jest ograniczeniem gérnym funkcji f.
Stad wynika, ze sup f = 1. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta ( f(—x) = —z dla
kazdego x ), wiec inf f =—1. 1

Przyklad 6.13 Kresem gornym funkcji sin jest liczba 1, a kresem dolnym funkcji

sinus — liczba —1. 1

Przyklad 6.14 Kresem gornym funkcji wyktadniczej o podstawie e jest 400, a
dolnym — liczba 0. H

Przykilad 6.15 Kresem gérnym logarytmu naturalnego jest +oo, a kresem dol-

nym jest —oo. W

Przyklad 6.16 Kresem gornym funkcji liniowej niestatej jest +o0o, a kresem dol-

nym tej funkcji jest —oco. W

Przyklad 6.17 Kresem gérnym funkcji f, danej wzorem f(z) = 2%+ 2x —2 =
=(x +1)? — 3, jest +00, a kresem dolnym tej funkcji jest liczba —3. B

sini na
X

Przyklad 6.18 Kresem gérnym funkcji f danej wzorem f(x) = 7 +1$2

przedziale otwarto—domknietym (0, 1] jest liczba 1, a dolnym — liczba —1. Wynika

to z tego, ze dla = € (0,1] zachodzi nieréwnosé !14_1302 sin%‘ < 1 oraz z réwnosci
(4n+1)%m% _ —(4n+3)%72 _
Jim f((4n+1)7r) Jim —(4n—|—1)2 = L lim f((4n+3)7r) = lm gy = -1

Wida¢ wiec, ze w tym przypadku zaden z kreséw nie jest wartoscia funkcji ograniczo-

nej f. Mozna tez zauwazy¢, ze z przedstawionego rozumowania wynikaja réwnosci
limsup f(z) =11 limiriff(a:) =-1.m
z—0

z—0t
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Zajmiemy sie teraz funkcjami monotonicznymi i $cisle monotonicznymi.

Definicja 6.15 (funkcji monotonicznych i $ci§le monotonicznych) Funkcja f

okreslona na zbiorze X C R jest

1. Scisle rosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konse-
kwencja nieréwnosci z < y jest nieréwnosé¢ f(z) < f(y);
2. 4cisle malejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y kon-
sekwencja nieréwnosci x < y jest nieréwnosé¢ f(x) > f(y);
3. nierosnaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw =z, y konse-
kwencja nieréwnosci z < y jest nieréwnosé¢ f(z) > f(y);
4. niemalejaca wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych argumentéw x, y konse-
kwencja nieréwnosci = < y jest nieréwnosé f(z) < f(y). ®
Znéw mamy do czynienia z rozszerzeniem pojecia z ciagéw na funkcje. Podamy
tylko jeden przykiad, bo licznych przyktadéw dostarczyliSmy juz wczesniej w postaci
ciagéw monotonicznych, a i w przyszlodci ich nie zabraknie. Niech f(z) = I dla
x # 0. Zauwazmy, ze w calej dziedzinie funkcja nie jest monotoniczna: —1 < 1
i jednoczesnie f(—1) = —1 < 1 = f(1), wiec funkcja f nie moze by¢ nierosnaca,
w szczegdlnodcei nie moze by¢ malejaca; 1 < 2 i jednoczesnie f(1) =1 > 1 =
f(2), zatem f nie moze by¢ funkcja niemalejaca, tym bardziej rosnaca. Natomiast
czytelnik stwierdzi bez trudu, ze f jest funkcja SciSle malejaca na kazdej z dwu

pélprostych (—o0,0) i (0,+00).

Twierdzenie 6.16 (o istnieniu granic funkcji monotonicznej)

Jedli f jest funkcja monotoniczna, p jest punktem skupienia jej dziedziny, to jesli
istnieje ciag (z,) argumentéw funkcji f mniejszych niz p, zbiezny do p, to f ma
granice lewostronna, w punkcie p, jesli istnieje ciag argumentow funkcji f wiekszych
niz p, zbiezny do p, to f ma granice prawostronna w punkcie p.

Dowdéd. Wystarczy oczywiscie udowodnié to twierdzenie przy zalozeniu, ze funkcja
f jest niemalejaca. Jesli bowiem f jest nierosnaca, to funkcja przeciwna —f jest
niemalejaca. Niech g bedzie kresem gérnym zbioru zlozonego z wartosci funkcji f
osiaganych w punktach z < p (g = sup{f(x): =z < p}). Trzeba wykazaé, ze
g = lim f(x). Jesli © < p,to f(z) < g.Jesli m < g jest liczba rzeczywista, to

T—p~
poniewaz m nie jest ograniczeniem gérnym zbioru tych wartosci funkcji f, ktore sa
osiggane w punktach = < p, wiec istnieje argument z’ < p, taki ze f(z') > m.
Stad wynika, ze jesli ' < z < p to m < f(2') < f(z) < g, zatem: jesli z < p

jest dostatecznie bliskie p, to f(x) jest dostatecznie bliskie g, co dowodzi tego, ze
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g = lim f(x). Analogicznie dowodzimy, ze jesli istnieje ciag argumentéw wiekszych
T—p—

niz p, zbiezny do p, to kres dolny tych wartosci funkcji, ktore sa przyjmowane
w punktach wiekszych niz p jest prawostronng granica funkcji f w punkcie p. Do-
wod zostal zakonczony. B

Przechodzimy teraz do jednego z najwazniejszego poje¢ — do ciaglodci. Roz-

poczniemy od definicji.

Definicja 6.17 (funkcji ciaglej)
Funkcja f jest ciagla w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy p jest argumentem
funkcji i zachodzi jedna z dwu mozliwosci:
(i) p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f;
(ii) p jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, ktéra ma granice w punkcie p

i ta granica jest rowna wartosci funkcji w punkcie p: ilir}lo flx)=f(p). m

Twierdzenie 6.18 (charakteryzujace ciaglos¢)
Funkcja f jest ciagta w punkcie p wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej
e istnieje liczba 6 > 0, taka ze jesli |z —p| < ¢, to |f(x) — f(p)| < e.
Dowdd. Jezeli p nie jest punktem skupienia dziedziny funkcji f, to istnieje taka
liczba 6 > 0, ze jedynym punktem x dziedziny funkcji f, dla ktérego |z — p| < 4
jest punkt p — w tym przypadku |f(z) — f(p)| = |f(p) — f(p)| = 0 < e, niezaleznie
od wyboru liczby dodatniej €. Pozostala czes¢ twierdzenia moze by¢ otrzymana na-
tychmiast z definicji otoczeniowej granicy funkcji. Dowdd zostal zakonczony. B

7 poznanych twierdzen o granicach funkcji wynika od razu nastepujace twier-

dzenie.

Twierdzenie 6.19 (o operacjach na funkcjach ciagltych)
Zalézmy, ze funkcje f i g okreslone na wspdlnej dziedzinie sa ciagle w punkcie p.
Wtedy nastepujace funkcje sa ciagle w punkcie p: f+g, f—g, f-g oraz 5 pod
warunkiem g(p) #0. 1

Wazna operacja jest sktadanie (superponowanie) funkcji. Polega ono na ,wyko-
naniu” po kolei dwu funkcji: (f o g)(x) = f(g(z)). Okazuje sie, ze sktadajac funkcje

ciagle otrzymujemy w rezultacie funkcje ciagla.

Twierdzenie 6.20 (o ciaglosci zlozenia dwu funkcji)
Jezeli funkcja g jest ciagla w punkcie p, funkcja f okreslona na zbiorze zawierajacym
zbiér wartosci funkcji g jest ciagla w punkcie g(p), to zlozenie f o g jest funkcja

ciagta w punkcie p.
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Dowod. Wynika to od razu z otoczeniowej definicji ciagtosci: jesli € > 0, to istnieje
6 > 0, takie ze jedli |y — g(p)] <8, to |f(y) — f(9(p))| < €, istnieje tez n > 0, takie
ze jesli |z —p| < n, to |g(z) — g(p)| < §, a wobec tego |f(g(z)) — f(9(p))| < ¢.
Dowdd zostat zakonczony. B

Nie jest natomiast prawda, ze funkcja odwrotna do funkcji f ciaglej w punkcie p
musi by¢ ciagla w punkcie f(p). Zachecamy czytelnikéw do samodzielnego skonstru-
owania przykladu. Musi on by¢ nieco dziwaczny, bowiem jesli zatozymy, ze funkcja
f jest ciagla w calej dziedzinie, ktéra jest przedzialem, to wtedy funkcja odwrotna
musi by¢ ciagla, mowimy o funkcji, ktérej wartosciami sa liczby rzeczywiste. Tego
twierdzenia jednak nie udowodnimy teraz, bowiem jego dowdd stanie sie latwiejszy
poZniej.

Podamy jeszcze twierdzenie pozwalajace w licznych przypadkach stwierdza¢ ciag-

loé¢ popularnych funkcji.

Twierdzenie 6.21 (o ciaglosci funkcji monotonicznej)

Jedli funkcja monotoniczna f okreslona na zbiorze X C R przeksztalca zbior X na
przedzial, to jest ciaglta w kazdym punkcie zbioru X .

Dowodd. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze funkcja f jest niemalejaca. Jesli p € A
jest granica ciagu (a,) punktéw zbioru A mniejszych niz p, to istnieje granica

lim f(z) < f(p). Poniewaz dla = > p zachodzi nieréwnosé¢ f(x) > f(p), a dla
T—p~

x < p zachodzi nieréwnosé¢ f(z) < lim f(z), wiec z tego, ze obrazem zbioru A
T—p~

jest przedzial, wynika, ze lim f(x) = f(p): gdyby bylo lim f(x) < f(p), to
r—p~ T—p—

punkty przedzialu ( lim f(z), f(p)) bylyby poza zbiorem f(A), wiec nie bylby on
T—p~

/
n

przedziatem. Analogicznie: jesli istnieje ciag (al,) wiekszych niz p zbiezny do p,

to f(p) = Jcli}r]r;Jr f(x). Stad wynika, ze f jest ciagla w punkcie p. Dowdd zostat

zakonczony. B

Whiosek 6.22

Jedli f jest funkcja monotoniczna okreslona na przedziale P, to f jest ciagla
w kazdym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy f przeksztalca przedzial P na pewien
przedziat (zdegenerowany do punktu w przypadku, gdy f jest funkcja stala). ®

Whniosek 6.23 (o liczbie punktéw nieciaglosci funkcji monotonicznej)
Jedli X C R jest zbiorem niepustym, f: X — R funkcja monotoniczna, to zbiér
punktéw nieciaglosci funkeji f jest co najwyzej przeliczalny.

Dowdéd. Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze funkcja f jest niemalejaca. Jesli
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p € X jest punktem, w ktérym funkcja f jest nieciagla, to zachodzi co najmniej

jedna z nieréwnosci lim f(z) < f(p), f(p) < lim f(z). Niech w, bedzie taka
T—p~ T—p
liczba wymierna, ze lim f(z) < wp, < f(p), a jesli lim f(z) = f(p), to taka, ze
T—p~ T—p~
flp) <wp < lim+ f(z). Z tego okreslenia wynika, ze jesli p < g i f jest nieciagla
T—p

w obydwoéch punktach, to w, < w,. Wynika stad, ze ré6znym punktéw nieciaglosci
odpowiadaja rézne liczby wymierne. Teza wynika z przeliczalnosci zbioru wszystkich

liczb wymiernych. B
Przykiad 6.19 Funkcja stala jest ciagta w kazdym punkcie. B

Przyklad 6.20 Funkcja identycznosé, czyli funkcja, ktérej wartoscia w punkcie
x jest liczba x jest ciagla w kazdym punkcie prostej — wynika to natychmiast
z definicji ciaglosci. Zamiast moéwi¢ funkcja identyczno$é bedziemy mowic¢ funkcja x,

rozumiejac, ze jest ona okreslona na calej prostej. B

Przykiad 6.21  Funkcje 2%, 23, ...sa ciagle w kazdym punkcie prostej. Wynika
to natychmiast z twierdzenia o ciaglosci iloczynu funkcji ciaglych i poprzedniego

przykladu. ®

Przyklad 6.22 Kazdy wielomian, czyli funkcja postaci ag + a1z + -+ + a,z™,
gdzie ag, ay, ... ,a, sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi, jest ciaggta w kazdym
punkcie prostej. Wynika to z poprzednich przykladéw oraz twierdzenia o ciaglosci
iloczynu i sumy funkeji: funkcja postaci a;x? jest iloczynem funkcji statej o wartosci

a; oraz funkcji 27 | wielomian jest suma takich funkcji. B

Przykiad 6.23  Funkcja ;—;é, ktorej dziedzing jest zbiér zlozony ze wszystkich
liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczby —3 jest ciagla w kazdym punkcie swej dzie-

dziny, bo jest ilorazem funkcji ciaglych. m

Przyklad 6.24  Funkcja wyktadnicza e* jest ciagla. WykazaliSmy to wczesniej,

. . eh . , . . .
zreszta wynika to od razu z tego, ze lim % = 1, bo z tej rownosci wynika, ze
h—0
. . z+h__ = . . .
}lllm erth = }lllm (e —— - h+ em> =1-0+ €® = e”. Inne uzasadnienie uzyskujemy
—0 —0

powolujac sie na monotoniczno$é¢ funkcji wykladniczej i to, ze zbiorem jej wartosci

jest przedziat (0,00). W

Przyklad 6.25 Logarytm naturalny (o podstawie e) jest funkcja ciagla. Wy-
nika to stad, ze zbiorem wartosci logarytmu naturalnego jest zbioér wszystkich liczb

rzeczywistych. Bl
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Przyklad 6.26 Dla kazdej liczby rzeczywistej a funkcja potegowa z® o wyk-
ladniku a jest ciagta w kazdym punkcie pélprostej (0,+00). Wynika to z ciaglosci
logarytmu naturalnego, ciaglosci funkcji wykladniczej o podstawie e i ciagtosci ilo-

czynu oraz zlozenia funkcji ciaglych: z¢ = e®"*  m

Przykiad 6.27 Jedli a > 0, to funkcja z® jest ciagla w punkcie 0, jej wartosé
w punkcie 0 definiujemy w tym przypadku jako 0. Zakladamy oczywiscie, ze dzie-

dzing, funkcji x® jest [0,00). Musimy udowodnié, ze jezeli lim z,, =0, to réwniez

n—oo
lim z; = 0. Jest tak dla a = %, k — dowolna liczba catkowita wieksza niz 1,
n—oo
bo gdyby tak nie bylo, to istnialyby ciag (z,) i liczba ¢ takie, ze lim z, = 0
n—oo

i lim ¥z, =g # 0, jednak wtedy zachodzitlaby réwnosc
0= lim z, = lim (Jf/xn)k = ( lim ,’“/acn)]C =gk #£0.

n—oo n—oo n—oo
W przypadku dowolnego a znajdujemy najpierw dodatnia liczbe catkowita k& > % .
Dla kazdej liczby nieujemnej z < 1 mamy wtedy 0 < 2% < /¥ . Teza wynika teraz

z twierdzenia o trzech ciggach. B

Przyklad 6.28 Jesli a = §, gdzie ¢ jest nieparzysta liczba calkowita dodatnia,
za$ p liczba calkowita ujemna, to funkcja 2® = ¥aP jest ciagla w kazdym punk-
cie potprostej (—o0,0). Wynika to od razu z ciaglosci funkcji pierwiastek ¢-tego
stopnia, ciagloéci wielomianu i ciaglosci ilorazu funkcji ciagltych oraz twierdzenia o

ciagtosci zlozenia. B

W ostatnich trzech przykitadach wykazaliémy, ze funkcja potegowa jest ciagla

wszedzie tam, gdzie jest okreslona.

Przyklad 6.29 Funkcje sinus i kosinus sa ciagle w kazdym punkcie prostej. Jest

to konsekwencja nieréwnosci |sinz —siny| < |x —y| oraz |cosx —cosy| < |z—y|. A

Przyklad 6.30 Funkcja arcsin jest ciagla na przedziale [—1,1], bo zbiorem jej

wartosci jest przedzial [ — 5 g} [ |

Przykilad 6.31 Funkcja arctg jest ciagla na calej prostej, bo zbiorem jej wartosci

jest przedzial ( -5 g) .

Przyklad 6.32 Dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0 funkcja wyktadnicza a”® jest
ciagla w kazdym punkcie prostej rzeczywistej. Wynika to z tego, ze a® = e*" ¢ | twier-
dzen o ciaglodci iloczynu i ztozenia oraz ciaglosci funkcji wyktadniczej o podstawie e

i ciaglosci identycznosci oraz funkcji statej. B
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Z tych przykladow wynika, ze kazda funkcja, ktéra mozna zdefiniowaé¢ ,,wzorem”

uzywajac standardowych funkcji, jest ciagla w calej swojej dziedzinie, np. funkcja

)
—12 2
exp <sm(x T )> — siny/x* — 113. Wynika to z wielokrotnego stosowania

tg(cosx + Inx)
twierdzen o ciagtosci zlozenia, sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu. Mogloby wiec powstac

wrazenie, ze wszystkie funkcje sa ciagle. Tak jednak nie jest. Podamy ponizej kilka

przyktadow.

Przyklad 6.33 sgn(x) = % dla x # 0 oraz f(0) = 0, ta funkcja jest ciagla
w kazdym punkcie p # 0, bo wtedy jest stala w pewnym przedziale otwartym zawie-
rajacym p, w punkcie 0 ta funkcja jest nieciagla, bowiem jej granica prawostronna
jest w tym punkcie réwna 1, lewostronna jest réwna —1, wiec funkcja sgn (znak

liczby) nie ma granicy w punkcie 0. B

Przyklad 6.34 Niech f(z) =sin< dla = # 0, f(0) = 0. Funkcja tak zdefinio-
wana nie ma granicy w punkcie 0, wiec nie jest w tym punkcie ciagta. We wszystkich

innych punktach jest ciagta jako zlozenie funkcji ciaglej sinus z funkcja ciagta, % .

Przyklad 6.35 Niech f(z) =1 dla = # 0 i f(0) = 0. Funkcja ta jest nieciagla
w punkcie 0, cho¢ ma w tym punkcie granice, jednak ta granica nie jest réwna
wartosci funkeji w punkcie 0. W innych punktach p funkcja jest ciagla, bo jest stala
na pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt p. Oczywiscie mozna uznaé

ten przykiad za sztuczny. B

Przyklad 6.36 Niech V() oznacza objetosé jednego kilograma wody w tempera-
turze t, ciSnienie jest stale, tzw. normalne i niezalezne od temperatury. Ze szkolnych
lekcji fizyki wiadomo, ze funkcja V' ma nieciagltos¢ w punkcie 0 tj. w temperaturze,
w ktorej nastepuje przejscie ze stanu ciektego w staly lub odwrotnie, zreszta w punk-
cie 0 funkcja jest z punktu widzenia fizyki niezdefiniowana, ze wzgledu na zmiane
stanu skupienia. Granice jednostronne istnieja: prawostronna jest mniejsza niz lewo-
stronna (dlatego 16d ptywa w wodzie wystajac z niej). Przyklad ten podajemy po to,
by czytelnicy tego tekstu zdawali sobie sprawe, ze w niektérych sytuacjach pojawiaja

sie funkcje nieciagle w naturalnych sposéb. B

Przyklad 6.37 Niech f(x) =1, jesli liczba x jest wymierna, tj. x jest ilorazem
dwu liczb catkowitych i niech f(x) = 0, jesli x jest liczba niewymierna, np. jesli
T = %\/5, gdzie m, n sa liczbami calkowitymi réznymi od 0. Funkcja ta nie ma
granicy w zadnym punkcie, bo kazda liczba rzeczywista jest granica ciagu liczb wy-

miernych, np. swoich przyblizen dziesietnych oraz granica ciagu liczb niewymiernych.
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W pierwszym przypadku ciag wartosci funkcji dazy do 1, a w drugim do 0. Wobec

tego funkcja ta jest nieciaglta w kazdym punkcie! Mozna udowodnié¢, to jest tatwe!,

ze f(x) = klin;o <nh_>ngo (cos(k!wx))Qn) , wiec ta dziwna funkcja moze by¢ otrzymana
w wyniku podwdéjnego przejscia granicznego z funkcji uwazanych za podstawowe. B

Potrzebne nam beda jeszcze dwie definicje. Chodzi o to, ze w wielu przypadkach
pojawiac sie beda funkcje ciagle, ktére beda jeszcze dodatkowe wlasnosci. Zrozumienie
trzech definicji jest — wbrew pozorom — latwiejsze niz zrozumienie jednej z nich.

Definicja jednostajnej ciaglosci
Funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy

Ves03550Yayex (|7 —yl <6 = |f(z) — f(y)] <¢).m

Definicja warunku Lipschitza
Funkcja f spelia warunek Lipschitza na zbiorze A ze stala dodatnia L < 400
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € A zachodzi nieréwnosé

[fx) = f)l < Llz—y|. m

Jest jasne, ze funkcja speliajaca warunek Lipschitza jest jednostajnie ciagla:

wystarczy przyja¢, ze 6 = . Jest tez jasne, ze funkcja jednostajnie ciagla jest

ciagta. Istnieja funkcje ciagle, ktére nie sa jednostajnie ciagle.

Przyklad 6.38 Funkcja 22 rozpatrywana na calej prostej nie jest ciagla jedno-
stajnie. Zal6zmy bowiem, ze € = 1 oraz ze istnieje taka liczba § > 0, ze jezeli
|z —y| <4, to |z —y? <1 =c.Niech z = % iniech y = %+ + 2. Wtedy jednak
zachodzi nieré6wnosé |x2 — y?| = 1 + (g)z > 1 = ¢, wiec wbrew przypuszczeniu nie
istnieje liczba ¢ speliajaca zadany warunek. B

Mozna wykazaé, ze funkcje e® na calej prostej, Inz na pélprostej (0,400) itp.

nie sa jednostajnie ciagle, cho¢ zmniejszenie dziedziny moze zmienié¢ sytuacje.

Przyklad 6.39  Funkcja e® spelnia warunek Lipschitza na polprostej postaci
(—o0,a] dla kazdej liczby rzeczywistej a. Jesli bowiem y < x < a, to

" — e =" (1 -V ) S et (1— (14 (y—)) = (2 —y) < *lz— |

Przyklad 6.40 Funkcja liniowa ax + b spelia warunek Lipschitza ze stala |a|,

co wynika od razu z réwnosci |(ax +b) — (ay + b)| = |a| - |x — y|.

Przyklad 6.41 Funkcja x? rozpatrywana nie na calej prostej, lecz na przedziale
[—M, M|, gdzie M > 0, spelnia warunek Lipschitza ze stala 2M , bowiem
|22 —y?| = |z — yllz +y| < [z —yl(jz| + [y]) < 2M |z —y].

Przyklad 6.42 Funkcja /x rozpatrywana na calej prostej jest jednostajnie ciagta
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ale nie spelnia warunku Lipschitza: jesli >y, to 0 < \/z—,/y < \/x — y, co mozna
wykazac przenoszac /Y na prawa strone nieréwnosci, a nastepnie podnoszac obie
strony nieréwnosci do kwadratu — z tej nieréwnosci wynika jednostajna ciaglosé,

starczy przyjaé, ze 6 = £2. Z warunku Lipschitza wynikaloby, ze
L Z V 1/7’L—\/6 _ 1

T/n=0  — Vi noeg 100

co oczywiscie przeczy temu, ze L < +oo. R
Wykazalismy wiec, ze
warunek Lipschitza = jednostajna ciqgtos¢ = ciqglosé
oraz ze zadna z tych implikacji nie moze by¢ zastapiona rownowaznoscia,.

Warto jeszcze dodaé, ze w definicji (otoczeniowej) ciaglosci funkcji w punkcie
zada sie istnienia liczby 6 > 0 i ze takie samo zadanie wystepuje w definicji ciaglosci
jednostajnej. Roznica polega na tym, ze w definicji ciaglosci liczba d > 0 jest dopa-
sowywana do punktu, w ktérym badana jest ciagtos¢ i do liczby € > 0, natomiast

w definicji ciaglosci jednostajnej & > 0 zalezy tylko od ¢.
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