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Twierdzenie 3.1 ( la↪czność sumowania nieskończonego)

Jeśli szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny a cia↪g (kn) jest ścísle rosna↪cy,

bn = akn + akn+1 + · · ·+ akn+1−1 , k0 = 0 ,

to szereg
∞∑
n=0

bn jest zbieżny.

Dowód. Cia↪g sum cze↪́sciowych szeregu
∞∑
n=0

bn jest podcia↪giem cia↪gu sum

cze↪́sciowych szeregu
∞∑
n=0

an : b0 = a0+a1+· · ·+ak1−1 , b0+b1 = a0+a1+· · ·+ak2−1 ,

itd. Jeśli cia↪g jest zbieżny, to wszystkie jego podcia↪gi sa↪ zbieżne do granicy tego

cia↪gu.

Twierdzenie to nie mówi nic o usuwaniu nawiasów. Ogólnie rzecz biora↪c na-

wiasów usuwać nie wolno: szereg (1−1)+(1−1)+(1−1)+ . . . = 0+0+0+ . . . jest

zbieżny, natomiast po otwarciu nawiasów otrzymujemy szereg 1−1+1−1+1−1+. . . ,

którego wyraz (−1)n w ogóle nie ma granicy, w szczególności nie da↪ży do 0 , wie↪c

szereg ten jest rozbieżny. Czasem jednak nawiasy można usuna↪ć. Otworzyć nawiasy

można np. wtedy, gdy wszystkie wyrazy szeregu sa↪ tego samego znaku, np. wszystkie

sa↪ nieujemne. Wtedy bowiem cia↪g sum cze↪́sciowych szeregu
∞∑
n=0

an jest monoto-

niczny, wie↪c ma granice↪ i jest ona równa granicy każdego podcia↪gu.

Z twierdzenie o granicy iloczynu cia↪gów wynika od razu, że po pomnożeniu

wszystkich wyrazów szeregu zbieżnego przez liczbe↪ rzeczywista↪ otrzymujemy szereg

zbieżny.

Twierdzenie 3.2 (o mnożeniu szeregu przez liczbe↪)

Jeśli szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny i c jest liczba↪ rzeczywista↪, to szereg
∞∑
n=0

(c · an) też

jest zbieżny i zachodzi równość
∞∑
n=0

(c · an) = c ·
∞∑
n=0

an .

Szeregi zbieżne można też dodawać.
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Twierdzenie 3.3 (o dodawaniu szeregów)

Jeśli szeregi
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn sa↪ zbieżne, to również szereg
∞∑
n=0

(an + bn) jest zbieżny

i zachodzi równość
∞∑
n=0

(an + bn) =
∞∑
n=0

an +
∞∑
n=0

bn .

Dowód. Wynika to natychmiast z twierdzenia o granicy sumy cia↪gów i tego, że

suma cze↪́sciowa szeregu
∞∑
n=0

(an + bn) jest równa sumie sum cze↪́sciowych szeregów

∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn .

Szereg
∞∑
n=0

(an + bn) nazywamy suma↪ szeregów
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn .

Na razie twierdzenia o mnożeniu szeregów nie przedstawimy – odk ladamy to na

później, bo jest ono trudniejsze od teraz omawianych.

Wypada jeszcze stwierdzić, że natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o sza-

cowaniu z poprzedniego rozdzia lu jest naste↪puja↪ce

Twierdzenie 3.4 (o porównywaniu sum szeregów)

Jeśli szeregi
∞∑
n=0

an oraz
∞∑
n=0

bn maja↪ sumy i dla każdej liczby naturalnej n zacho-

dzi nierówność an ≤ bn , to
∞∑
n=0

an ≤
∞∑
n=0

bn , przy czym jeżeli sumy sa↪ skończone

(czyli szeregi sa↪ zbieżne) i choćby dla jednej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

(ostra!) an < bn , to
∞∑
n=0

an <

∞∑
n=0

bn .

2. Warunek konieczny zbieżności szeregu, szereg harmoniczny

Przyk lad 3.1 Zbadamy teraz zbieżność szeregu
∞∑
n=1

1
n2 . Podobnie jak w przy-

padku szeregu harmonicznego wyraz ma granice↪ 0 : lim
n→∞

1
n2 = 0 , wobec czego sze-

reg ma szanse↪ być zbieżny, w przeciwieństwie do harmonicznego. Wykażemy, że jest

zbieżny i że jego suma nie jest wie↪ksza niż 2 .

Mamy 1
n2 <

1
n(n−1) = 1

n−1 − 1
n dla n > 1 . Wobec tego możemy napisać:

1 +
1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

n2 < 1 +
1
1
− 1

2
+

1
2
− 1

3
+

1
3
− 1

4
+ · · ·+ 1

n− 1
− 1
n

= 2− 1
n
< 2 .
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Z otrzymanej nierówności wynika, że
∞∑
n=1

1
n2 = lim

n→∞
(
1 + 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2

) ≤ 2 .

Wykazalísmy wie↪c zbieżność szeregu (cia↪g sum cze↪́sciowych jest ograniczony z góry i

rosna↪cy).

Podamy teraz kilka twierdzeń umożliwiaja↪cych w najbardziej podstawowych

przypadkach badanie zbieżności szeregów o wyrazach nieujemnych. W tym przy-

padku cia↪g sum cze↪́sciowych jest niemaleja↪cy, wie↪c ma granice↪. Jedynym problemem

jest to, czy ta granica, czyli suma szeregu jest skończona.

Podalísmy wcześniej dowód rozbieżności szeregu harmonicznego
∞∑
n=1

1
n . Rozumo-

wanie tam przeprowadzone można zastosować w wielu przypadkach. Sformu lujemy

teraz twierdzenie podane przez Cauchy’ego. Stosowanie tego twierdzenia umożliwia

cze↪sto zasta↪pienie badanego szeregu innym, w przypadku którego badanie zbieżności

jest  latwiejsze: nowy szereg albo jest „szybciej” zbieżny, albo też szybciej rozbieżny.

Twierdzenie 3.5 (Kryterium o zage↪szczaniu)

Za lóżmy, że cia↪g (an) jest nierosna↪cy oraz że jego wyrazy sa↪ dodatnie. W tej sytuacji

szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
∞∑
n=0

2na2n jest zbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że szereg a0 + a1 + a2 + . . . jest zbieżny. Wykażemy zbieżność

szeregu a0 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . . Mamy 2a4 ≤ a3 + a4 (bo a4 ≤ a3 ),

4a8 ≤ a5 + a6 + a7 + a8 (bo a8 jest najmniejsza↪ z liczb a5, a6, a7, a8 ),

8a16 ≤ a9 + a10 + · · ·+ a15 + a16 itd. Sta↪d wynika, że

a2 + 2a4 + 4a8 + 8a16 + . . . ≤ a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7 + a8 + . . . < +∞ ,

czyli szereg a2+2a4+4a8+8a16+. . . ma skończona↪ sume↪. Wobec tego po pomnożeniu

go przez 2 otrzymamy szereg zbieżny, ale po pomnożeniu przez 2 otrzymujemy

szereg 2a2 +4a4 +8a8 +16a16 + . . . , a to oznacza, że szereg
∞∑
n=1

2na2n jest zbieżny, a

wobec tego również szereg
∞∑
n=0

2na2n jest zbieżny – zmiana skończenie wielu wyrazów

na zbieżność wp lywu nie ma (może mieć jednak wp lyw na wartość sumy szeregu

zbieżnego).

Udowodnimy teraz wynikanie w druga strone↪. Zak ladamy, że zbieżny jest szereg

a0 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . . Mamy 2a2 ≥ a2 + a3 , 4a4 ≥ a4 + a5 + a6 + a7 ,

8a8 ≥ a8 + a9 + · · ·+ a14 + a15 , itd. Sta↪d wynika, że

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + · · ·+ a14 + a15 + . . . ≤ a0 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + . . . < +∞ ,
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co oznacza, że szereg
∞∑
n=1

an jest zbieżny, czyli również szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny.

Dowód zosta l zakończony.

W dowodzie kryterium Cauchy’ego o zage↪szczaniu szacowalísmy sume↪ jednego

szeregu przez sume↪ drugiego, o którym wiedzielísmy, że jest zbieżny. Bardzo proste

twierdzenia, które podamy za chwile↪, pokazuja↪, jak można szacować w wielu sytu-

acjach szeregi o wyrazach dodatnich.

Twierdzenie 3.6 (kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n zachodzi nierówność

0 ≤ an ≤ bn . Wtedy

jeśli szereg
∞∑
n=0

bn jest zbieżny, to również szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny;

jeśli szereg
∞∑
n=0

an jest rozbieżny, to również szereg
∞∑
n=0

bn jest rozbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że nierówność 0 ≤ an ≤ bn ma miejsce dla n ≥ k . Wtedy

dla każdego m ≥ k zachodzi nierówność
m∑

n=k

an ≤
m∑

n=k

bn . Przechodza↪c do granicy

przy m → ∞ otrzymujemy
∞∑

n=k

an ≤
∞∑

n=k

bn . Z otrzymanej nierówności obie cze↪́sci

tezy wynikaja↪ od razu – to, że sumujemy od k zamiast od 0 , nie ma znaczenia, bo

zmiana skończenie wielu wyrazów szeregów (np. zasta↪pienie w obu szeregach wyrazów

o numerach mniejszych niż k zerami) nie ma wp lywu na ich zbieżność, choć na ogó l

ma wp lyw na wartości ich sum. Dowód zosta l zakończony.

To twierdzenie można skomentować tak: szeregowi o mniejszych wyrazach jest

 latwiej być zbieżnym niż szeregowi o wie↪kszych wyrazach.

Twierdzenie 3.7 (asymptotyczne kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że dla każdej dostatecznie dużej liczby naturalnej n zachodza↪ nierówności

0 < an i 0 < bn oraz że istnieje skończona, dodatnia granica lim
n→∞

an
bn

. Przy tych

za lożeniach szereg
∞∑
n=0

an jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
∞∑
n=0

bn jest

zbieżny.

Dowód. Za lóżmy, że lim
n→∞

an
bn

= g oraz że 0 < g < +∞ . Niech c, d be↪da↪

takimi liczbami rzeczywistymi, że 0 < c < g < d . Wtedy dla dostatecznie dużych

n zachodza↪ nierówności 0 < bn i c < an
bn
< d . Wobec tego dla dostatecznie dużych
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n mamy c · bn < an < d · bn . Jeśli szereg
∑
an jest zbieżny, to szereg

∑
c · bn

jest zbieżny i wobec tego szereg
∑
bn jest zbieżny. Jeśli natomiast szereg

∑
bn jest

zbieżny, to szereg
∑
d ·bn jest zbieżny i wobec tego szereg

∑
an jest zbieżny. Dowód

zosta l zakończony.

Za lożenie istnienia granicy skończonej, dodatniej można interpretować tak: wy-

razy szeregów da↪ża↪ do 0 w tym samym tempie (o ile do 0 da↪ża↪), z tego za lożenia

wynika, iż albo oba sa↪ zbieżne albo oba – rozbieżne. Zanim przejdziemy do przyk ladów

podamy jeszcze jedna↪ wersje↪ twierdzenia pozwalaja↪cego porównywać szeregi o wyra-

zach dodatnich.

Twierdzenie 3.8 (drugie kryterium porównawcze)

Za lóżmy, że od pewnego miejsca wyrazy szeregów
∑
an i

∑
bn sa↪ dodatnie oraz

an+1
an
≤ bn+1

bn
. W tej sytuacji ze zbieżności szeregu

∑
bn wynika zbieżność szeregu∑

an , zaś z rozbieżności szeregu
∑
an wynika rozbieżność szeregu

∑
bn .

Dowód. Nierówność an+1
an
≤ bn+1

bn
można przepisać w postaci an+1

bn+1
≤ an

bn
.

Znaczy to, że cia↪g
(
an
bn

)
jest nierosna↪cy i ma wyrazy dodatnie, wie↪c jest też ogra-

niczony z góry przez pewna↪ liczbe↪ rzeczywista↪ M > 0 (jeśli „od pewnego miejsca”

znaczy „od pocza↪tku”, to można przyja↪ć, że M = a0
b0

). Wobec tego ma miejsce

nierówność 0 ≤ an ≤ M · bn . Z tej nierówności i z kryterium porównawczego teza

wynika natychmiast. Dowód zosta l zakończony.

Na ostatnia↪ wersje↪ kryterium porównawczego spojrzeć można tak: wyrazy sze-

regu
∑
an da↪ża↪ do 0 szybciej niż wyrazy szeregu

∑
bn , wie↪c jeśli szereg

∑
bn jest

zbieżny, to również szereg
∑
an jest zbieżny, jeśli natomiast szereg

∑
an jest roz-

bieżny, to również szereg
∑
bn jest rozbieżny – oczywíscie myślimy tylko o szeregach,

których wyrazy da↪ża↪ do 0 , bo inne sa↪ rozbieżne.

Podamy teraz kilka przyk ladów szeregów zbieżnych i rozbieżnych.

Przyk lad 3.2 Szereg
∞∑
n=1

1
np jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1 .

Dla dowodu zastosujemy kryterium Cauchy’ego o zage↪szczaniu. W przypadku p ≤ 0

wyraz szeregu nie da↪ży do 0 , wie↪c szereg jest rozbieżny. Natomiast w przypadku

p > 0 wyrazy szeregu da↪ża↪ do 0 i tworza↪ cia↪g maleja↪cy, wie↪c zamiast szeregu∑
an można badać szereg

∑
2n 1

(2n)p =
∑ 1

(2p−1)n . Otrzymalísmy wie↪c szereg geo-

metryczny o ilorazie 1
2p−1 . Ten iloraz jest zawsze dodatni. Jest mniejszy niż 1 wtedy

i tylko wtedy, gdy p > 1 . Dowód zosta l zakończony.
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Przyk lad 3.3 Szereg
∞∑
n=2

1
n lnp n jest zbieżny wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1 .

Dowód przebiegnie tak, jak w przyk ladzie poprzednim: dla p > 0 zastosujemy kryte-

rium Cauchy’ego o zage↪szczaniu. Jeśli p ≤ 0 , to dla n ≥ 3 mamy 1
lnp n = ln−p n ≥ 1 ,

zatem 1
n lnp n ≥ 1

n . Wobec tego w tym przypadku rozbieżność szeregu
∞∑
n=2

1
n lnp n

wynika z rozbieżności znanego nam już szeregu
∞∑
n=1

1
n . W przypadku p > 0 stosu-

jemy kryterium Cauchy’ego o zage↪szczaniu, wie↪c badamy szereg
∞∑
n=2

2n 1
2n(ln(2n))p =

=
∞∑
n=2

1
np lnp 2 , co oznacza, że sprowadzilísmy badanie szeregu do szeregu zbadanego

w poprzednim przyk ladzie, wie↪c zbieżnego wtedy i tylko wtedy, gdy p > 1 . Dowód

zosta l zakończony.

Te dwa przyk lady wyjaśnić maja↪ sens uwag wypowiedzianych tuż przed sformu lo-

waniem kryterium Cauchy’ego o zage↪szczaniu. Należy myśleć, że szereg geometryczny

jest szybciej zbieżny niż szereg
∞∑
n=1

1
np , a ten z kolei – szybciej niż szereg

∞∑
n=2

1
n lnp n ,

bo lim
n→∞

qn

1/np = lim
n→∞

npqn = 0 oraz lim
n→∞

1/np

1/(n lnp n) = lim
n→∞

(
lnn
n

)p
= 0 .

Przyk lad 3.4 Wyjaśnimy teraz, czy szereg
+∞∑
n=1

7+13n3−121n4+2n6

13−433n+12n4−1331n7 jest zbieżny,

czy też rozbieżny.

W liczniku i w mianowniku u lamka wyste↪puja↪ wielomiany zmiennej n . W licz-

niku najwyższa pote↪ga zmiennej to n6 , w mianowniku – n7 . Wobec tego dla dosta-

tecznie dużych n wyraz szeregu powinien być w przybliżeniu równy 2n6

1331n7 = 2
1331n .

Porównamy nasz szereg z szeregiem harmonicznym
∞∑
n=1

1
n . Iloraz wyrazów obu sze-

regów równy jest 7n+13n4−121n5+2n7

13−433n+12n4−1331n7 , wie↪c ma granice↪ − 2
1331 . Ponieważ wyrazy

szeregu harmonicznego sa↪ dodatnie, wie↪c od pewnego miejsca wyrazy badanego sze-

regu sa↪ ujemne. Wobec można zaja↪ć sie↪ najpierw szeregiem o wyrazie przeciwnym.

Wtedy spe lnione be↪da↪ za lożenia asymptotycznego kryterium porównawczego. Wobec

tego, że szereg
∞∑
n=1

1
n jest rozbieżny, to również szereg

+∞∑
n=1

7+13n3−121n4+2n6

13−433n+12n4−1331n7 jest
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rozbieżny, a to oznacza, że interesuja↪cy nas szereg
+∞∑
n=1

7+13n3−121n4+2n6

13−433n+12n4−1331n7 też jest

rozbieżny.

Widzielísmy w tym przyk ladzie, jak zazwyczaj stosowane jest kryterium porów-

nawcze. Trzeba po prostu zorientować sie↪, czym można przybliżyć wyraz szeregu i

wykorzystać przybliżenie w sposób zgodny z twierdzeniami, które zosta ly udowod-

nione wcześniej – czasem wymaga to drobnych przekszta lceń: w przyk ladzie trzecim

trzeba by lo przej́sć do szeregu o wyrazach dodatnich. Może zaistnieć konieczność prze-

prowadzenia innych modyfikacji. Badanie zbieżności pewnych szeregów jest trudne,

bo można nie zawsze od razu widać z jakim szeregiem można porównywać ten, który

badamy, ale my takimi szeregami zajmować sie↪ nie be↪dziemy.

Przyk lad 3.5 Szereg
∞∑
n=1

e1/n−1
n jest zbieżny.

K lopot może sprawiać czynnik e1/n − 1 . Wykazalísmy jednak wcześniej, że jeśli

cia↪g (xn) jest zbieżny do 0 , to lim
n→∞

exn−1
xn

= 1 . Oznacza to, że dla dostatecznie

dużych n zachodzi równość przybliżona exn ≈ 1 + xn . Wobec tego interesuja↪cy

nas szereg powinien zachowywać sie↪ tak, jak szereg o wyrazie 1
n · 1

n . Jest tak w

rzeczywistości bowiem lim
n→∞

(e1/n−1)/n
1/n2 = lim

n→∞
e1/n−1

1/n = 1 . Ponieważ szereg
∞∑
n=1

1
n2

jest zbieżny, ma wyrazy dodatnie, wie↪c można zastosować asymptotyczne kryterium

porównawcze. Dowód zosta l zakończony.

Przyk lad 3.6 Szereg
∞∑
n=1

n13

7n jest zbieżny.

Tym razem powinnísmy myśleć o porównaniu z szeregiem geometrycznym, bo

czynnik 1
7n powinien zdominować czynnik n13 . Tak jest rzeczywíscie, ale iloraz

n13/7n

1/7n ma granice↪ +∞ , co uniemożliwia porównanie z szeregiem
∞∑
n=1

1
7n . Trzeba

rozważyć szereg nieco wolniej zbieżny od tego szeregu, np. szereg
∞∑
n=1

1
6n . Wtedy ilo-

raz wyrazów badanego szeregu i szeregu „próbnego” jest równy n13
(

6
7

)n
, wie↪c ma

granice↪ 0 , zatem dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność n13

7n < 1
6n i możemy

zastosować kryterium porównawcze. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 3.9 (o asymptotycznym kryterium porównawczym)

Asymptotyczne kryterium porównawcze można nieco rozszerzyć: jeśli zachodzi rów-
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ność lim
n→∞

an
bn

= 0 i wyrazy obu szeregów
∑
an ,

∑
bn sa↪ dodatnie, to ze zbieżności

szeregu
∑
bn wynika zbieżność szeregu

∑
an — tym razem jest wynikanie zamiast

równoważności. Jeśli lim
n→∞

an
bn

= +∞ , to z rozbieżności szeregu
∑
bn wynika roz-

bieżność szeregu
∑
an — również w tym przypadku nie ma równoważności.

W taki sam sposób można udowodnić, że jeśli 0 < q < 1 , to szereg
+∞∑
n=0

nqn jest

zbieżny. Jednak w tym przypadku nie ograniczymy sie↪ do stwierdzenia zbieżności.

Obliczymy sume↪ tego szeregu, bo ten rezultat jest przydatny w rachunku prawdopo-

dobieństwa

Przyk lad 3.7
+∞∑
n=0

(n+ 1)qn = 1
(1−q)2 .

Zachodza↪ naste↪puja↪ce równości:
k∑

n=0

(n+ 1)qn =
(
1 + q + q2 + · · ·+ qk

)
+
(
q + q2 + · · ·+ qk

)
+

+ (q2 + · · ·+ qk) + · · ·+ (qk−1 + qk) + qk =

= 1−qk+1

1−q + q−qk+1

1−q + q2−qk+1

1−q + · · ·+ qk−1−qk+1

1−q + qk−qk+1

1−q =

= 1+q+q2+···+qk−1+qk−(k+1)qk+1

1−q =
1−qk+1

1−q −(k+1)qk+1

1−q = 1−qk+1

(1−q)2 − (k+1)qk+1

1−q .

Ponieważ qk+1−−−−−→
k→∞

0 i (k + 1)qk+1−−−−−→
k→∞

0 , wie↪c na mocy twierdzenia o aryt-

metycznych w lasnościach granicy cia↪gu mamy
k∑

n=0

(n+ 1)qn−−−−−→
k→∞

1
(1−q)2 .

Wypada dodać, że w tym rozumowaniu nie korzystalísmy z tego, że q > 0 – wystarczy

za lożyć, że |q| < 1 .

Pokazalísmy na kilku prostych przyk ladach, w jaki sposób można stosować po-

znane kryteria. Kryteria te sa↪ bardzo proste. Wyprowadzić z nich można wiele kry-

teriów, których stosowania u latwia badanie szeregów w konkretnych sytuacjach, bez

wskazywania w jawny sposób szeregu „próbnego”. Pokażemy dwa najprostsze, które

stosujemy, gdy chcemy porównać szereg z szeregiem geometrycznym, tj. takim w

którym iloraz dwóch kolejnych wyrazów jest sta ly. Pierwsze zosta lo podane przez

d’Alemberta (1717-1783) francuskiego matematyka, fizyka i filozofa, autora wste↪pu

do Encyklopedii.

Twierdzenie 3.10 (kryterium ilorazowe d’Alemberta)

Jeśli wyrazy szeregu
∑
an sa↪ dodatnie i istnieje granica lim

n→∞
an+1
an

= q , to w przy-

padku q > 1 szereg jest rozbieżny, zaś w przypadku q < 1 , szereg jest zbieżny.
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Dowód. Jeśli q > 1 , to od pewnego momentu zachodzi nierówność an+1
an

> 1 , to

znaczy an+1 > an . Wobec tego od pewnego momentu cia↪g liczb dodatnich (an) jest

rosna↪cy, wie↪c jeśli jest zbieżny, to z pewnościa↪ nie do 0 — nie jest wie↪c spe lniony

warunek konieczny zbieżności szeregu. Za lóżmy teraz, że q < 1 . Niech r oznacza

dowolna↪ liczbe↪ wie↪ksza↪ niż q i jednocześnie mniejsza↪ niż 1 , np. r = 1+q
2 . Wtedy dla

dostatecznie dużych n zachodzi nierówność an+1
an

< r = rn+1

rn . Szereg geometryczny
∑
rn jest zbieżny, wie↪c również szereg

∑
an jest zbieżny – stosujemy drugie kryte-

rium porównawcze. Dowód zosta l zakończony. .

Obliczanie granicy lim
n→∞

an+1
an

= q ma na celu ustalenie z jakim szeregiem geo-

metrycznym mamy porównywać szereg
∑
an : dla ustalenia zbieżności wybieramy

szereg o ilorazie r nieco wie↪kszym niż q , dla ustalenia rozbieżności – o ilorazie r

nieco mniejszym niż q (nieco oznacza, że liczby r i q znajduja↪ sie↪ po tej samej stro-

nie liczby 1 ). Oczywíscie można za lożyć w sformu lowaniu kryterium ilorazowego, że
an+1
an
≤ q < 1 dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n , z dowodu wynika że to

wystarczy. W przypadku drugim wystarczy stwierdzić, że dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n zachodzi nierówność an+1
an
≥ 1 , bo wtedy oczywíscie niemożliwe

jest, by lim
n→∞

an = 0 .

Gdy q = 1 szereg może być rozbieżny, np.
∞∑
n=1

1
n lub zbieżny, np.

∞∑
n=1

1
n2 .

W wielu przypadkach granica lim
n→∞

an+1
an

= q nie istnieje. A.Cauchy poda l inne

kryterium zbieżności szeregów zwia↪zane z szeregami geometrycznymi.

Twierdzenie 3.11 (kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego)

Jeśli szereg
∑
an ma wyrazy nieujemne i istnieje granica lim

n→∞
n
√
an = q , to w

przypadku q > 1 szereg
∑
an jest rozbieżny, zaś w przypadku q < 1 — zbieżny.

Dowód. Jeśli q > 1 to dla dostatecznie dużych n zachodzi nierówność n
√
an > 1

i wobec tego an > 1 . Wobec tego cia↪g (an) nie jest zbieżny do 0 . Jeśli q < 1

i r jest liczba↪ mniejsza↪ niż 1 i jednocześnie wie↪ksza↪ niż q , np. r = 1+q
2 , to dla

dostatecznie dużych n zachodzi nierówność n
√
an < r , czyli an < rn . Stosuja↪c

kryterium porównawcze stwierdzamy, że szereg
∑
an jest zbieżny, bo zbieżny jest

szereg geometryczny
∑
rn . Dowód zosta l zakończony.

Podobnie jak w poprzednim przypadku, jeśli granica lim
n→∞

n
√
an = q jest równa

1 , to na temat zbieżności szeregu
∑
an powiedzieć nic nie można o czym świadcza↪

przyk lady przywo lane po poprzednim twierdzeniu. Również w przypadku tego kry-

terium wystarczy za lożyć, że dla dostatecznie dużych liczb naturalnych n zachodzi
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nierówność n
√
an ≤ q < 1 , by uzyskać zbieżność oraz że n

√
an ≥ 1 , by uzyskać

rozbieżność.

Wyjaśnijmy jeszcze, dlaczego obliczać należy te↪ akurat granice↪. Otóż chodzi

o porównanie z szeregiem geometrycznym. Metoda d’Alemberta jest najprostsza

i najbardziej naturalna. Druga metoda znalezienia q , jeśli dany jest cia↪g geome-

tryczny (aqn) to obliczenie pierwiastka stopnia n z wyrazu aqn . Otrzymujemy
n
√
aqn = q n

√
a . Nie jest to dok ladnie q , ale lim

n→∞
q n
√
a = q .

Nadmienić wypada, że kryterium pierwiastkowe Cauchy’ego jest nieco ogólniejsze

niż kryterium ilorazowe d’Alemberta. Prawdziwe jest mianowicie naste↪puja↪ce twier-

dzenie:

Twierdzenie 3.12 Jeśli (an) jest cia↪giem liczb dodatnich, takim że istnieje granica

lim
n→∞

an+1
an

= q , to również cia↪g
(
n
√
an
)

ma granice↪ i jest nia↪ q .

Dowód. Stwierdzeniem równoważnym tezie jest: ln an
n = ln n

√
an −−−−−→

n→∞
ln q .* Ma

to być wnioskiem z tego, że ln an+1 − ln an−−−−−→
n→∞

ln q . Jest to jednak wniosek

natychmiastowy z twierdzenia Stolza. Wystarczy przyja↪ć bn = ln an − ln a1 oraz

cn = n i zastosować twierdzenie Stolza do ilorazu bn
cn

, co zrobić wolno, bo cia↪g (cn)

jest ścísle rosna↪cy i nieograniczony z góry. Mamy zatem bn+1 − bn = ln an+1 − ln an

oraz cn+1 − cn = 1 , wie↪c
bn+1−bn
cn+1−cn = ln an+1 − ln an−−−−−→

n→∞
ln q . Dowód zosta l

zakończony.

Bez trudu można wskazać cia↪g (an) liczb dodatnich, dla którego istnieje granica

lim
n→∞

n
√
an i nie istnieje granica lim

n→∞
an+1
an

: 1 , 1 , 1
2 , 2 , 1

3 , 3 , 1
4 , 4 , . . . Spraw-

dzenie szczegó lów pozostawiamy czytelnikowi w charakterze prostego ćwiczenia.

Szereg geometryczny nie jest jedynym szeregiem „wzorcowym”. Wzorcem może

być też np. szereg
∞∑
n=1

1
np . Twierdzenie pozwalaja↪ce na obliczanie „w laściwego” wyk-

 ladnika p znajduje sie↪ poniżej.

Twierdzenie 3.13 (kryterium Raabego)

Jeśli szereg
∑
an ma wyrazy dodatnie i istnieje granica lim

n→∞
n
(

an
an+1

− 1
)

= p , to

jeśli p > 1 , to szereg
∑
an jest zbieżny, a w przypadku p < 1 – rozbieżny.

Dowód. Mamy lim
n→∞

n
(

1/nq

1/(n+1)q − 1
)

= lim
n→∞

n
((
n+1
n

)q − 1
)

= lim
n→∞

(1+ 1
n )q−1
1
n

=

= lim
n→∞

eq ln(1+ 1
n

)−1
q ln(1+ 1

n ) ·
q ln(1+ 1

n )
1
n

= 1 · q . Niech q be↪dzie liczba↪ leża↪ca↪ mie↪dzy 1 i p ;

*W tym rozumowaniu przyjmujemy, że ln 0=−∞ i ln∞ = ∞ , wtedy ln:[0,∞]−→[−∞,∞] jest
funkcja↪ cia↪g la (definicja Heinego).
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jeśli p < ∞ , można przyja↪ć q = 1+p
2 . Jeśli p > 1 , to dla dostatecznie dużych

liczb naturalnych n mamy n
(

an
an+1

− 1
)
> n

(
1/nq

1/(n+1)q − 1
)

, wie↪c
an+1
an

< 1/(n+1)q

1/nq .

Teza wynika natychmiast z drugiego kryterium porównawczego i zbieżności szeregu
∞∑
n=1

1
np . Rozumowanie w przypadku p < 1 jest w pe lni analogiczne.

Pokażemy teraz jeszcze jedno twierdzenie, które w zasadzie można uznać za

narze↪dzie do tworzenia kryteriów.*

Twierdzenie 3.14 (kryterium Kummera)

Jeśli wyrazy szeregu
∑
an sa↪ liczbami dodatnimi, to jest on zbieżny wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy istnieje liczba δ > 0 i taki cia↪g (bn) liczb dodatnich, że nierówność

bn
an
an+1

− bn+1 ≥ δ jest spe lniona dla każdej liczby naturalnej n .

Jeśli wyrazy szeregu
∑
an sa↪ liczbami dodatnimi, to jest on rozbieżny wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje taki cia↪g (bn) liczb dodatnich, że nierówność bn
an
an+1

− bn+1 ≤ 0

jest spe lniona dla każdej liczby naturalnej n , a szereg
∑ 1

bn
jest rozbieżny.

Dowód. Zaczniemy od dowodu zbieżności szeregu
∑
an . Mamy kolejno

a1b1 ≥ a2b2 + δa2 ≥ a3b3 + δ(a3 + a2) ≥ a4b4 + δ(a2 + a3 + a4) , itd. Sta↪d wynika,

że a1b1 ≥ anbn + δ(a2 + a3 + . . . + an) > δ(a2 + a3 + . . . + an) dla każdej liczby

naturalnej n ≥ 2 , wie↪c a1 + a2 + a3 + . . . + an < a1 + a1b1
δ , co dowodzi zbieżności

szeregu
∑
an .

Teraz za lożymy, że szereg
∑
an jest zbieżny. Definiujemy bn = an+1+an+2+...

an
.

Wtedy bn
an
an+1

− bn+1 = an+1+an+2+...
an+1

− an+2+an+3+...
an+1

= 1 . Przyjmujemy δ = 1 .

Udowodnilísmy pierwsza↪ cze↪́sć twierdzenia.

Za lóżmy, że
∑ 1

bn
= ∞ oraz, że anbn ≤ an+1bn+1 dla każdej liczby naturalnej

n . Wtedy anbn ≥ an−1bn−1 ≥ . . . ≥ a1b1 , zatem an ≥ a1b1
bn

, wie↪c

a1 + a2 + . . .+ an ≥ a1b1
(

1
b 1 + 1

b 2 + . . .+ 1
b n

)
,

zatem
∑
an =∞ .

Za lóżmy teraz, że szereg
∑
an jest rozbieżny. Niech bn = a1+a2+...+an

an
. Wtedy

bn
an
an+1

− bn+1 = −1 < 0 . Zauważmy jeszcze, że

1
bn

+
1

bn+1
+ . . .+

1
bn+k

=

=
an

a1 + a2 + . . .+ an
+

an+1

a1 + a2 + . . .+ an+1
+ . . .+

an+k

a1 + a2 + . . .+ an+k
≥

≥ an + an+1 + . . .+ an+k

a1 + a2 + . . .+ an−1 + an + . . .+ an+k
−−−−→
k→∞

1 ,♠ bowiem

* to jeden z tych licznych przypadków, w których dowód jest bardzo prosty, a przynajmniej krótki,ale
twierdzenie jest użyteczne i nie jest wcale  latwo je wymyślić.

♠
n jest chwilowo ustalone!
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lim
k→∞

(an + an+1 + . . . + an+k) = ∞ , gdyż
∞∑

j=n

aj =
∞∑

j=1

aj −
n−1∑

j=1

aj = ∞ dla każdej

liczby n ∈ N . Wynika sta↪d, że dla każdego n ∈ N istnieje takie k ∈ N , że 1
bn

+
1

bn+1
+ . . .+ 1

bn+k
> 1

2 , a to oznacza, że szereg
∑ 1

bn
nie spe lnia warunku Cauchy’ego,

wie↪c jest rozbieżny. Dowód zosta l zakończony.

Uwaga 3.15

Przyjmuja↪c w pierwszej cze↪́sci kryterium Kummera bn = 1 dla każdego n otrzymu-

jemy warunek an
an+1

− 1 ≥ δ > 0 , czyli an+1
an
≤ 1

1+δ , tzn. kryterium d’Alemberta

zbieżności szeregu. Druga cze↪́sć, z tymi samymi b1 , b2 , . . . daje nam kryterium

d’Alemberta rozbieżności szeregu, a nawet troche↪ silniejsze stwierdzenie.

Przyjmuja↪c bn = n w kryterium Kummera otrzymujemy kryterium Raabego:

n an
an+1

− n− 1 ≥ δ > 0 , czyli n
(
an
an+1

− 1
) ≥ 1 + δ . Podobnie dla rozbieżności.

Definicja 3.16 (szeregu bezwzgle↪dnie zbieżnego i szeregu zbieżnego warunkowo)

Szereg
∑
an nazywany jest bezwzgle↪dnie zbieżnym wtedy i tylko wtedy, gdy szereg

∑ |an| jest zbieżny, tzn. gdy
∑ |an| < +∞ . Jeśli szereg

∑
an jest zbieżny, ale nie

jest zbieżny bezwzgle↪dnie, to nazywany jest szeregiem zbieżnym warunkowo.

Najprostszymi szeregami bezwzgle↪dnie zbieżnymi sa↪ oczywíscie szeregi o wyra-

zach dodatnich, ale jest też wiele innych. Szereg
∑

(−1)n−1 1
n jest zbieżny warunkowo.

Szereg
∑

(−1)n−1 1
n2 jest zbieżny bezwzgle↪dnie.

Twierdzenie 3.17 (o zbieżności szeregu bezwzgle↪dnie zbieżnego) .

Szereg bezwzgle↪dnie zbieżny jest zbieżny.

Dowód. Trzeba wykazać, że szereg
∑
an spe lnia warunek Cauchy,ego wiedza↪c, że

szereg
∑ |an| spe lnia ten warunek. To jednak wynika od razu z nierówności trójka↪ta:

|an+1 + an+2 + · · ·+ an+m| ≤ |an+1|+ |an+2|+ · · ·+ |an+m| < ε .

Jedna↪ z podstawowych w lasności szeregów bezwzgle↪dnie zbieżnych jest niezależność

ich sumy od kolejności wyrazów szeregu. Udowodnimy teraz to twierdzenie.

Twierdzenie 3.18 (o sumowaniu szeregu bezwzgle↪dnie zbieżnego

w dowolnej kolejności)

Niech p be↪dzie dowolna↪ permutacja↪ zbioru wszystkich liczb naturalnych, tzn. w cia↪gu(
p(n)

)
, czyli w cia↪gu p(0) , p(1) , p(n) ,. . .wyste↪puja↪ wszystkie liczby naturalne,

każda dok ladnie jeden raz. Niech
∑
an be↪dzie szeregiem bezwzgle↪dnie zbieżnym.
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Wtedy szereg
∑
ap(n) jest zbieżny i zachodzi równość

∞∑
n=0

an =
∞∑
n=0

ap(n) .

Dowód. Niech sn = a0 + a1 + · · ·+ an , sp
n = ap(0) + ap(1) + · · ·+ ap(n) i niech ε

be↪dzie dowolna↪ liczba↪ dodatnia↪. Istnieje wtedy taka liczba naturalna m , że

|am+1|+ |am+2|+ . . . < ε
2 .

Istnieje liczba naturalna nε ≥ m , taka że wśród liczb p(0) , p(1) , . . . , p(nε) znajduja↪
sie↪ wszystkie liczby 0, 1, 2, . . . , m . Niech k > nε . Wtedy

|sk − sp
k| ≤ |am+1|+ |am+2|+ . . . ,

bo zarówno sk jak i sp
k sa↪ sumami pewnych liczb aj , jeśli jakís wyraz jest sk lad-

nikiem obu sum, to nie wyste↪puje w różnicy sk − sp
k . Wyrazy a0 , a1 , . . . , am

wyste↪puja↪ zarówno w sk jak i w sp
k , wie↪c nie wyste↪puja↪ one w sk − sp

k , wobec

tego |sk − sp
k| ≤ |am+1|+ |am+2|+ . . . < ε

2 . Takie same rozważania dotycza↪ różnicy
∞∑
n=0

an − sk , wie↪c również

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an − sk
∣∣∣∣∣ <

ε
2 . Wobec tego

∣∣∣∣
∞∑
n=0

an − sp
k

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∞∑
n=0

an − sk
∣∣∣∣+
∣∣∣∣sk − sp

k

∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

2
= ε

dla każdej liczby k > nε . Z definicji granicy cia↪gu wynika wie↪c, że lim
n→∞

sp
n =

∞∑
n=0

an ,

a to w laśnie oznacza, że
∞∑
n=0

ap(n) =
∞∑
n=0

an . Dowód zosta l zakończony.

Zajmiemy sie↪ teraz twierdzeniem o mnożeniu szeregów. Mnoża↪c dwie skończone

sumy liczb

(a0 + a1 + · · ·+ an)(b0 + b1 + · · ·+ bn)

otrzymujemy sume↪ wszystkich iloczynów postaci aibj , np. dla n = 2 mamy:

(a0+a1+a2)(b0+b1+b2) = a0b0+a0b1+a0b2+a1b0+a1b1+a1b2+a2b0+a2b1+a2b2 .

Oczywíscie otrzymana↪ sume↪ dziewie↪ciu sk ladników można porza↪dkować na wiele spo-

sobów (9!=362880). W przypadku skończonej liczby sk ladników kolejność dodawania

nie ma żadnego wp lywu na ich sume↪. To samo dotyczy nieskończenie wielu sk ladników

pod warunkiem rozważania wyrazów szeregu bezwzgle↪dnie zbieżnego. W przypadku

szeregu, który nie jest bezwzgle↪dnie zbieżny należy jednak być ostrożnym. Jest jasne,

że mnoża↪c dwa szeregi
∑
an i

∑
bn powinnísmy otrzymać szereg, wśród wyrazów

którego sa↪ wszystkie iloczyny postaci aibj uporza↪dkowane w jakís sensowny sposób.

Okazuje sie↪, że sugerowany rezultat wygodnie jest sformu lować tak:
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Twierdzenie 3.19 (Mertensa o mnożeniu szeregów)

Za lóżmy, że szeregi
∑
an i

∑
bn sa↪ zbieżne, przy czym co najmniej jeden z nich jest

zbieżny bezwzgle↪dnie. Niech

cn = a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ an−1b1 + anb0 =
n∑

j=0

ajbn−j .

Wtedy szereg
∑
cn jest zbieżny i zachodzi równość:

∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn =
∞∑
n=0

cn .

jeśli oba szeregi
∑
an i

∑
bn sa↪ zbieżne bezwzgle↪dnie, to również szereg

∑
cn jest

bezwzgle↪dnie zbieżny.

Dowód. Przyjmijmy, że: san = a0 + a1 + · · · + an , sbn = b0 + b1 + · · · + bn ,

scn = c0 + c1 + · · ·+ cn =
∑
i+j≤n aibj . Zbieżność szeregów

∑
an i

∑
bn oznacza

istnienie skończonych granic lim
n→∞

san = A oraz lim
n→∞

sbn = B . Mamy wykazać, że gra-

nica↪ cia↪gu (scn) jest AB . Oczywíscie jest wszystko jedno, o którym szeregu za lożymy,

że jest bezwzgle↪dnie zbieżny. Przyjmijmy, że jest to szereg
∑
an , czyli

∑ |an| < +∞ .

Zauważmy, że:

scn =
∑
i+j≤n aibj = a0(b0 + b1 + · · ·+ bn) + a1(b0 + b1 + · · ·+ bn−1) +

+a2(b0 + b1 + · · · + bn−2) + · · · + anbn = a0s
b
n + a1s

b
n−1 + a2s

b
n−2 + · · · + ans

b
0 .

Wobec tego

sans
b
n − scn = a0s

b
n + a1s

b
n + a2s

b
n + · · ·+ ans

b
n − scn = a1

(
sbn − sbn−1

)
+

+ a2
(
sbn − sbn−2

)
+ · · ·+ an

(
sbn − sb0

)
.

Ponieważ szeregi
∑ |an| oraz

∑
bn sa↪ zbieżne, wie↪c ich cia↪gi sum cze↪́sciowych sa↪

ograniczone. Oznacza to, że istnieje liczba M > 0 , taka że dla każdego m prawdziwe

sa↪ nierówności:

|a0|+ |a1|+ · · ·+ |am| ≤M , |b0 + b1 + · · ·+ bm| ≤M .

Niech ε be↪dzie dowolna↪ liczba↪ dodatnia↪. Ze zbieżności szeregu wynika, że spe lnia on

warunek Cauchy’ego, wie↪c istnieje taka liczba naturalna nε , że jeśli k > m > nε , to

zachodza↪ nierówności: |sbk − sbm| < ε
4M ,

∑∞
n=nε+1 |an| = |anε+1| + |anε+2| + . . . < ε

8M ,
∣∣∑∞

n=0 an ·
∑∞
n=0 bn − sam · sbm

∣∣ < ε
2 .

Wobec tego dla m > 2nε mamy∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn − scm
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∞∑
n=0

an ·
∞∑
n=0

bn − sam · sbm
∣∣∣∣+
∣∣∣∣samsbm − scm

∣∣∣∣ <

<
ε

2
+ |a1| · |sbm − sbm−1|+ |a2| · |sbm − sbm−2|+ · · ·+ |anε | · |sbm − sbn−nε |+

+ |anε+1| · |sm − sm−nε−1|+ |anε+2| · |sm − sm−nε−2|+ · · ·+ |am| · |sm − s0| ≤

14
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≤ ε

2
+ (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |anε |) ·

ε

4M
+ (|anε+1|+ |anε+2|+ · · ·+ am) · 2M ≤

≤ ε

2
+M · ε

4M
+

ε

8M
· 2M = ε .

Z definicji granicy cia↪gu wynika, że limm→∞ scn =
∑∞
n=0 an ·

∑∞
n=0 bn .

Pozostaje jeszcze zauważyć, że jeśli oba szeregi
∑
an i

∑
bn sa↪ bezwzgle↪dnie

zbieżne, to również szereg
∑
cn jest bezwzgle↪dnie zbieżny. Wynika to od razu z już

udowodnionej cze↪́sci twierdzenia i warunku Cauchy’ego. Dowód zosta l zakończony.

Czytelnik może sie↪ przekonać, że istnieja↪ szeregi zbieżne
∑
an i

∑
bn , dla

których szereg
∑
cn jest rozbieżny. Wystarczy przyja↪ć an = bn = (−1)n−1 1√

n
i

przekonać sie↪, że w tym przypadku cia↪g (cn) nie jest zbieżny do 0, wie↪c szereg∑
cn jest rozbieżny. Z drugiej strony jeśli szeregi

∑
an ,

∑
bn i

∑
cn sa↪ zbieżne,

to
∑∞
n=0 cn =

∑∞
n=0 an ·

∑∞
n=0 bn – nie podamy dowodu tego twierdzenia, bo nie

be↪dziemy z niego korzystać. Opisane twierdzenia wskazuja↪ na to, że zaproponowana

przez Cauchy’ego kolejność sumowania iloczynów aibj , jest w laściwa.

Definicja 3.20 (iloczynu szeregów)

Iloczynem Cauchy’ego szeregów
∑∞
n=0 an i

∑∞
n=0 bn nazywamy szereg

∑∞
n=0 cn ,

którego wyrazy definiujemy za pomoca↪ wzoru cm =
∑
i+j=m aibj =

∑m
i=0 aibm−i .
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