Twierdzenie Bolzano—Welierstrassa

Lektura na sobote i niedziele a moze inny dzien

Definicja 1 (podciagu)

Jesli (ay,) jest clagiemi ny < ng < m3 < ... jest rosnacym ciagiem liczb naturalnych,

to ciag (an,,), czyli ciag an,,an,, an,, ... nazywamy podciagiem ciagu (a,). B
Ciagi ag,aq,as,..., tzn. (a2,), ai,as,ag,asy,..., tzn. (az.-1) sa podciggami
ciagu (a,). Ciag as,ag, aq, ayp, as, ... podciggiem nie jest bo zmieniona zostata ko-

lejno$¢ wystepowania wyrazow.

Powtérze rozumowanie zaproponowane w koncu lekcji przez Szymona M.

Twierdzenie 2 (o wybieraniu podciagu monotonicznego)

Jesli z ciagu (a,) nie mozna wybraé¢ podciagu niemalejacego, to mozna wybraé zen
podciag malejacy.

Dowdd. Zaczniemy od wykazania, ze jesli z ciaggu nie mozna wybra¢ podciagu Scisle
rosnacego, to ten ciag ma wyraz najwiekszy.

Zalézmy, ze tak nie jest. Wtedy a; nie jest najwiekszym wyrazem ciagu (a,).
Przyjmujemy n; = 1. Istnieje jaki$§ numer ngy taki, ze an, > ap, .

Jesli dla kazdego n > ng zachodzi nieréwnos¢ a, < a,,, to najwiekszy z wy-
razdéw aj,ag, ..., a,, jest najwiekszym wyrazem ciagu (a,, ). Jesli nie, to istnieje taka
liczba naturalna nz > ng, ze a,, > an, .

Jesli dla kazdego n > n3 zachodzi nier6wnos¢ a,, < a,,, to najwiekszy z wy-
razdw ai,ag, ..., an, jest najwiekszym wyrazem ciagu (a,) . Jesli nie, to istnieje taka
liczba naturalna ng4 > ns, ze an, > ay,

Powtarzajac to rozumowanie wykazujemy, ze z ciagu (a,) mozna wybraé¢ pod-
ciag Scisle rosnacy, wbhrew temu, co o tym ciagu zalozyliémy. Oznacza to, ze konstruk-
cji nie mozna kontynuowa¢ bez ograniczen, a wiec musimy natrafi¢ na najwiekszy
Wyraz.

Zalézmy, ze ciag (a,) nie zawiera ciggu niemalejacego. Niech a,,, bedzie naj-
wiekszym wyrazem ciagu (an). Z ciagu 41, Gmy+2, Gmy+3, - - - Nie mozna wy-
bra¢ podciagu niemalejacego, bo bytby to pociag niemalejacy ciagu (a,), a ta-
kiego nie ma. Wobec tego ciag ten ma wyraz najwiekszy. Niech a,,, bedzie naj-
wiekszym sposréd wyrazow i, +1, Gmy+2, Gm,+3, - - - Niech a,,, bedzie najwiekszym
sposréd wyrazdw ciagu Apmy+1, Gmy+2, Amay+3, - - - Analogicznie a,,, jest najwiekszym
Sposrod wyrazdéw Qpm,+1, Gms+2, Gms+3, - - - itd. Z okreslenia wynika natychmiast, ze

Ay 2 Ay = Gy > . ... Oczywistym jest, ze moga wystapi¢ réwnosci, ale jest tez
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jasne, ze nieskonczenie wiele razy pojawia sie ostra nieréwnos$¢ (gdyby tak nie byto,
to mozliwe bytoby wybranie podciggu statego, ktory jest niemalejacy i jednocze$nie
nierosnacy). Dzieki tym nieskoniczenie wielu ostrym nieréwnosciom wybieramy bez
trudu podciag scisle malejacy z ciagu anyy > Amy, > Ay > - ... Jest on podciagiem

ciagu (a,). H

Twierdzenie 3 (Bolzano—Weierstrassa)

Jedli clag (a,) jest ograniczony, tzn. jesli istnieje taka liczba M, ze |a,| < M dla
kazdej liczby naturalnej n, to z ciagu (a,) mozna wybraé¢ podciag zbiezny.
Dowodd. 7 twierdzenia o wybieraniu podciagu monotonicznego wynika, ze z ciagu
(a,) mozna wybra¢ podciag monotoniczny (a,, ). Jest on ograniczony, wiec ma
granice. Dowdd zostal zakonczony. B

Niech g = lim a,, , oznaczenia jak w dowodzie. Oczywiscie |g] < M .
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