
Twierdzenie Bolzano–Weierstrassa

Lektura na sobote� i niedziele� a może inny dzień

Definicja 1 (podcia� gu)

Jeśli (an) jest cia� giem i n1 < n2 < n3 < . . . jest rosna� cym cia� giem liczb naturalnych,

to cia� g (anm) , czyli cia� g an1 , an2 , an3 , . . . nazywamy podcia� giem cia� gu (an) .

Cia� gi a2, a4, a6, . . . , tzn. (a2n) , a1, a3, a9, a27, . . . , tzn. (a3n−1) sa� podcia� gami

cia� gu (an) . Cia� g a2, a6, a4, a10, a8, . . . podcia� giem nie jest bo zmieniona zosta la ko-

lejność wyste� powania wyrazów.

Powtórze� rozumowanie zaproponowane w końcu lekcji przez Szymona M.

Twierdzenie 2 (o wybieraniu podcia� gu monotonicznego)

Jeśli z cia� gu (an) nie można wybrać podcia� gu niemaleja� cego, to można wybrać zeń

podcia� g maleja� cy.

Dowód. Zaczniemy od wykazania, że jeśli z cia� gu nie można wybrać podcia� gu ścísle

rosna� cego, to ten cia� g ma wyraz najwie� kszy.

Za lóżmy, że tak nie jest. Wtedy a1 nie jest najwie� kszym wyrazem cia� gu (an) .

Przyjmujemy n1 = 1 . Istnieje jakís numer n2 taki, że an2 > an1 .

Jeśli dla każdego n > n2 zachodzi nierówność an ≤ an2 , to najwie� kszy z wy-

razów a1, a2, . . . , an2 jest najwie� kszym wyrazem cia� gu (an) . Jeśli nie, to istnieje taka

liczba naturalna n3 > n2 , że an3 > an2 .

Jeśli dla każdego n > n3 zachodzi nierówność an ≤ an3 , to najwie� kszy z wy-

razów a1, a2, . . . , an3 jest najwie� kszym wyrazem cia� gu (an) . Jeśli nie, to istnieje taka

liczba naturalna n4 > n3 , że an4 > an3 .

Powtarzaja� c to rozumowanie wykazujemy, że z cia� gu (an) można wybrać pod-

cia� g ścísle rosna� cy, wbrew temu, co o tym cia� gu za lożylísmy. Oznacza to, że konstruk-

cji nie można kontynuować bez ograniczeń, a wie� c musimy natrafić na najwie� kszy

wyraz.

Za lóżmy, że cia� g (an) nie zawiera cia� gu niemaleja� cego. Niech am1 be� dzie naj-

wie� kszym wyrazem cia� gu (an) . Z cia� gu am1+1, am1+2, am1+3, . . . nie można wy-

brać podcia� gu niemaleja� cego, bo by lby to pocia� g niemaleja� cy cia� gu (an) , a ta-

kiego nie ma. Wobec tego cia� g ten ma wyraz najwie� kszy. Niech am2 be� dzie naj-

wie� kszym spośród wyrazów am1+1, am1+2, am1+3, . . . Niech am3 be� dzie najwie� kszym

spośród wyrazów cia� gu am2+1, am2+2, am2+3, . . . Analogicznie am4 jest najwie� kszym

spośród wyrazów am3+1, am3+2, am3+3, . . . itd. Z określenia wynika natychmiast, że

am1 ≥ am2 ≥ am3 ≥ . . . . Oczywistym jest, że moga� wysta� pić równości, ale jest też
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jasne, że nieskończenie wiele razy pojawia sie� ostra nierówność (gdyby tak nie by lo,

to możliwe by loby wybranie podcia� gu sta lego, który jest niemaleja� cy i jednocześnie

nierosna� cy). Dzie� ki tym nieskończenie wielu ostrym nierównościom wybieramy bez

trudu podcia� g ścísle maleja� cy z cia� gu am1 ≥ am2 ≥ am3 ≥ . . . . Jest on podcia� giem

cia� gu (an) .

Twierdzenie 3 (Bolzano–Weierstrassa)

Jeśli cia� g (an) jest ograniczony, tzn. jeśli istnieje taka liczba M , że |an| ≤ M dla

każdej liczby naturalnej n , to z cia� gu (an) można wybrać podcia� g zbieżny.

Dowód. Z twierdzenia o wybieraniu podcia� gu monotonicznego wynika, że z cia� gu

(an) można wybrać podcia� g monotoniczny (anm) . Jest on ograniczony, wie� c ma

granice� . Dowód zosta l zakończony.

Niech g = lim
m→∞

anm , oznaczenia jak w dowodzie. Oczywíscie |g| ≤M .
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