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Streszczenie

W pracy przedstawiono poj ↪ecie wymiaru Goldiego i dualnego wymiaru Goldiego dla krat
modularnych. Poj ↪ecie to historycznie wywodzi si ↪e z wymiaru Goldiego dla modu lów i prób
zrozumienia natury dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów. Jak si ↪e okazuje, j ↪ezyk krat
modularnych jest w laściwym j ↪ezykiem do wyrażenia tych poj ↪eć. Praca przedstawia moty-
wacje prowadz ↪ace do wprowadzenia wymiaru Goldiego dla krat oraz jego zastosowanie do
wyjaśnienia natury dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów.
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Wst
↪
ep

Celem tej pracy jest pokazanie, że j ↪ezyk krat może być dobrym narz ↪edziem do mówienia o zja-
wiskach dziej ↪acych si ↪e w modu lach. Historyczny rozwój poj ↪ecia wymiaru Goldiego dla krat
i dualnego wymiaru Goldiego dla jest bardzo dobr ↪a ilustracj ↪a tego faktu. Wymiar dla krat
wywodzi si ↪e z wymiaru Goldiego dla modu lów oraz prób zrozumienia poj ↪ecia dualnego wy-
miaru Goldiego dla modu lów. Jak si ↪e okazuje, w laściwym sposobem patrzenia na ten wymiar
jest bardziej abstrakcyjny poziom krat. Spojrzenie kratowe pozwala dobrze wyjaśnić zjawiska,
które sformu lowane w j ↪ezyku modu lów s ↪a niejasne i nieintuicyjne. W pracy przedstawiamy
cztery blisko ze sob ↪a powi ↪azane poj ↪ecia: wymiar Goldiego dla modu lów, dualny wymiar Gol-
diego dla modu lów oraz wymiar i dualny wymiar Goldiego dla krat modularnych. Analizujemy
zwi ↪azki mi ↪edzy tymi poj ↪eciami. Pokazujemy, w jaki sposób wprowadzenie wymiaru dla krat
pozwala we w laściwy sposób sformu lować definicj ↪e dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów.

Historycznie, najstarszym poj ↪eciem jest wymiar Goldiego dla modu lów. Zosta l wprowa-
dzony przez Goldiego w [2]. Z up lywem czasu podejmowano próby zdefiniowania dualnego
wymiaru Goldiego dla modu lów. Przegl ↪ad tych prób zawiera praca Lompa [5]. Jedn ↪a z naj-
wcześniejszych prób jest praca Fleury’ego [1]. Kolejne próby pochodz ↪a od Takeuchiego [8],
Varadarajana [9] i Reitera [7]. Dość  latwo jest zauważyć, że definicje Takeuchiego i Reite-
ra s ↪a równoważne. Zwi ↪azek ich definicji z innymi definicjami by l jednak niejasny. W 1984
roku Grzeszczuk i Puczy lowski w pracy [3] wprowadzili wymiar Goldiego dla krat modular-
nych oraz, co w teorii krat jest bardzo naturalne, jego wersj ↪e dualn ↪a. Autorzy zastosowali
otrzymane poj ↪ecia do kraty podmodu lów i pokazali, że wymiar Goldiego dla modu lów można
zdefiniować jako wymiar Goldiego dla kraty podmodu lów. J ↪ezyk krat okaza l si ↪e być wygodny
do porównania różnych definicji dualnego wymiaru Goldiego — z tej perspektywy jest jasne,
że definicje Reitera, Takeuchiego i Varadarajana s ↪a równoważne.

Praca sk lada si ↪e z trzech rozdzia lów. Staralísmy si ↪e naśladować historyczny rozwój poj ↪ecia
wymiaru Goldiego dla krat. W rozdziale pierwszym zajmujemy si ↪e poj ↪eciem wymiaru Gol-
diego dla modu lów. Wprowadzamy podstawowe informacje o modu lach wraz z przyk ladami
prezentuj ↪acymi przedstawiane poj ↪ecia, definiujemy wymiar w j ↪ezyku modu lów i dowodzimy
poprawności definicji. Liczymy wymiar Goldiego dla kilku wybranych modu lów oraz cha-
rakteryzujemy modu ly o skończonym wymiarze Goldiego. Nast ↪epnie przedstawiamy różne
podej́scia do zagadnienia dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów.

Rozdzia l drugi poświ ↪econy jest wymiarowi Goldiego w kratach modularnych. Przedsta-
wiamy podstawowe wiadomości na temat krat modularnych oraz poj ↪ecie wymiaru Goldiego
dla krat i ilustrujemy je kilkoma przyk ladami. Pokazujemy, w jaki sposób definiuje si ↪e poj ↪ecie
dualnego wymiaru Goldiego dla krat.

Rozdzia l trzeci jest analiz ↪a zwi ↪azków mi ↪edzy wymiarem dla modu lów i wymiarem dla krat.
Wyrażamy kratowe poj ↪ecia wprowadzone w rozdziale drugim w j ↪ezyku modu lów i okazuje si ↪e,
że pokrywaj ↪a si ↪e one z poj ↪eciami dla modu lów zdefiniowanymi w rozdziale pierwszym, zaś wy-
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miar Goldiego dla modu lu to dok ladnie wymiar Goldiego kraty jego podmodu lów. Nast ↪epnie
analizujemy, co oznacza poj ↪ecie dualnego wymiar Goldiego dla krat wyrażone w j ↪ezyku mo-
du lów i jak ma si ↪e otrzymane poj ↪ecie do różnych prób dualizacji przedstawionych w rozdziale
pierwszym. W j ↪ezyku krat różne próby dualizacji wymiaru dla modu lów staj ↪a si ↪e zrozumia le,
a na gruncie wyników przedstawionych w rozdziale drugim równoważność tych definicji jest
prawie oczywista.
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Rozdzia l 1

Wymiar Goldiego dla modu lów

1.1. Wiadomości o modu lach

W tym podrozdziale przedstawimy poj ↪ecie modu lu oraz podstawowe definicje i fakty z nim
zwi ↪azane. Ta cz ↪eść pracy ma przede wszystkim na celu ustalenie j ↪ezyka oraz notacji uży-
wanych w nast ↪epnych podrozdzia lach, jednakże wprowadzane poj ↪ecia ilustrujemy kilkoma
przyk ladami.

Definicja 1.1.1. Modu lem lewostronnym nad pierścieniem R (albo R-modu lem) nazywamy
grup ↪e abelow ↪a M wraz z dzia laniem mnożenia · : R×M →M elementów modu lu M przez
elementy pierścienia R (zamiast r · n piszemy rn) takim, że dla dowolnych a, b ∈ R oraz
x, y ∈M spe lnione s ↪a warunki

• (a+ b)x = ax+ bx,

• a(x+ y) = ax+ ay,

• (ab)x = a(bx),

• 1x = x.

Podobnie określa si ↪e modu l prawostronny nad pierścieniem R. B ↪edziemy mieli do czynienia
jedynie z modu lami lewostronnymi i dlatego b ↪edziemy je nazywali po prostu modu lami nad
pierścieniem R lub, jeśli z kontekstu wynika, o jaki pierścień chodzi, po prostu modu lami.
Wszystkie przedstawione definicje i twierdzenia można w analogiczny sposób sformu lować dla
modu lów prawostronnych.

Pokażemy kilka przyk ladów modu lów. Na pocz ↪atek zobaczmy najprostszy możliwy przy-
k lad modu lu.

Przyk lad 1.1.2. Pierścień R jest modu lem nad samym sob ↪a.

Jak pokazuje kilka nast ↪epnych przyk ladów, poj ↪ecie modu lu jest bardzo szerokie, obejmuje
bardzo podstawowe struktury algebraiczne.

Przyk lad 1.1.3. Dowolna grupa abelowa G jest Z-modu lem. Dzia lanie mnożenia elementów
grupyG przez elementy pierścienia Z określamy nast ↪epuj ↪aco: dla g ∈ G oraz n ∈ N definiujemy
0g = 0, 1g = g, (n+ 1)g = ng + g, (−n)g = −(ng).
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Przyk lad 1.1.4. Przestrzeń liniowa V nad cia lem K jest modu lem nad pierścieniem K.

Można znaleźć także ciekawsze przyk lady modu lów.

Przyk lad 1.1.5. Niech V b ↪edzie przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem K, a ϕ : V → V przekszta l-
ceniem liniowym. Wtedy V jest modu lem nad pierścieniemK[x] z dzia laniem (Σ0¬k¬nakxk)v =
Σ0¬k¬nakϕk(v). Modu l ten b ↪edziemy oznaczać przez Vϕ.

Przyk lad 1.1.6. Niech V b ↪edzie przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem K i niech R = EndK(V )
b ↪edzie pierścieniem endomorfizmów przestrzeni V . Wtedy V jest modu lem nad pierścieniem R
z dzia laniem mnożenia określonym nast ↪epuj ↪aco: dla v ∈ V i ϕ ∈ R definiujemy ϕ · v = ϕ(v).

Poj ↪ecie podmodu lu definiujemy w naturalny sposób.

Definicja 1.1.7. Niech M b ↪edzie modu lem nad pierścieniem R. Podmodu lem N modu lu M
nazywamy podzbiór N ⊆ M taki, że dla dowolnych elementów x, y ∈ N i r ∈ R zachodzi
x+ y ∈ N oraz rx ∈ N .

Na pocz ↪atku pokażemy kilka trywialnych przyk ladów podmodu lów.

Przyk lad 1.1.8. Podgrupa {0} jest podmodu lem każdego R-modu lu M . B ↪edziemy go ozna-
czać przez 0 i nazywać modu lem zerowym.

Przyk lad 1.1.9. Każdy modu l M jest swoim w lasnym podmodu lem.

Podmodu lami w laściwymi b ↪edziemy nazywać podmodu ly różne od modu lu M i od modu lu
zerowego.

Poj ↪ecie podmodu lu w znanych strukturach algebraicznych cz ↪esto pokrywa si ↪e z poj ↪eciem
w laściwym dla niej poj ↪eciem podstruktury.

Przyk lad 1.1.10. Niech M b ↪edzie Z-modu lem. Podmodu ly modu lu M to dok ladnie pod-
grupy grupy M .

Przyk lad 1.1.11. Podmodu lami w przestrzeni liniowej V nad cia lem K s ↪a podprzestrzenie
liniowe przestrzeni V .

Zobaczmy teraz bardziej interesuj ↪ace przyk lady podmodu lów. Pokazuj ↪a one, że w j ↪ezyku
podmodu lów można wyrazić poj ↪ecia znane z innych dzia lów matematyki.

Przyk lad 1.1.12. Podmodu ly modu lu Vϕ to podprzestrzenie niezmiennicze przy przekszta l-
ceniu ϕ, to znaczy takie podprzestrzenie liniowe W ⊆ V , że ϕ(W ) ⊆W .

Przyk lad 1.1.13. Rozważmy modu l V z przyk ladu 1.1.6. W tym module nie ma w laściwych
podmodu lów. Weźmy bowiem dwa dowolne niezerowe wektory v, w ∈ V . Wówczas istnieje
przekszta lcenie liniowe ϕ ∈ EndK(V ) takie, że ϕ(v) = w. To znaczy, że ϕ · v = w, a zatem w
należy do każdego podmodu lu zawieraj ↪acego v. Z dowolności wyboru v i w otrzymujemy, że
rzeczywíscie w V nie ma w laściwych podmodu lów.

 Latwo jest sprawdzić, że jeśli K i N s ↪a podmodu lami R-modu lu M , to także K ∩ N
jest podmodu lem modu lu M . Maj ↪ac dane dwa podmodu ly, można także szukać podmodu lu
zawieraj ↪acego oba z nich. Przyk ladem takiego podmodu lu jest suma modu lów, któr ↪a definiuje
si ↪e w nast ↪epuj ↪acy sposób.
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Definicja 1.1.14. Niech K i N b ↪ed ↪a podmodu lami R-modu lu M . Sum ↪a modu lów K i N ,
któr ↪a b ↪edziemy oznaczać K +N , nazywamy zbiór wszystkich elementów postaci k+ n, gdzie
k ∈ K i n ∈ N . Dla każdych dwóch podmodu lów K i N modu lu M suma K +N także jest
podmodu lem modu lu M .

Niektóre sumy podmodu lów s ↪a pewnej szczególnej postaci.

Definicja 1.1.15. Niech K i N b ↪ed ↪a podmodu lami R-modu lu M . Sum ↪e K +N nazywamy
prost ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy każdy element z sumy K + N przedstawia si ↪e w sposób
jednoznaczny jako w postaci k + n, gdzie k ∈ K i n ∈ N . Sum ↪e prost ↪a podmodu lów K i N
b ↪edziemy oznaczać przez K ⊕N .

Nowe przyk lady modu lów można tworzyć pos luguj ↪ac si ↪e konstrukcj ↪a ilorazow ↪a.

Definicja 1.1.16. Niech M b ↪edzie modu lem nad pierścieniem R, a N jego podmodu lem.
Można określić operacj ↪e mnożenia na grupie ilorazowej M/N w nast ↪epuj ↪acy sposób: dla r ∈ R
oraz x ∈ M definiujemy r(x + N) = rx + N . Zbiór M/N z tak zdefiniowanym mnożeniem
jest modu lem nad pierścieniem R. B ↪edziemy nazywać ten modu l modu lem ilorazowym.

Jak można si ↪e domyślić, dla znanych struktur algebraicznych, poj ↪ecie modu lu ilorazowego
pokrywa si ↪e z w laściw ↪a dla tej struktury konstrukcj ↪a ilorazow ↪a.

Przyk lad 1.1.17. Jeśli M jest Z-modu lem, N jest podmodu lem modu lu M , to modu l ilora-
zowy M/N to dok ladnie grupa ilorazowa M/N z dzia laniem mnożenia określonym nast ↪epuj ↪aco
n(x+N) = nx+N .

Przyk lad 1.1.18. Jeśli V jest podprzestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem K, zaś W jest jej pod-
przestrzeni ↪a, to modu l V/W jest izomorficzny z przestrzeni ↪a ilorazow ↪a V/W .

Definicja 1.1.19. Niech M , N b ↪ed ↪a dwoma modu lami nad pierścieniem R. Funkcj ↪e
f :M → N nazywamy homomorfizmem modu lów wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
x, y ∈M , a ∈ R zachodz ↪a równości f(x+ y) = f(x) + f(y) oraz f(ax) = af(x).

Zacznijmy od dwóch bardzo  latwych przyk ladów homomorfizmów.

Przyk lad 1.1.20. Dla dowolnych modu lów M , N nad pierścieniem R odwzorowane zerowe
f :M → N dane wzorem f(m) = 0 jest homomorfizmem modu lów.

Przyk lad 1.1.21. Dla dowolnego R-modu lu M odwzorowanie identycznościowe id :M →M
dane wzorem id(m) = m jest homomorfizmem modu lów.

Na koniec zobaczmy dwa cz ↪esto używane homomorfizmy.

Przyk lad 1.1.22. Niech N b ↪edzie podmodu lem R-modu lu M . Naturalne rzutowanie
π :M →M/N dane wzorem π(x) = x+N jest homomorfizmem modu lów.

Przyk lad 1.1.23. Niech M b ↪edzie R-modu lem i niech K i N b ↪ed ↪a jego dwoma podmodu lami
takimi, że M = K ⊕ N . Odwzorowanie f : M → K dane wzorem f(k + n) = k nazywamy
rzutem na modu l K wzd luż modu lu N . Odwzorowanie f jest homomorfizmem podmodu lów.
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1.2. Definicja wymiaru Goldiego dla modu lów

W tej cz ↪eści pracy zajmiemy si ↪e przedstawieniem wymiaru Goldiego dla modu lów. Jest to
rozszerzenie dobrze znanego poj ↪ecia wymiaru przestrzeni liniowej na modu ly, wymiar Goldiego
przestrzeni liniowej jest równy jej wymiarowi liniowemu. Przedstawimy definicj ↪e wymiaru
Goldiego dla modu lów oraz podamy kilka przyk ladów.

Definicja 1.2.1. Modu l N ⊆M jest istotnym podmodu lem R-modu lu M , jeśli każdy nieze-
rowy podmodu l M przecina N w sposób nietrywialny. W tym przypadku mówimy także, że
M jest istotnym rozszerzeniem podmodu lu N .

Przyk lad 1.2.2. Każdy modu l jest swoim istotnym podmodu lem.

Przyk lad 1.2.3. Rozważmy przestrzeń liniow ↪a V nad cia lem K. Podmodu ly V to podprze-
strzenie liniowe V . Za lóżmy, że dimV > 1 i niech 0 6= W 6= V b ↪edzie podprzestrzeni ↪a linio-
w ↪a V . Skoro dimV > 1, to takie W istnieje. Niech v ∈ V \W . Wówczas W ∩ lin(v) = 0. Zatem
w przestrzeni liniowej wymiaru wi ↪ekszego niż 1 nie ma w laściwych podmodu lów istotnych.

Przyk lad 1.2.4. Rozważmy modu l Vϕ z Przyk ladu 1.1.12. Za lóżmy, że V jest skończenie
wymiarow ↪a przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem algebraicznie domkni ↪etym. Niech V̂ oznacza prze-
strzeń liniow ↪a rozpi ↪et ↪a na zbiorze wszystkich wektorów w lasnych przekszta lcenia ϕ. Wówczas
V̂ jest podprzestrzeni ↪a niezmiennicz ↪a, a zatem podmodu lem modu lu Vϕ. Pokażemy, że pod-
przestrzeń W jest podmodu lem istotnym wtedy i tylko wtedy, gdy V̂ ⊆W .

Niech W b ↪edzie podmodu lem modu l Vϕ takim, że V̂ ⊆ W i niech W ′ b ↪edzie dowoln ↪a
podprzestrzeni ↪a ϕ-niezmiennicz ↪a (a zatem dowolnym podmodu lem modu lu Vϕ). Rozważmy
obci ↪ecie przekszta lcenia ϕ do przestrzeni W ′ ϕ

∣∣
W ′
:W ′ →W ′. Z twierdzenia Jordana wynika,

że macierz przekszta lcenia ϕ
∣∣
W ′

ma postać Jordana. W szczególności zatem istnieje wektor
w lasny v ∈W ′, czyli W ′ ∩Vϕ 6= 0, a zatem także W ′ ∩W 6= 0. Podprzestrzeń W rzeczywíscie
jest podmodu lem istotnym.

Przypuśćmy teraz, że V̂ 6⊆W . Wtedy istnieje wektor w lasny w taki, że w 6∈W . Wówczas
lin(w) jest podprzestrzeni ↪a niezmiennicz ↪a, a zatem Vϕ-modu lem. Wówczas jednak
W ∩ lin(w) = 0, a zatem W nie jest podmodu lem istotnym.

Przyk lad 1.2.5. Wszystkie podmodu ly Z-modu lu Z s ↪a postaci Zn dla pewnego n. Zauważmy
jednak, że nm ∈ Zn∩Zm, zatem każde dwa niezerowe podmodu ly przecinaj ↪a si ↪e nietrywialnie.
W Z-module Z każdy podmodu l jest istotny.

Przyk lad 1.2.6. Rozważmy Z-modu l Zpn , gdzie p jest liczb ↪a pierwsz ↪a. Wszystkie jego pod-
modu ly s ↪a postaci Zpk dla pewnego k i tworz ↪a one  lańcuch 0 ⊆ Zp ⊆ Zp2 ⊆ . . .. Każde dwa
niezerowe podmodu ly Zpn przecinaj ↪a si ↪e nietrywialnie, zatem każdy niezerowy podmodu l jest
istotny.

Aby pokazać jeszcze jeden przyk lad, b ↪edziemy potrzebowali kilku w lasności charaktery-
zuj ↪acych podmodu ly istotne.

Uwaga 1.2.7. 1. Niech M ⊆ E b ↪ed ↪a R-modu lami. Jeżeli dla każdego niezerowego a ∈ E
istnieje r ∈ R takie, że 0 6= ra ∈M , to M jest istotnym podmodu lem E.

2. Niech M ⊆ E ⊆ E′ b ↪ed ↪a R-modu lami. Jeśli M jest istotnym podmodu lem E oraz E
jest istotnym podmodu lem E′, to M jest istotnym podmodu lem E.
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Dowód. 1. Za lóżmy, że dla każdego niezerowego a ∈ E istnieje r ∈ R takie, że
0 6= ra ∈ M . Pokażemy, że wtedy M jest istotnym podmodu lem E. Niech N b ↪e-
dzie dowolnym podmodu lem E i niech a ∈ N b ↪edzie jego dowolnym elementem. Wtedy
także a ∈ E. Z za lożenia istnieje r ∈ R takie, że 0 6= ar ∈M . Jednak N jest modu lem,
zatem także ar ∈ N . Czyli 0 6= ra ∈ N ∩M , zatem istotnie N i M maj ↪a nietrywialne
przeci ↪ecie.

2. Korzystamy z punktu (1). Niech a ∈ E′. Ponieważ E jest istotnym podmodu lem E′, to
istnieje r′ ∈ R takie, że 0 6= r′a ∈ E. Ponadto M jest istotnym podmodu lem E, zatem
istnieje r ∈ R takie, że 0 6= rr′a ∈ M . Ponieważ rr′ ∈ R, zatem rzeczywíscie M jest
istotnym podmodu lem E′.

Lemat 1.2.8. Niech {Ej}j∈J b ↪ed ↪a R-modu lami, zaś Mj ⊆ Ej b ↪ed ↪a podmodu lami Ej, dla
każdego j ∈ J . Wówczas

⊕
j∈JMj jest istotnym podmodu lem

⊕
j∈J Ej wtedy i tylko wtedy,

gdy dla każdego j modu l Mj jest istotnym podmodu lem Ej.

Dowód. Jest oczywiste, że jeśli
⊕
j∈JMj jest istotnym podmodu lem

⊕
j∈J Ej , to dla każde-

go j ∈ J modu l Mj jest istotnym podmodu lem Ej .
Udowodnimy teraz, że zachodzi implikacja przeciwna. Za lóżmy, że dla każdego j ∈ J modu l

Mj jest istotnym podmodu lem Ej . Aby pokazać, że
⊕
j∈JMj jest istotnym podmodu lem⊕

j∈J Ej skorzystamy z Uwagi 1.2.7 (1). Niech a b ↪edzie dowolnym elementem podmodu lu⊕
j∈J Ej . Wówczas istnieje skończenie wiele elementów ai1 ∈ Ei1 , . . ., ain ∈ Ein takich, że

a = ai1 + . . . + ain . Chcemy znaleźć element r ∈ R taki, że ra ∈
⊕
j∈JMj . Z za lożenia, że

Mi1 jest istotnym podmodu lem modu lu Ei1 oraz Uwagi 1.2.7 (1) istnieje element r1 ∈ R
taki, że r1a1 ∈ Mi1 . Wówczas r1a2 ∈ Ei2 i za lożenia o istotności modu lu Mi2 w module
Ei2 znajdziemy element r2 ∈ R taki, że r2r1ai2 ∈ Mi2 . Oczywíscie wtedy r2r1ai1 ∈ Mi1 ,
bo Mi1 jest podmodu lem. Kontynuuj ↪ac t ↪e konstrukcj ↪e znajdziemy elementy r1, . . ., rn takie,
że rn . . . r1aij ∈ Mij . Zdefiniujmy zatem r = rn . . . r1. Wówczas ra ∈

⊕
j∈JMj , a zatem

rzeczywíscie
⊕
j∈JMj jest istotnym podmodu lem

⊕
j∈J Ej .

Przyk lad 1.2.9. Weźmy dowoln ↪a skończon ↪a grup ↪e abelow ↪a G. Wtedy G jest Z-modu lem.
Jak wiadomo G jest izomorficzne z sum ↪a prost ↪a Zp1k1 ⊕ . . .⊕Zpnkn , gdzie pi s ↪a niekoniecznie
różnymi liczbami pierwszymi. Korzystaj ↪ac z Lematu 1.2.8 oraz Przyk ladu 1.2.6  latwo zauwa-
żyć, że każdy modu l postaci Zp1m1 ⊕ . . .⊕ Zpnmn , gdzie 0 < m1 ¬ k1, . . ., 0 < mn ¬ kn, jest
istotny w G.

Definicja 1.2.10. Niezerowy R-modu l M nazywamy jednolitym wtedy i tylko wtedy, gdy
każdy podmodu l M jest istotny w M .

Przyk lad 1.2.11. W jednowymiarowej przestrzeni liniowej nie ma nietrywialnych podmo-
du lów. Zatem każda jednowymiarowa przestrzeń liniowa jest jednolita. Z drugiej strony, jak
pokazuje Przyk lad 1.2.3 w przestrzeni liniowej wymiaru wi ↪ekszego niż 1, nie ma żadnych
w laściwych podmodu lów istotnych, zatem taka przestrzeń nie jest jednolita.

Przyk lad 1.2.12. Jak pokazano w Przyk ladzie 1.2.5 Z-modu l Z jest jednolity.

Przyk lad 1.2.13. Przyk lad 1.2.6 pokazuje, że Z-modu l Zpn jest jednolity.

Przyk lad 1.2.14. Jak wiemy z Przyk ladu 1.1.13 podmodu l z Przyk ladu 1.1.6 nie ma w la-
ściwych podmodu lów. Zatem jest to podmodu l jednolity.
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Przyk lad 1.2.15. Rozważmy Z-modu l Zm, gdzie m jest liczb ↪a z lożon ↪a podzieln ↪a przez dwie
różne liczby pierwsze p i q. Wtedy Zp oraz Zq s ↪a podmodu lami Zm, jednak Zp∩Zq = 0. Zatem
modu l Zm nie jest jednolity.

Przyk lad 1.2.16. Rozważmy modu l Vϕ z Przyk ladu 1.1.12. Niech V b ↪edzie skończenie wy-
miarow ↪a przestrzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem algebraicznie domkni ↪etym, podobnie jak w Przyk la-
dzie 1.2.4. Jak wynika z Przyk ladu 1.2.4 podmodu l W modu lu Vϕ jest istotny wtedy i tylko
wtedy, gdy W zawiera podprzestrzeń V̂ rozpi ↪et ↪a przez zbiór wszystkich wektorów w lasnych
przekszta lcenia ϕ. Z drugiej strony, jeśli podprzestrzeń V̂ ma wymiar wi ↪ekszy niż 1, to w V
istniej ↪a liniowo niezależne wektory w lasne v1, v2. Wtedy lin(v1) oraz lin(v2) s ↪a podprzestrze-
niami ϕ-niezmienniczymi oraz lin(v1) ∩ lin(v2) = 0, zatem modu l Vϕ nie jest jednolity. Jeśli
podprzestrzeń V̂ ma wymiar równy 1, to jak pokazano w Przyk ladzie 1.2.4 każda podprze-
strzeń ϕ-niezmiennicza ma z V̂ nietrywialne przeci ↪ecie. Zatem modu l Vϕ jest jednolity wtedy
i tylko wtedy, gdy podprzestrzeń V̂ jest jednowymiarowa, co oznacza, że macierz przekszta l-
cenia ϕ jest podobna do pojedynczej klatki Jordana.

Sformu lujemy teraz twierdzenie, które gwarantuje jednoznaczność definicji wymiaru Gol-
diego. Jest to odpowiednik lematu Steinitza o wymianie, który dowodzi si ↪e definiuj ↪ac wymiar
przestrzeni liniowej. W istocie, jeśli poniższe twierdzenie sformu luje si ↪e w j ↪ezyku przestrze-
ni liniowych, pami ↪etaj ↪ac, że jednolite przestrzenie liniowe to przestrzenie jednowymiarowe,
a jedynym istotnym podmodu lem przestrzeni liniowej V jest ona sama, to otrzyma si ↪e do-
k ladnie lemat o wymianie dla przestrzeni liniowych. Podobieństwo jest szczególnie widoczne
w dowodach obu twierdzeń.

Twierdzenie 1.2.17. Niech U = U1⊕. . .⊕Um i V = V1⊕. . .⊕Vn b ↪ed ↪a istotnymi podmodu lami
modu lu M oraz U1, . . ., Um, V1, . . ., Vn b ↪ed ↪a jednolitymi modu lami. Wtedy m = n.

Dowód. Bez straty ogólności możemy za lożyć, ze n ­ m. Niech Û = U2⊕ . . .⊕Um. Pokażemy,
że Û przecina któreś Vj w sposób trywialny. Dla każdego j modu l Vj jest jednolity, wi ↪ec jeśli
modu l Û ∩ Vj by lby niezerowy, to by lby istotnym podmodu lem Vj . Na mocy Lematu 1.2.8
modu l (Û ∩V1)⊕ . . .⊕ (Û ∩Vn) by lby istotnym podmodu lem V1⊕ . . .⊕Vn = V . Wtedy także
Û ∩V by lby istotnym podmodu lem V , bo Û ∩V ⊇ (Û ∩V1)⊕ . . .⊕ (Û ∩Vn). Z przechodniości
bycia podmodu lem istotnym (Uwaga 1.2.7 (2)) to oznacza, że Û by lby istotny w M . To jednak
jest niemożliwe.

Zmieniaj ↪ac indeksy możemy za lożyć, że Û∩V1 = 0. Niech U ′ = Û⊕V1. Wówczas U ′∩U1 6=
0, bo w przeciwnym przypadku suma U1 + . . . + Um + V1 by laby prosta, a to jest sprzeczne
z istotności ↪a U . Ponieważ U1 jest jednolity, to U ′ ∩ U1 jest istotnym podmodu lem U1. Zatem
(U ′∩U1)⊕U2⊕ . . .⊕Um jest istotnym podmodu lem U1⊕ . . .⊕Um. Ponieważ (U ′∩U1)⊕U2⊕
. . .⊕ Um ⊆ U ′, dostajemy jak poprzednio, że U ′ jest istotnym podmodu lem M . Przechodz ↪ac
od U do U ′ zast ↪apilísmy sk ladnik U1 przez V1. Powtarzaj ↪ac ten proces (w razie konieczności
zmieniaj ↪ac indeksy V1, . . ., Vn) przechodzimy od U ′ do modu lu U ′′ = V1⊕V2⊕U3⊕ . . .⊕Um,
istotnego w M . Po m krokach otrzymamy U (m) = V1 ⊕ . . .⊕ Vm, który również jest istotnym
podmodu lem M . Z drugiej strony, V = V1⊕ . . .⊕Vn jest istotnym podmodu lem M , wi ↪ec musi
być m = n.

Definicja 1.2.18. Mówimy, że modu l M ma wymiar Goldiego n, jeśli istnieje istotny pod-
modu l V ⊆ M , który jest sum ↪a prost ↪a n jednolitych podmodu lów. Jeśli takie n nie istnieje,
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to mówimy, że wymiar Goldiego modu lu M jest nieskończony. Wymiar Goldiego modu lu M
oznaczamy przez udimM .

Twierdzenie 1.2.17 gwarantuje, że wymiar Goldiego jest zdefiniowany jednoznacznie.
Policzymy teraz wymiar Goldiego kilku rozważanych wcześniej modu lów.

Przyk lad 1.2.19. Jeśli V jest przestrzeni ↪a liniow ↪a, to dimV = udimV . Jeśli dimV = n,
to istnieje n liniowo niezależnych wektorów v1, . . ., vn ∈ V oraz V = lin(v1) ⊕ . . . ⊕ lin(vn).
W Przyk ladzie 1.2.3 pokazano, że jedynym istotnym podmodu lem V jest modu l V . Ponadto na
mocy Przyk ladu 1.2.11 podprzestrzeń lin(vi) jest jednolitym podmodu lem jako podprzestrzeń
jednowymiarowa. Zatem istotnie dimV = udimV .

Przyk lad 1.2.20. Modu l Z nad pierścieniem Z jest jednolity, zatem udimZ = 1.

Przyk lad 1.2.21. Modu l Zpn nad pierścieniem Z jest jednolity, zatem udimZpn = 1.

Przyk lad 1.2.22. Wymiar Goldiego modu lu z przyk ladu 1.1.6 jest równy 1, bo na mocy
Przyk ladu 1.1.13 w tym module nie ma w laściwych podmodu lów.

Przyk lad 1.2.23. Rozważmy Z-modu l Zm. Jeśli m = pn dla pewnej liczby pierwszej p, to
modu l Zpn jest jednolity. Jeśli m ma dwa różne dzielniki pierwsze, to Zm nie jest jednolity.
Wtedy jednak Zm = Zpn11 ⊕ . . .⊕ Zpnk

k
, gdzie p1, . . ., pk s ↪a różnymi liczbami pierwszymi. Na

mocy Przyk ladu 1.2.21 każdy z modu lów Zpnii jest jednolity. Ponadto Zm jest swoim istotnym
podmodu lem, zatem udimZm = k, gdzie k jest liczb ↪a różnych dzielników pierwszych liczby m.

Powyższy przyk lad można jeszcze bardziej uogólnić.

Przyk lad 1.2.24. Rozważmy skończony Z-modu l G. Wówczas G jest skończon ↪a grup ↪a abe-
low ↪a i, jak wiemy, jest izomorficzna z grup ↪a Zp1k1 ⊕ . . .⊕Zpnkn . Jak wiemy z Przyk ladu 1.2.21
każdy z modu lów Z

pj
kj jest jednolity, zatem wymiar Goldiego tak określonej grupy G jest

równy n.

Przyk lad 1.2.25. Rozważmy modu l Vϕ. Niech V b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a podprze-
strzeni ↪a liniow ↪a nad cia lem algebraicznie domkni ↪etym. Przyk lad 1.2.4 mówi, że podmodu l Wϕ
modu lu Vϕ jest istotny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera podprzestrzeń rozpi ↪et ↪a na wszyst-
kich wektorach w lasnych przekszta lcenia ϕ. Ponadto na mocy Przyk ladu 1.2.16 wiadomo, że
podmodu l Wϕ jest jednolity wtedy i tylko wtedy, gdy macierz przekszta lcenia ϕ jest podobna
do klatki Jordana. Z twierdzenia Jordana wiemy, macierz przekszta lcenia ϕ jest podobna do
macierzy M w postaci Jordana. Niech zatem W1, . . ., Wn b ↪ed ↪a przestrzeniami odpowiadaj ↪a-
cymi kolejnym klatkom Jordana macierzy M . Wówczas W1 ⊕ . . . ⊕Wn = V i oczywíscie V
jest podmodu lem istotnym Vϕ. Zatem wymiar Goldiego modu lu Vϕ jest równych liczbie klatek
Jordana macierzy przekszta lcenia ϕ.

W nast ↪epnym podrozdziale zajmiemy si ↪e różnymi definicjami dualnego wymiaru Goldiego
dla modu lów. Wszystkie te definicje opieraj ↪a si ↪e na jakiej́s charakterystyce modu lów o skoń-
czonym wymiarze Goldiego. W dalszej cz ↪eści tego podrozdzia lu spróbujemy opisać modu ly
o takiej w lasności.

Lemat 1.2.26. Niech M b ↪edzie modu lem o skończonym wymiarze Goldiego. Wtedy każda
suma prosta niezerowych podmodu lów N = N1 ⊕ . . .⊕Nk ⊆M ma k ¬ n sk ladników.
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Dowód. Lemat udowodnimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n. Dla n = 0 teza jest oczywista.
Pokażemy, że jest prawdziwa dla n > 0.

Niech V b ↪edzie istotnym podmodu lem M z definicji wymiaru Goldiego. Wtedy

N ′i = Ni ∩ V 6= 0 oraz V ⊇ B′1 ⊕ . . .⊕N ′k.

Zatem możemy za lożyć, że M = V i M = V1 ⊕ . . . ⊕ Vn, gdzie wszystkie Vi s ↪a jednolite.
Niech N̂ = N2⊕ . . .⊕Nk. Argumentuj ↪ac podobnie jak w pierwszej cz ↪eści dowodu Twierdzenia
1.2.17 możemy za lożyć, że po ewentualnym przenumerowaniu modu lów Vi zachodzi N̂∩V1 = 0.
Rzutuj ↪ac M na V2⊕ . . .⊕Vn wzd luż V1 dostajemy w lożenie N̂ w V2⊕ . . .⊕Vn. Sprowadzilísmy
wi ↪ec przypadek dla n do przypadku dla n − 1. Korzystaj ↪ac z za lożenia indukcyjnego, mamy
k − 1 ¬ n− 1, a zatem faktycznie k ¬ n.

Lemat 1.2.27. Niech M b ↪edzie modu lem. Wówczas udimM =∞ wtedy i tylko wtedy, gdy M
zawiera nieskończon ↪a sum ↪e prost ↪a niezerowych podmodu lów.

Dowód. Implikacja z prawej do lewej jest oczywista na mocy Lematu 1.2.26. Aby udowodnić
wynikanie w drug ↪a stron ↪e, przypuśćmy, że M nie zawiera nieskończonej sumy niezerowych
podmodu lów. Pokażemy, że wtedy każdy niezerowy podmodu l N ⊆M zawiera jednolity pod-
modu l. Jeśli tak nie jest, to wtedy N nie jest jednolity, a zatem zawiera pewn ↪a sum ↪e prost ↪a
A1 ⊕ B1, gdzie A1, B1 s ↪a niezerowymi podmodu lami. Wtedy B1 nie jest jednolity, a zatem
zawiera pewn ↪a sum ↪e prost ↪a A2 ⊕ B2, gdzie A2, B2 s ↪a niezerowymi podmodu lami. Kontynu-
uj ↪ac ten proces, otrzymamy nieskończon ↪a sum ↪e prost ↪a A1 ⊕A2 ⊕ . . . ⊆M , wbrew za lożeniu.
Zatem rzeczywíscie każdy podmodu l zawiera pewien podmodu l jednolity. Weźmy zatem jed-
nolity podmodu l V1 ⊆M . Jeśli V1 nie jest istotny w M , to znajdziemy podmodu l V2 ⊆M taki,
że V1⊕V2 ⊆M . Oczywíscie możemy za lożyć, że V2 jest jednolity. Jeśli V1⊕V2 nie jest istotny
w M , w podobny sposób znajdziemy jednolity podmodu l V3. Z za lożenia nie możemy konty-
nuować tego procesu w nieskończoność. Skończymy zatem na pewnym podmodule istotnym
V1 ⊕ . . .⊕ Vn. Wtedy z definicji udimM = n.

Wniosek 1.2.28. Wymiar Goldiego modu lu M jest równy kresowi górnemu zbioru

K = {k :M zawiera sum ↪e prost ↪a k niezerowych podmodu lów}.

Dowód. Niech k0 ¬ ∞ b ↪edzie kresem górnym zbioru K. Jeśli k0 = ∞ to na mocy Lematu
1.2.26 wymiar Goldiego modu lu M też musi być równy∞, wi ↪ec rzeczywíscie w tym przypadku
udimM = k0. Za lóżmy zatem, że k0 <∞. Na mocy Lematu 1.2.27 wiemy, że wymiar Goldiego
modu lu M musi być skończony. Z Lematu 1.2.26  latwo wnioskujemy, że udimM = k0.

Lemat 1.2.29. Modu l M ma skończony wymiar Goldiego wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego
ci ↪agu N1 ⊆ N2 ⊆ . . . podmodu lów M istnieje indeks j taki, że dla wszystkich k ­ j podmodu l
Nj jest istotny w Nk.

Dowód. Za lóżmy, że M ma skończony wymiar Goldiego i przypuśćmy, że istnieje ci ↪ag 0 6=
N1 ( N2 ( . . . taki, że dla każdego j ­ 1 modu l Nj nie jest istotny w pewnym module
Nk(j), gdzie k(j) > j. Bez straty ogólności możemy za lożyć, że dla każdego j mamy k(j) =
j + 1. Wówczas istniej ↪a podmodu ly 0 6= N ′j ⊆ Nj+1 takie, że Nj ∩ N ′j = 0. Wtedy suma
N1 +N ′1 +N

′
2 + . . . jest prosta, a to na mocy Lematu 1.2.26 jest sprzeczne z za lożeniem, że

M ma skończony wymiar Goldiego.
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Udowodnimy teraz implikacj ↪e przeciwn ↪a. Za lóżmy, że dla każdego ci ↪agu N1 ⊆ N2 ⊆ . . .
podmodu lów M istnieje indeks j taki, że dla wszystkich k ­ j podmodu l Nj jest istotny w Nk
i przypuśćmy, że M ma nieskończony wymiar Goldiego. Wtedy na mocy Lematu 1.2.27 w M
istnieje nieskończona suma prosta N1⊕N2⊕ . . . Wówczas N1 ( N1⊕N2 ( N1⊕N2⊕N3 ( . . .
i dla każdego k zachodzi (N1 ⊕ . . . ⊕ Nk) ∩ Nk+1 = 0, zatem żadne N1 ⊕ . . . ⊕ Nk nie jest
istotne w Nk+1, wbrew za lożeniu.

Z powyższych rozważań otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a charakteryzacj ↪e modu lów o skończonym
wymiarze Goldiego.

Wniosek 1.2.30. Modu l M o skończonym wymiarze Goldiego możemy scharakteryzować
przez jeden z nast ↪epuj ↪acych równoważnych warunków.

1. M nie zawiera nieskończonej sumy prostej niezerowych podmodu lów.

2. M zawiera istotny podmodu l b ↪ed ↪acy sum ↪a prost ↪a jednolitych podmodu lów M .

3. Dla każdego wst ↪epuj ↪acego  lańcucha podmodu lów N1 ⊆ N2 ⊆ N3 ⊆ . . . w M istnieje
indeks k taki, że Nk jest istotny w Ni dla każdego i ­ k.

1.3. Definicja dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów

W literaturze można znaleźć kilka różnych prób dualizacji wymiaru Goldiego, ich przegl ↪ad za-
wiera praca Lompa [5]. Każda z tych prób opiera si ↪e na charakterystyce skończonego wymiaru
Goldiego.

 Latwo jest zdualizować poj ↪ecia modu lu istotnego i modu lu jednolitego.

Definicja 1.3.1. Modu l N ⊆ M jest ma lym podmodu lem modu lu M , jeśli dla każdego
w laściwego podmodu lu P ⊆M modu l P +N jest w laściwy.

Definicja 1.3.2. Niezerowy modu l M nazywamy lekkim wtedy i tylko wtedy, gdy każdy
w laściwy podmodu l M jest ma ly w M .

Poj ↪ecie bycia istotnym rozszerzeniem dualizujemy w nast ↪epuj ↪acy, nieco zaskakuj ↪acy spo-
sób. W rozdziale trzecim stanie si ↪e jasne, dlaczego przyj ↪eto w laśnie tak ↪a definicj ↪e.

Definicja 1.3.3. Niech M b ↪edzie modu lem i niech K ⊆ N ⊆ M b ↪ed ↪a podmodu lami M ,
przy czym K jest także podmodu lem N . Mówimy, że N leży powyżej K w M , jeśli N/K jest
ma lym podmodu lem M/K.

Zamiast mówić o sumie prostej b ↪edziemy pos lugiwać si ↪e poj ↪eciem rodziny koniezależnej.

Definicja 1.3.4. Niepusta rodzina {Nλ}Λ w laściwych podmodu lów modu lu M nazywa si ↪e ko-
niezależn ↪a, jeśli dla dowolnego λ ∈ Λ i dowolnego skończonego niepustego podzbioru
F ⊆ Λ \ {λ}

Nλ +
⋂
i∈F

Ni =M.

Aby stwierdzić, że nieskończona rodzina jest koniezależna, wystarczy sprawdzić wszystkie
jej odcinki pocz ↪atkowe.

15



Lemat 1.3.5. Niech {Ni}i∈N b ↪edzie rodzin ↪a w laściwych podmodu lów M . Równoważne s ↪a wa-
runki:

1. {Ni}i∈N jest rodzin ↪a koniezależn ↪a,

2. {N1, . . . , Nn} jest rodzin ↪a koniezależn ↪a dla każdego n ∈ N.

Dowód. Implikacja (1)⇒ (2) jest oczywista.
(2) ⇒ (1). Niech F ⊆ N b ↪edzie skończonym podzbiorem i niech i ∈ N \ F . Niech n =

max({i}∪F ). Wtedy {N1, . . . , Nn} jest rodzin ↪a koniezależn ↪a, a zatem Ni+
⋂
j∈F Nj =M .

Przyjrzymy si ↪e teraz różnym definicjom dualnego wymiaru Goldiego. Najwcześniejsz ↪a pró-
b ↪a dualizacji jest definicja Fleury’ego ([1]). Dualizuje on warunek 3 z Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.6 (Fleury). Modu l M ma skończony wymiar rozpinaj ↪acy (ang. finite spanning
dimension), jeśli dla każdego ścísle malej ↪acego  lańcucha podmodu lów N1 ) N2 ) N3 ) . . .
w M istnieje liczba k taka, że Ni jest ma lym podmodu lem M dla wszystkich i ­ k.

Późniejsze próby dualizacji wymiaru Goldiego pochodz ↪a od Takeuchiego, Reitera i Vara-
darajana. Takeuchi dualizuje warunek 1 z Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.7 (Takeuchi). Modu l M nazywamy koskończenie wymiarowym (ang. cofinite-
dimensional), jeśli M nie zawiera nieskończonej koniezależnej rodziny podmodu lów.

Reiter, podobnie jak Fleury, dualizuje warunek 3 Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.8 (Reiter). Modu l M ma skończony kowymiar, jeśli nie istnieje ścísle malej ↪acy
 lańcuch

U1 ) U1 ∩ U2 ) U1 ∩ U2 ∩ U3 ) . . .

podmodu lów Ui ( M takich, że {U1, . . . , Un} jest koniezależn ↪a rodzin ↪a dla każdego n ∈ N.

Definicj ↪e 1.3.8 można wyrazić w inny sposób, co pokazuje nast ↪epuj ↪acy lemat.

Lemat 1.3.9. Niech M b ↪edzie modu lem. M ma skończony kowymiar wtedy i tylko wtedy, gdy
w każdym zst ↪epuj ↪acym  lańcuchu podmodu lów N1 ⊇ N2 ⊇ N3 ⊇ . . . istnieje indeks n taki, że
Nn leży powyżej Nk dla k ­ n.

Dowód. Przypuśćmy, że w M istnieje ci ↪ag modu lów

M 6= N1 ) N2 ) N3 ) . . .

taki, że dla każdego j ­ 1 istnieje indeks k(j) ­ j taki, że Nj nie leży powyżej Nk(j). Możemy
za lożyć, że k(j) = j + 1. Skoro Nj nie leży powyżej Nj+1, to znaczy, że Nj/Nj+1 nie jest
ma ly w M/Nj+1. Istnieje podmodu l K w M/Nj+1 taki, że Nj/Nj+1 +K = M/Nj+1. Niech
π : M → M/Nj+1 b ↪edzie naturalnym rzutowaniem. Wtedy N ′j = π−1(K) jest podmodu lem
w M i oczywíscie Nj + N ′j = M . Wówczas Nj ⊆ N1, Nj ⊆ N ′1 oraz Nj ⊆ N ′j−1, a zatem
Nj ⊆ N1 ∩N ′1 ∩ . . . ∩N ′j−1 i st ↪ad

(N1 ∩N ′1 ∩ . . . ∩N ′j−1) +N ′j =M

dla wszystkich j > 1. Wtedy {N1, N ′1, N ′2, . . .} jest rodzin ↪a koniezależn ↪a oraz

N1 ) N1 ∩N ′1 ) N1 ∩N ′1 ∩N ′2 ) . . . ,

16



wi ↪ec M nie ma skończonego kowymiaru.
Jeśli modu l M nie ma skończonego kowymiaru, to w M istnieje nieskończony zbiór konie-

zależny {N1, N2, . . .}. Wtedy

N1 ) N1 ∩N2 ) N1 ∩N2 ∩N3 ) . . .

oraz dla dowolnego k ∈ N, (N1 ∩ . . .∩Nk) +Nk+1 =M . St ↪ad wynika, że dla dowolnego l ­ n
zachodzi (N1 ∩ . . .∩Nk)/(N1 ∩ . . .∩Nl) +Nk+1/(N1 ∩ . . .∩Nl) =M/(N1 ∩ . . .∩Nl). Zatem
N1 ∩ . . . ∩Nk nie leży powyżej N1 ∩ . . . ∩Nl dla żadnego l ­ n.

Widzimy zatem, że w definicji Reitera w lasność ”Nk jest istotny w Ni”z punktu 3 Wniosku
1.2.30 jest dualizowana przez w lasność ”Nk leży powyżej Ni”.

Można pokazać, że podej́scia Reitera i Takeuchiego w istocie definiuj ↪a to samo poj ↪ecie.

Uwaga 1.3.10. Definicje Reitera i Takeuchiego s ↪a równoważne.

Dowód. Przypuśćmy, że modu l M nie spe lnia Definicji 1.3.7, to znaczy istnieje w nim nie-
skończona koniezależna rodzina w laściwych podmodu lów {Ui}i∈N. Wtedy U1 ∩ . . . ∩ Uk 6=M
oraz U1 ∩ . . . ∩ Uk + Uk+1 =M , zatem U1 ∩ . . . ∩ Uk ) U1 ∩ . . . Uk+1. Wtedy  lańcuch

U1 ) U1 ∩ U2 ) . . .

jest ścísle zst ↪epuj ↪acy, a zatem M nie ma skończonego kowymiaru.
Odwrotnie, przypuśćmy, że w M istnieje nieskończony ścísle zst ↪epuj ↪acy  lańcuch przeci ↪eć

U1 ∩ . . .∩Un taki, że każdy zbiór {U1, . . . , Un} jest koniezależny. Wtedy na mocy Uwagi 1.3.5
w M istnieje nieskończona koniezależna rodzina w laściwych podmodu lów. Zatem M nie ma
koskończonego wymiaru.

Kolejna definicja dualnego wymiaru Goldiego pochodzi od Varadarajana. Ma ona natur ↪e
bardziej kategoryjn ↪a.

Definicja 1.3.11 (Varadarajan). Modu l M ma korang ↪e (ang. corank) k, jeśli istnieje epi-
morfizm z M na produkt k niezerowych modu lów ilorazowych M , ale nie istnieje epimorfizm
z M na produkt k + 1 niezerowych faktorów.

Poniższy lemat pozwala dostrzec zwi ↪azek definicji Varadarajana z innymi definicjami.

Lemat 1.3.12. Niech M b ↪edzie modu lem, (Nλ)Λ b ↪edzie rodzin ↪a niezerowych modu lów,
fλ : M → Nλ b ↪edzie rodzin ↪a epimorfizmów. Niech f : M → Πλ∈ΛNλ b ↪edzie homomorfi-
zmem wyznaczonym przez rodzin ↪e fλ. Niech Kλ oznacza j ↪adro homomorfizmu fλ. Jeśli f jest
epimorfizmem, to (Kλ)Λ jest rodzin ↪a koniezależn ↪a.

Dowód. Niech λ ∈ Λ. Udowodnimy, że M = Kλ +
⋂
µ∈Λ\{λ}Kµ.

Niech m ∈ M . Jeśli m 6∈ Kλ, to fλ(m) 6= 0. Niech n b ↪edzie elementem Πλ∈ΛNλ postaci
n = (δλµfλ(m))λ∈Λ. Skoro f jest epimorfizmem, to istnieje mλ ∈ M taki, że f(mλ) = n. To
znaczy, że dla każdego µ ∈ Λ zachodzi fµ(mλ) = δλµfλ(m). Zatem mλ ∈

⋂
λ6=µKµ. Ponadto

fλ(mλ) = fλ(m). Zatem m−mλ ∈ Kλ. Wtedy

m = (m−mλ) +mλ ∈ Kλ +
⋂
λ6=µ

Kµ,

co kończy dowód.
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Jeśli zatem corank(M) = k, to na mocy Lematu 1.3.12 w M nie istnieje koniezależna
rodzina mocy wi ↪ekszej niż k. Zatem modu l o skończonej korandze jest również konskończenie
wymiarowy. W dalszej cz ↪eści pokażemy także, że implikacja w przeciwn ↪a stron ↪e jest również
prawdziwa.

Trzy przytoczone spojrzenia na dualny wymiar Goldiego okazuj ↪a si ↪e być równoważne,
choć pocz ↪atkowo nie jest to jasne. Zwi ↪azki mi ↪edzy nimi s ↪a jednak nieintuicyjne, a dowody
nie s ↪a naturalne. W nast ↪epnych rozdzia lach przedstawimy wymiar Goldiego i dualny wymiar
Goldiego dla krat modularnych. Zobaczymy, że spojrzenie na dualny wymiar Goldiego dla
modu lów z perspektywy krat pozwala dobrze zrozumieć natur ↪e tego poj ↪ecia oraz w natu-
ralny i elegancki sposób wyrazić równoważność różnych definicji dualnego wymiaru Goldiego
i zwi ↪azki mi ↪edzy nimi.
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Rozdzia l 2

Wymiar Goldiego dla krat

2.1. Kraty modularne

Definicja 2.1.1. Krat ↪a nazywamy struktur ↪e L = 〈L,∨,∧ 〉, gdzie L jest niepustym zbiorem,
a ∨, ∧ s ↪a dwuargumentowymi dzia laniami, w której spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace równania:

1. a ∨ a = a, a ∧ a = a,

2. a ∨ b = b ∨ a, a ∧ b = b ∧ a,

3. (a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c), (a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c),

4. a ∨ (a ∧ b) = a, a ∧ (a ∨ b) = a.

Element a∨ b b ↪edziemy sum ↪a elementów a i b, element a∧ b b ↪edziemy nazywać iloczynem
elementów a i b.

Ponieważ warunki w definicji kraty s ↪a symetryczne, to zamieniaj ↪ac rolami dzia lania ∨ i ∧,
również otrzymamy krat ↪e. Ta obserwacja prowadzi do nast ↪epuj ↪acej definicji.

Definicja 2.1.2. Niech L = 〈L,∨,∧ 〉 b ↪edzie krat ↪a. Wówczas krat ↪e 〈L,∧,∨ 〉 nazywamy
krat ↪a dualn ↪a kraty L i oznaczamy L0.

Na kraty można patrzeć również w inny sposób, jako na pewne szczególne zbiory cz ↪eściowo
uporz ↪adkowane.

Definicja 2.1.3. Zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany L = 〈L,¬〉 nazywamy krat ↪a wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych elementów x, y ∈ L istniej ↪a kres górny i kres dolny zbioru {x, y}.

Wiadomo, że dwie definicje krat s ↪a równoważne. Maj ↪ac dan ↪a krat ↪e 〈L,∨,∧ 〉 możemy
odtworzyć porz ↪adek ¬. Mianowicie określamy, że relacja x ¬ y zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy x ∧ y = x. Odwrotnie, maj ↪ac dan ↪a krat ↪e 〈L,¬〉 można odtworzyć operacje ∨ oraz ∧:
x ∨ y = sup{x, y} i x ∧ y = inf{x, y}. B ↪edziemy używać obu definicji krat, zależnie od tego,
która jest bardziej wygodna.

Jedn ↪a z najprostszych, ale cz ↪esto używanych krat prezentuje nast ↪epuj ↪acy przyk lad.
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Przyk lad 2.1.4. Zbiór 2 = {0, 1} z dzia laniami

0 ∧ 0 = 0 0 ∨ 0 = 0
1 ∧ 1 = 1 1 ∨ 1 = 1
0 ∧ 1 = 0 0 ∨ 1 = 1

jest krat ↪a.

Powyższy przyk lad jest szczególnym przypadkiem nast ↪epuj ↪acej rodziny krat.

Przyk lad 2.1.5. Niech X b ↪edzie zbiorem.  Latwo sprawdzić, że wówczas 〈P (X),∪,∩ 〉, gdzie
P (X) jest zbiorem pot ↪egowym zbioru X, zaś ∪, ∩ to odpowiednio teoriomnogościowa suma
i iloczyn, jest krat ↪a.

Definiowanie krat przez jawne wypisywanie, w jaki sposób dzia laj ↪a operacje, jest niewy-
godne. Dlatego cz ↪esto używa si ↪e do tego celu graficznej reprezentacji krat — diagramów.
Diagram przedstawia krat ↪e jako porz ↪adek cz ↪eściowy. Elementy kraty reprezentowane s ↪a jako
punkty. Relacja porz ↪adku mi ↪edzy elementami jest reprezentowana za pomoc ↪a linii  l ↪acz ↪acych
punkty, elementy po lożone niżej s ↪a mniejsze. Aby diagram by l czytelny, rysuje si ↪e minimaln ↪a
liczb ↪e linii potrzebn ↪a do odtworzenia porz ↪adku. Nie rysuje si ↪e zatem linii, które wynikaj ↪a
z przechodniości porz ↪adku cz ↪eściowego. Użyjemy diagramów do zaprezentowania dwóch waż-
nych przyk ladów krat.

Przyk lad 2.1.6. Krat ↪e pokazan ↪a na Rysunku 2.1 b ↪edziemy nazywać pentagonem i oznaczać
przez N5.

o

a

b

c

i

1

Rysunek 2.1: Krata N5

Przyk lad 2.1.7. Krat ↪e pokazan ↪a na Rysunku 2.2 b ↪edziemy nazywać diamentem i oznaczać
przez M3.

 Latwo jest udowodnić, że w kracie skończonej musi istnieć element najmniejszy i element
najwi ↪ekszy. Jeśli takie elementy istniej ↪a, to element najmniejszy w kracie nazywamy zerem,
zaś element najwi ↪ekszy nazywamy jedynk ↪a.
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o

a b c

i

1

Rysunek 2.2: Krata M3

Definicja 2.1.8. Zbiór K ⊆ L nazywamy podkrat ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy K jest zamkni ↪ety
ze wzgl ↪edu na dzia lania ∨ i ∧.

Niech a, b ∈ L. B ↪edziemy używać notacji [a, b] dla oznaczenia zbioru {x ∈ L | a ¬ x ¬ b}.
Zbiór [a, b] b ↪edziemy nazywać przedzia lem. Oczywíscie przedzia l [a, b] jest podkrat ↪a L oraz
L = [0, 1].

Definicja 2.1.9. Niech L1, L2 b ↪ed ↪a kratami. Funkcj ↪e ϕ : L1 → L2 b ↪edziemy nazywać
izomorfizmem krat wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest bijekcj ↪a oraz dla dowolnych elementów x,
y ∈ L1

• ϕ(x ∨ y) = ϕ(x) ∨ ϕ(y) i

• ϕ(x ∧ y) = ϕ(x) ∧ ϕ(y).

Równoważnie, możemy zdefiniować izomorfizm krat jako izomorfizm porz ↪adków cz ↪eścio-
wych.

Definicja 2.1.10. Niech L1, L2 b ↪ed ↪a kratami. Funkcj ↪e ϕ : L1 → L2 b ↪edziemy nazywać
izomorfizmem krat wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest bijekcj ↪a oraz ϕ zachowuje porz ↪adek, to
znaczy

jeśli x ¬ y, to ϕ(x) ¬ ϕ(y).

W tej pracy b ↪edziemy zajmować si ↪e szczególn ↪a klas ↪a krat, mianowicie kratami modular-
nymi.

Definicja 2.1.11. Krat ↪e spe lniaj ↪ac ↪a dla dowolnych x, y, z warunek

jeśli x ­ z, to (x ∧ y) ∨ z = x ∧ (y ∨ z)

nazywamy krat ↪a modularn ↪a.

Uwaga 2.1.12. Warunek sformu lowany w definicji kraty modularnej i warunek dualny do
niego s ↪a identyczne. Zatem jeśli krata L jest modularna, to również jej krata dualna L0 jest
krat ↪a modularn ↪a.
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Kraty modularne można również zdefiniować za pomoc ↪a tożsamości. Poniższy lemat po-
daje równoważne charakteryzacje krat modularnych.

Lemat 2.1.13. Niech L b ↪edzie krat ↪a. Warunki

(1) dla dowolnych x, y, z ∈ L, jeśli x ­ z, to (x ∧ y) ∨ z = x ∧ (y ∨ z),

(2) dla dowolnych x, y, z ∈ L zachodzi (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) = x ∧ (y ∨ (x ∧ z)),

(3) dla dowolnych x, y, z ∈ L zachodzi x ∧ (y ∨ z) = x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z)

s ↪a równoważne.

Dowód. Najpierw udowodnimy równoważność (1)⇔ (2). Za lóżmy, że zachodzi implikacja (1).
Dla dowolnych elementów x, z zachodzi x ­ x ∧ z, wi ↪ec możemy zastosować warunek (1)
i otrzymamy

(x ∧ y) ∨ (x ∧ z) = x ∧ (y ∨ (x ∧ z)).

Dla dowodu wynikania w drug ↪a stron ↪e za lóżmy, że zachodzi tożsamość (2). Niech x ­ z.
Wówczas x ∧ z = z. Stosuj ↪ac t ↪e równość w tożsamości (2) otrzymujemy

(x ∧ y) ∨ z = x ∧ (y ∨ z).

Teraz udowodnimy równoważność (1) ⇔ (3). Za lóżmy, że zachodzi implikacja (1). Skoro
x ∨ z ­ z to

(y ∧ (x ∨ z)) ∨ z = (y ∨ z) ∧ (x ∨ z).

Zatem zachodzi również

x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z) = x ∧ ((y ∨ z) ∧ (x ∨ z)) = (x ∧ (x ∨ z)) ∧ (y ∨ z) = x ∧ (y ∨ z).

Dla dowodu wynikania (3)⇒ (1) za lóżmy, że zachodzi tożsamość (3). Niech x ­ z. Wówczas
na mocy (3)

x ∧ (y ∨ z) = x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z).

Ponieważ x ­ z, to x ∨ z = x. Zatem

x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z) = x ∧ ((y ∧ x) ∨ z).

Skoro x ­ x ∧ y i x ­ z, to x ­ (y ∧ x) ∨ z, a zatem

x ∧ ((y ∧ x) ∨ z) = (y ∧ x) ∨ z.

Istotnie zatem
x ∧ (y ∨ z) = ((y ∧ x) ∨ z.

Przyk lad 2.1.14. Kraty z Przyk ladów 2.1.4, 2.1.5 i 2.1.7 s ↪a modularne.

Jednakże nie wszystkie kraty s ↪a modularne, jak pokazuje poniższy przyk lad.
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Przyk lad 2.1.15. Krata N5 (Przyk lad 2.1.6) nie jest krat ↪a modularn ↪a. W tej kracie zachodzi
a ­ b. Jednakże wtedy

(a ∧ c) ∨ b = i ∨ b = i,
a ∧ (c ∨ b) = a ∧ 0 = 0,

czyli (a ∧ c) ∨ b 6= a ∧ (c ∨ b).

Dla krat modularnych zachodzi nast ↪epuj ↪ace twierdzenie

Twierdzenie 2.1.16. Dla dowolnych a, b ∈ L odwzorowanie ϕb : x 7→ x∧b jest izomorfizmem
przedzia lów [a, a ∨ b] i [a ∧ b, b]. Izomorfizm odwrotny dany jest przez ψa : x 7→ x ∨ a.

Dowód.  Latwo zauważyć, że jeśli x ∈ [a, a∨b], to ϕb(x) = x∧b ∈ [a∧b, b], zatem funkcja ϕb jest
dobrze określona. Aby udowodnić, że ϕb jest bijekcj ↪a wystarczy wskazać funkcj ↪e odwrotn ↪a.
Pokażemy, że ψa jest funkcj ↪a odwrotn ↪a do ϕb. Z definicji ψa(ϕb(x)) = (x ∧ b) ∨ a. Ponieważ
a ¬ x, to z modularności (x∧ b)∨a = x∧ (a∨ b). Ponadto x ¬ a∨ b, zatem x∧ (a∨ b) = x. Co
wi ↪ecej, jest oczywiste, że ϕb zachowuje porz ↪adek. Zatem rzeczywíscie ϕb jest izomorfizmem
przedzia lów [a, a ∨ b] i [a ∧ b, b].

Definicja 2.1.17. Podzbiór I zbioru L \ {0} nazywamy sumowo niezależnym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla każdego skończonego podzbioru F ⊆ I i x ∈ I \F zachodzi

∨
F ∧x = 0, gdzie∨

F oznacza sum ↪e wszystkich elementów F .

Przyk lad 2.1.18. Rozważmy diament z Przyk ladu 2.1.7.  Latwo sprawdzić, że zbiór {a, b}
jest zbiorem sumowo niezależnym. Co wi ↪ecej, zbiór {a, b} jest maksymalnym zbiorem sumowo
niezależnym. Inne zbioru sumowo niezależne w tej kracie to {a, c} i {b, c}.

Lemat 2.1.19. Jeśli I jest sumowo niezależnym podzbiorem L \ {0}, x jest niezerowym ele-
mentem L takim, że dla każdego skończonego X ⊆ I zachodzi x ∧

∨
X = 0, to zbiór I ∪ {x}

jest sumowo niezależny.

Dowód. Niech F b ↪edzie skończonym podzbiorem zbioru I ∪ {x}. Niech y ∈ (I ∪ {x}) − F .
Możliwe s ↪a trzy przypadki:

• F ∈ I, y 6= x. Wtedy
∨
F ∧ y = 0 z za lożenia.

• F ∈ I, y = x. Wtedy
∨
F ∧y = 0 z za lożenia, że I jest sumowo niezależnym podzbiorem

L \ {0}.

• x ∈ F , y 6= x. Wtedy używaj ↪ac tożsamości 2.1.13 z Lematu 2.1.13 otrzymujemy∨
F ∧ y = (

∨
(F −{x})∨ x)∧ y = y ∧ ((x∧ (y ∨ (

∨
(F −{x}))))∨ (

∨
(F −{x}))) =

(∗)
= y ∧ (

∨
(F − {x})) = 0

Równość (∗) zachodzi, ponieważ z za lożenia wiemy, że x ∧ (y ∨ (
∨
(F − {x}))) = 0.

Uwaga 2.1.20. Z lematu Kuratowskiego-Zorna otrzymujemy, że dla dowolnego sumowo nie-
zależnego podzbioru I ⊆ L\{0} istnieje maksymalny sumowo niezależny zbiór I ′ zawieraj ↪acy
I. Na mocy Lematu 2.1.19 jeśli 0 6= x ∈ L \ I ′, to

∨
X ∧ x 6= 0 dla pewnego skończonego

podzbioru X ⊆ I ′.
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2.2. Definicja wymiaru Goldiego w kratach

W tej cz ↪eści pracy zajmiemy si ↪e zdefiniowaniem g lównego poj ↪ecia tej pracy, to jest wymiaru
Goldiego dla krat. Wszystkie kraty, o których b ↪edzie mowa, s ↪a kratami modularnymi z zerem
i jedynk ↪a. Wprowadzimy różne pomocnicze poj ↪ecia, a nast ↪epnie udowodnimy twierdzenie,
które jest podstaw ↪a definicji wymiaru Goldiego dla krat. Przedstawimy sam ↪a definicj ↪e, kil-
ka przyk ladów oraz podstawowe w lasności tego wymiaru. W dalszej cz ↪eści pracy pokażemy
zwi ↪azek mi ↪edzy wymiarem Goldiego dla krat i wprowadzonym wcześniej wymiarem Goldiego
dla modu lów.

Definicja 2.2.1. Niezerowy element a ∈ L nazywamy istotnym w L wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego niezerowego elementu x ∈ L zachodzi a ∧ x 6= 0.

Przyk lad 2.2.2. Jeśli krata L ma jedynk ↪e, to jedynka jest elementem istotnym w kracie L.

Przyk lad 2.2.3. W kracie M3 nie ma elementów istotnych różnych od jedynki.

Przyk lad 2.2.4. W kracie 〈P (X),∪,∩ 〉 z Przyk ladu 2.1.5 jedynym elementem istotnym jest
zbiór X. Jeśli X jest zbiorem jednoelementowym, to X jest jedynym niezerowym elementem
kraty P(X). Jeśli X jest mocy wi ↪ekszej niż 1, to istnieje jego podzbiór w laściwy Y ( X.
Wtedy istnieje X \ Y 6= ∅ oraz Y ∩ (X \ Y ) = ∅ i Y nie jest elementem istotnym w P(X).

Uwaga 2.2.5. Jeśli a jest elementem istotnym w kracie L i b ­ a, to b również jest elementem
istotnym w L.

Dowód. Niech x b ↪edzie dowolnym niezerowym elementem kraty L. Wtedy a∧x 6= 0, ponieważ
a jest istotny w L. Ponadto b ­ a, zatem b ∧ x ­ a ∧ x. Rzeczywíscie zatem b ∧ x 6= 0.

Przyk lad 2.2.6. Rozważmy krat ↪e B przedstawion ↪a na Rysunku 2.3.

o

a

b c

i

1

Rysunek 2.3: Krata, w której wszystkie elementy s ↪a istotne

Element a jest istotny w B, a zatem na mocy Uwagi 2.2.5, wszystkie niezerowe elementy
w B s ↪a istotne.

Definicja 2.2.7. Krat ↪e L nazywamy jednolit ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy każdy niezerowy
element jest istotny w L.

24



Przyk lad 2.2.8. Krata 2 z Przyk ladu 2.1.4 jest krat ↪a jednolit ↪a. Jak wynika z rozważań
w Przyk ladzie 2.2.4 poza krat ↪a jednoelementow ↪a, jest to jedyna krata jednolita w rodzinie
krat P(X) z Przyk ladu 2.1.5.

Przyk lad 2.2.9. Krata M3 z Przyk ladu 2.1.7 nie jest jednolita.

Przyk lad 2.2.10. Krata B z Przyk ladu 2.2.6 jest jednolita.

Udowodnimy teraz kilka w lasności elementów istotnych, które b ↪ed ↪a przydatne przy de-
finiowaniu wymiaru Goldiego. Poniższy lemat mówi, że w lasność bycia elementem istotnym
w pewnym sensie jest przechodnia.

Lemat 2.2.11. Niech a < b < c < d b ↪ed ↪a elementami L. Jeśli element b jest istotny w
przedziale [a, c] i c jest istotny w przedziale [a, d], to b jest istotny w przedziale [a, d].

Dowód. Niech x b ↪edzie elementem przedzia lu [a, d] takim, że b ∧ x = a. Ponieważ a < c, to
a = a∧ c = (b∧x)∧ c = b∧ (x∧ c). Skoro x∧ c ∈ [a, c], zaś b jest istotny w [a, c], to x∧ c = a.
Z istotności elementu c w kracie [a, d] otrzymujemy, że x = a. To zaś oznacza, że również
element b jest istotny w kracie [a, d].

Zauważmy również, że w lasność istotności dobrze si ↪e zachowuje przy operacjach algebra-
icznych.

Lemat 2.2.12. Niech a, b, c, d ∈ L i niech b ∧ d = 0. Jeśli a i c s ↪a istotne odpowiednio
w [0, b] i [0, d], to a ∨ c jest istotny w [0, b ∨ d].

Dowód. Najpierw udowodnimy, że a ∨ d jest istotny w [0, b ∨ d]. Niech x b ↪edzie elementem
[0, b∨d] takim, że x∧ (a∨d) = 0. St ↪ad i z Lematu 2.1.19 dostajemy, że a∧ (x∨d) = 0. Zatem
zachodzi także a∧b∧(x∨d) = 0. Ponadto element a jest istotny w [0, b] oraz b∧(x∨d) ∈ [0, b],
sk ↪ad wynika, że b∧(x∨d) = 0. Używaj ↪ac ponownie Lematu 2.1.19, dostajemy, że x∧(b∨d) = 0.
Ale x ¬ b ∨ d, wi ↪ec wnioskujemy st ↪ad, że x = 0. Zatem a ∨ d jest istotny w [0, b ∨ d].

Podobnie możemy udowodnić, że a∨ c jest istotny w [0, a∨d] i z Lematu 2.2.11 dostajemy
tez ↪e.

Z Lematu 2.2.12  latwo wyci ↪agn ↪ać nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 2.2.13. Jeśli a1, . . ., an, b1, . . ., bn s ↪a elementami L takimi, że

1. zbiór {b1, . . . , bn} jest sumowo niezależny,

2. elementy ai s ↪a istotne w [0, bi] dla 1 ¬ i ¬ n,

to element a1 ∨ . . . ∨ an jest istotny w kracie [0, b1 ∨ . . . ∨ bn].

Dowód. Wniosek udowodnimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n. Dla n = 1 teza jest oczy-
wista. Za lóżmy zatem, że teza wniosku zachodzi dla ci ↪agów d lugości n. Pokażemy, że za-
chodzi także dla ci ↪agów d lugości n + 1. Niech a1, . . ., an+1, b1, . . ., bn+1 b ↪ed ↪a elemen-
tami jak w treści wniosku. Wówczas z za lożenia indukcyjnego element a1 ∨ . . . ∨ an jest
istotny w kracie [0, b1 ∨ . . . ∨ bn]. Ponadto zbiór {b1, . . . , bn, bn+1} jest sumowo niezależny,
zatem (b1 ∨ . . . ∨ bn) ∧ bn+1 = 0. Korzystaj ↪ac z Lematu 2.2.12 otrzymujemy, że element
a1 ∨ . . . ∨ an ∨ an+1 jest istotny w przedziale [0, b1 ∨ . . . ∨ bn+1], co należa lo udowodnić.
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Teraz możemy udowodnić nast ↪epuj ↪ace twierdzenie, które jest podstaw ↪a definicji wymiaru
Goldiego dla krat modularnych.

Twierdzenie 2.2.14. Niech L b ↪edzie krat ↪a modularn ↪a z zerem i jedynk ↪a. Nast ↪epuj ↪ace warunki
s ↪a równoważne:

1. L nie zawiera nieskończonego zbioru sumowo niezależnego,

2. L zawiera skończony zbiór sumowo niezależny {a1, . . . , an} taki, że element a1∨ . . .∨an
jest istotny w L i kraty [0, ai] s ↪a jednolite dla 1 ¬ i ¬ n,

3. sup{k | L zawiera sumowo niezależny podzbiór mocy k} = n <∞,

4. dla każdego ci ↪agu a1 ¬ a2 ¬ . . . elementów z L istnieje indeks j taki, że dla wszystkich
k ­ j element aj jest istotny w kracie [0, ak].

Dowód. (1) ⇒ (2) Najpierw udowodnimy, że dla dowolnego 0 6= b ∈ L istnieje niezerowy
element c ¬ b taki, że krata [0, c] jest jednolita. Jeśli tak nie jest, to przez indukcj ↪e skonstru-
ujemy ci ↪ag c1, c2, . . . elementów L \ {0} takich, że zbiór {c1, c2, . . .} jest sumowo niezależny
i dla dowolnego k element c1 ∨ . . . ∨ ck nie jest istotny w [0, b]. Dla k = 1 konstrukcja jest
oczywista. Weźmy dowolny element e ¬ b. Z za lożenia krata [0, e] nie jest jednolita, zatem
istniej ↪a elementy c1, c′1 ¬ e takie, że c1 ∧ c′1 = 0. Ponieważ c′1 ¬ b, to oczywíscie c1 nie jest
istotny w [0, b]. Ponadto zbiór {c1} jest sumowo niezależny, zatem element c1 spe lnia postu-
lowane warunki. Za lóżmy, że skonstruowalísmy ci ↪ag c1, . . ., ck−1. Ponieważ c1 ∨ . . .∨ ck−1 nie
jest istotny w [0, b], istnieje element 0 6= d ¬ b taki, że (c1 ∨ . . . ∨ ck−1) ∧ d = 0. Z za lożenia
krata [0, d] nie jest jednolita. Zatem istniej ↪a 0 6= d1, d2 ¬ d takie, że d1 ∧ d2 = 0. Niech
ck = d1. Z Lematu 2.1.19 zbiór {c1, . . . , ck} jest sumowo niezależny i element c1 ∨ . . . ∨ ck nie
jest istotny w [0, b], ponieważ korzystaj ↪ac z warunku (3) w Lemacie 2.1.13

(c1 ∨ . . . ∨ ck) ∧ d2 = (((c1 ∨ . . . ∨ ck−1) ∧ (d2 ∨ ck)) ∨ ck) ∧ d2 =
= (((c1 ∨ . . . ∨ ck−1) ∧ d) ∨ ck) ∧ d2 = ck ∧ d2 = d1 ∧ d2 = 0

i d2 6= 0. Skonstruowalísmy zatem nieskończony zbiór sumowo niezależny elementów L, co
jest sprzeczne z (1).

Niech X b ↪edzie maksymalnym sumowo niezależnym podzbiorem zbioru elementów
x ∈ L takich, że krata [0, x] jest jednolita. Na mocy (1) zbiór X jest skończony. Niech
X = {x1, . . . , xn}. Twierdzimy, że x1 ∨ . . . ∨ xn jest istotny w L. Przypuśćmy przeciwnie,
że istnieje 0 6= a ∈ L takie, że (x1 ∨ . . . ∨ xn) ∧ a = 0. Z poprzednich rozważań wynika, że
istnieje element 0 6= c ¬ a taki, że krata [0, c] jest jednolita. Wtedy na mocy Lematu 2.1.19
zbiór {x1, . . . , xn, c} jest sumowo niezależny, wbrew maksymalności X.
(2)⇒ (3) Za lóżmy, że L zawiera sumowo niezależny zbiór {b1, . . . , bk} i k > n. Pokażemy

przez indukcj ↪e, że

dla każdego 0 ¬ j ¬ n zbiór {a1, . . . , aj , bj+1, . . . , bk} jest sumowo niezależny, (2.1)

Dla j = 0 teza jest oczywista. Niech j ­ 0 i niech c = a1∨ . . .∨aj ∨ bj+2 ∨ . . .∨ bk. Rozważmy
element (a1 ∧ c) ∨ . . . ∨ (an ∧ c). Skoro kraty [0, a1], . . ., [0, an] s ↪a jednolite, to z Wniosku
2.2.13 wynika, że element (a1 ∧ c) ∨ . . . ∨ (an ∧ c) jest istotny w [0, a1 ∨ . . . ∨ an] jeśli tylko
as ∧ c 6= 0 dla s = 1, . . . , n. Ale z (2) element a1 ∨ . . . ∨ an jest istotny w L, wi ↪ec wówczas
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(a1 ∧ c) ∨ . . . ∨ (an ∧ c) jest istotny w L. St ↪ad natychmiast wynika, że element c jest istotny
w L. To zaś jest sprzeczne z faktem, że c ∧ bj+1 = 0. Zatem dla pewnego 1 ¬ s ¬ n zachodzi
as ∧ c = 0. Bior ↪ac j + 1 = s otrzymujemy, że zbiór {a1, . . . , aj+1, bj+2, . . . , bk} jest sumowo
niezależny. Zatem zachodzi warunek (2.1).

W szczególności (2.1) implikuje, że zbiór {a1, . . . , an, bn+2, . . . , bk} jest sumowo niezależny.
To zaś jest niemożliwe, bo a1∨ . . .∨an jest istotny w L. Otrzymana sprzeczność kończy dowód
(2)⇒ (3).
(3)⇒ (4) Jeśli (4) nie zachodzi, to istnieje  lańcuch 0 6= a1 < a2 < . . . elementów L taki, że

dla każdego j ­ 1 element aj nie jest istotny w pewnej kracie [0, ak(j)], gdzie k(j) > j. Niech jm
b ↪edzie ci ↪agiem indeksów zdefiniowanym nast ↪epuj ↪aco: j1 = 1, jm = k(jm−1). Wówczas istniej ↪a
elementy 0 6= a′jm ¬ ajm takie, że ajm ∧ a

′
jm = 0. Z Lematu 2.1.19 zbiór {aj , a

′
j1
, . . . , a

′
jm , . . .}

jest sumowo niezależny, co jest sprzeczne z (3).
(4)⇒ (1) Dowodzimy nie wprost. Jeśli (1) nie jest spe lniona, to L zawiera sumowo nieza-

leżny zbiór {a1, . . . , an, . . .}. Wtedy a1 < a1 ∨ a2 < a1 ∨ a2 ∨ a3 < . . . i dla każdego k zachodzi
(a1 ∨ . . . ∨ ak) ∧ ak+1 = 0, co jest sprzeczne z (4).

Wprowadzimy zatem nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e.

Definicja 2.2.15. Mówimy, że krata modularna Lma wymiar Goldiego n wtedy i tylko wtedy,
gdy L zawiera skończony sumowo niezależny zbiór {a1, . . . , an} taki, że element a1 ∨ . . . ∨ an
jest istotny w L i kraty [0, ai] s ↪a jednolite dla 1 ¬ i ¬ n. Jeśli taki zbiór nie istnieje, to mówimy,
że wymiar Goldiego kraty L jest nieskończony. Wymiar Goldiego kraty L oznaczamy przez
udimL.

Twierdzenie 2.2.14 gwarantuje, że przyj ↪eta przez nas definicja wymiaru Goldiego jest
poprawna. Jednocześnie daje ono charakteryzacj ↪e krat o skończonym wymiarze Goldiego.

Przyk lad 2.2.16. Wprost z definicji kraty jednolitej i wymiaru Goldiego dla krat wynika,
że wymiar Goldiego kraty jednolitej jest równy 1.

Przyk lad 2.2.17. W kracie M3 mamy zbiór sumowo niezależny {a, b}. Ponadto a ∨ b = i,
zaś i jest elementem istotnym w M3. Zatem wymiar Goldiego kraty M3 jest równy 2.

Przyk lad 2.2.18. Rozważmy krat ↪e P(X). Jak już wiemy, jedynym elementem istotnym tej
kraty jest element X. Niech Y b ↪edzie podzbiorem X. Podkrata [∅, Y ] jest izomorficzna z kra-
t ↪a P(Y ). Zatem jest jednolita wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zbiorem jednoelementowym.
Sumowa niezależność rodziny podzbiorów {Yi}i∈I oznacza, że zbiory Yi s ↪a parami roz l ↪aczne.
Szukamy zatem skończonej rodziny zbiorów jednoelementowych parami roz l ↪acznych, która
w sumie daje ca ly zbiór X. Jeśli zbiór X jest skończony, to tak ↪a rodzin ↪a jest oczywíscie
{{x}}x∈X . Wtedy udimP(X) = |X|. Jeśli zbiór X jest nieskończony, to taka skończona ro-
dzina nie istnieje i wtedy udimP(X) =∞.

Z Twierdzenia 2.2.14 otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 2.2.19. Za lóżmy, że udimL = n <∞. Wówczas

1. Jeśli a ∈ L, to udim[0, a] ¬ n. Nierówność jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy element a
nie jest istotny w L.

2. Jeśli zbiór {a1, . . . , ak} elementów L jest sumowo niezależny, to udim[0, a1 ∨ . . .∨ ak] =
Σkj=1udim[0, aj ] ¬ n.
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Dowód. 1. Niech A ⊆ [0, a] b ↪edzie zbiorem sumowo niezależnym maksymalnej mocy. Wtedy
również A ⊆ L. Zatem |A| ¬ n, a st ↪ad udim[0, a] ¬ n, co należa lo udowodnić.

Pokażemy teraz, że udim[0, a] < n wtedy i tylko wtedy, gdy element a nie jest istotny w L.
Za lóżmy, że udim[0, a] = k < n. Pokażemy, że wtedy a nie jest istotny w L. Skoro

udim[0, a] = k, to z definicji wymiaru Goldiego istnieje skończony zbiór sumowo niezależny
{a1, . . . ak} ⊆ [0, a] taki, że a1 ∨ . . . ∨ ak jest istotny w [0, a] oraz kraty [0, ai] s ↪a jednoli-
te. Z Uwagi 2.1.20 wiemy, że istnieje maksymalny sumowo niezależny zbiór X zawieraj ↪acy
{a1, . . . , ak}. Pokażemy teraz, że X 6= {a1, ..., ak}. Jeśli tak nie jest, to nie istnieje x takie,
że (a1 ∨ ... ∨ ak) ∧ x = 0. To jednak oznacza, że element a1 ∨ . . . ∨ ak jest istotny w L. Po-
nadto z za lożenia kraty [0, ai] s ↪a jednolite i zbiór {a1, . . . , ak} jest sumowo niezależny. Wtedy
jednak udimL = k < n wbrew za lożeniu. Zatem rzeczywíscie X 6= {a1, ..., ak}. Niech wi ↪ec
x ∈ X \{a1, . . . , ak}. Wtedy (a1∨ . . .∨ak)∧x = 0. Rozważmy element (a1∨ . . .∨ak)∧ (a∧x).
Wtedy

(a1 ∨ . . . ∨ ak) ∧ (a ∧ x) ¬ a1 ∨ . . . ∨ ak oraz
(a1 ∨ . . . ∨ ak) ∧ (a ∧ x) ¬ (a ∧ x) ¬ x.

St ↪ad
(a1 ∨ . . . ∨ ak) ∧ (a ∧ x) ¬ (a1 ∨ . . . ∨ ak) ∧ x = 0.

Ale a∧x ∈ [0, a], zaś element a1 ∨ . . .∨ ak jest istotny w [0, a]. Zatem a∧x = 0, czyli element
a rzeczywíscie nie jest istotny w L.

Dla pokazania implikacji przeciwnej za lóżmy, że element a nie jest istotny w L. Wówczas
istnieje element 0 6= x ∈ L taki, że a ∧ x = 0. Przypuśćmy teraz, że udim[0, a] = n. Wtedy
istnieje sumowo niezależny podzbiór {a1, . . . , an} ⊆ [0, a]. Jednak a1 ∨ . . . ∨ an ¬ a, zatem
(a1 ∨ . . . ∨ an) ∧ x ¬ a ∧ x = 0. Na mocy Lematu 2.1.19 zbiór {a1, . . . , an, x} jest zbiorem
sumowo niezależnym, co jest sprzeczne z za lożeniem, że udimL = n.
2. Niech mi oznacza udim[0, ai]. Z definicji wymiaru Goldiego oznacza to, że istnieje sumo-

wo niezależny zbiór {bi1, . . . , bimi} taki, że bi1∨ . . .∨bimi jest istotny w [0, ai] oraz kraty [0, bij ] s ↪a
jednolite. Z Wniosku 2.2.13 wynika, że element b11∨ . . .∨b1m1 ∨ . . .∨b

n
1 ∨ . . .∨bnmn jest istotny w

kracie [0, a1∨ . . .∨an]. Pozostaje wykazać, że zbiór {b11, . . . , b1m1 , . . . , b
n
1 , . . . , b

n
mn} jest sumowo

niezależny. Skorzystamy z Lematu 2.1.19. Jest jasne, że zbiór {b11} jest sumowo niezależny. Za-
 lóżmy zatem, że zbiór {b11, . . . , bij} jest sumowo niezależny. Możliwe s ↪a dwa przypadki: mi = j
lub mi 6= j. W przypadku gdy mi = j oczywíscie (b11∨. . .∨bij)∧b

i+1
1 ¬ (a1∨. . .∨ai)∧ai+1 = 0,

zatem istotnie zbiór {b11, . . . , bij , b
i+1
1 } jest sumowo niezależny. W przypadku, gdy mi 6= j po-

każemy, że {b11, . . . , bij , bij+1} jest sumowo niezależny. Podstawmy x = bij+1, y = b
1
1∨ . . .∨bi−1mi−1 ,

z = bi1 ∨ . . . ∨ bij w tożsamości (3) z Lematu 2.1.13. Wówczas

y = b11 ∨ . . . ∨ bi−1mi−1 ¬ a
1 ∨ . . . ∨ ai−1 oraz

x ∨ z = bi1 ∨ . . . ∨ bij ∨ bij+1 ¬ ai.

Zatem
y ∧ (x ∨ z) ¬ (a1 ∨ . . . ∨ ai−1) ∧ ai = 0,

a st ↪ad

x ∧ (y ∨ z) = x ∧ ((y ∧ (x ∨ z)) ∨ z) = x ∧ z = bij+1 ∧ (bi1 ∨ . . . ∨ bij) = 0,
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ponieważ zbiór {bi1, . . . , bimi} jest sumowo niezależny. Zatem istotnie {b11, . . . , bij , bij+1} jest
sumowo niezależny.

Zbiór {b11, . . . , bkmk} spe lnia warunek 2 Twierdzenia 2.2.14, zatem udim[0, a1 ∨ . . . ∨ ak] =
m1 + . . .+mk, co należa lo udowodnić.

2.3. Dualny wymiar Goldiego w kratach

Jak wi ↪ekszość poj ↪eć w kratach, także poj ↪ecie wymiaru Goldiego ma wersj ↪e dualn ↪a. Skoro
krata dualna do kraty modularnej jest modularna (Uwaga 2.1.12), to nast ↪epuj ↪aca definicja
jest najprostsza.

Definicja 2.3.1. Dualnym wymiarem Goldiego kraty L nazywamy wymiar kraty Goldiego
kraty do niej dualnej L0.

Spróbujemy jednak wyrazić definicj ↪e dualnego wymiaru Goldiego w j ↪ezyku samej kraty
L, a nie w j ↪ezyku kraty dualnej L0. Pozwoli to lepiej zrozumieć to poj ↪ecie i sformu lować jego
jawn ↪a definicj ↪e.

Na pocz ↪atek przyjrzymy si ↪e poj ↪eciu zbioru sumowo niezależnego. Niech I ⊆ L b ↪edzie
zbiorem sumowo niezależnym w L0. Zapisuj ↪ac, co to znaczy, w j ↪ezyku kraty L, otrzymujemy
nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e.

Definicja 2.3.2. Podzbiór I zbioru L \ {0} nazywamy iloczynowo niezależnym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla każdego skończonego podzbioru F ⊆ I i x ∈ I \F zachodzi

∧
F ∨x = 1, gdzie∧

F oznacza iloczyn wszystkich elementów F .

Przyk lad 2.3.3. W kracie M3 zbiór {a, b} jest iloczynowo niezależny. Inne przyk lady zbiorów
iloczynowo niezależnych w tej kracie to {a, c} i {b, c}.

Przyk lad 2.3.4. Rozważmy krat ↪e P(X). Pokażemy, że rodzina Y = {Yi}i∈I podzbiorów X
jest iloczynowo niezależna wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdej pary indeksów i, j ∈ I zachodzi
Yi ∪ Yj = X. Jest jasne, że jeśli rodzina Y jest iloczynowo niezależna, to dla dowolnych
i 6= j, i, j ∈ I zachodzi Yi ∪ Yj = X. Stosuj ↪ac oznaczenia z definicji zbioru iloczynowo
niezależnego, wystarczy wzi ↪ać F = {Yi} oraz x = Yj . Pokażemy, że jest to również warunek
wystarczaj ↪acy. Niech F = {Yi1 , . . . , Yin} b ↪edzie podzbiorem Y i niech x = Yin+1 . Oczywíscie
(Yi1 ∩ . . . ∩ Yin) ∪ Yin+1 ⊆ X. Udowodnimy również przeciwn ↪a inkluzj ↪e. Niech a ∈ X. Wtedy
albo a ∈ Yin+1 , albo a 6∈ Yin+1 . Jeśli a ∈ Yin+1 , to także a ∈ (Yi1 ∩ . . . ∩ Yin) ∪ Yin+1 .
Jeśli zaś a 6∈ Yin+1 , to z za lożenia dla każdego 1 ¬ j ¬ n zachodzi Yin+1 ∪ Yij = X. St ↪ad
a ∈ Yij , a zatem a ∈ Yi1 ∩ . . . ∩ Yin . Zatem rzeczywíscie x ∈ (Yi1 ∩ . . . ∩ Yin) ∪ Yin+1 , czyli
X ⊆ (Yi1 ∩ . . . ∩ Yin) ∪ Yin+1 .

Jeśli element a jest istotny w kracie L0, to znaczy, że dla każdego 1 6= x ∈ L zachodzi
a ∨ x 6= 1. Wprowadzamy zatem nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e.

Definicja 2.3.5. Element 1 6= a ∈ L nazywamy ma lym w L wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego elementu 1 6= x ∈ L zachodzi a ∨ x 6= 1.

Przyk lad 2.3.6. W kracie M3 tylko element o jest ma ly.

Przyk lad 2.3.7. W kracie P(X) tylko zbiór ∅ jest ma ly. Jeśli ∅ 6= Y ⊆ X, to wtedy X\Y 6= ∅
oraz X ∪ (X \ Y ) = X. Zatem Y nie jest ma ly w P(X).
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Nast ↪epnie wprowadzamy definicj ↪e poj ↪ecia dualnego do kraty jednolitej.

Definicja 2.3.8. Krat ↪e L nazywamy lekk ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy każdy element 1 6= x ∈ L
jest ma ly w L.

Przyk lad 2.3.9. Krata M3 nie jest lekka.

Przyk lad 2.3.10. Krata P(X) jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem co najwyżej
jednoelementowym. Jeśli X jest mocy wi ↪ekszej niż 1, to istnieje w nim podzbiór ∅ 6= Y ⊆ X.
Na mocy Przyk ladu 2.3.7 podzbiór Y nie jest ma ly, a zatem krata P(X) nie jest lekka. Jeśli
X jest mocy co najwyżej 1, to w P(X) nie ma niepustych podzbiorów różnych od X. Zatem
rzeczywíscie P(X) jest lekka.

Przez dualizacj ↪e Twierdzenia 2.2.14 otrzymujemy zatem takie twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.11. Nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. L nie zawiera nieskończonych zbiorów iloczynowo niezależnych,

2. L zawiera skończony iloczynowo niezależny zbiór {a1, . . . , an} taki, że a1 ∧ . . . ∧ an jest
ma ly w L i kraty [ai, 1] s ↪a lekkie dla 1 ¬ i ¬ n,

3. sup{k | L zawiera iloczynowo niezależny podzbiór mocy k} = n <∞,

4. dla każdego ci ↪agu . . . ¬ an ¬ an−1 ¬ . . . ¬ a1 elementów L istnieje j takie, że dla
wszystkich k ­ j element aj jest ma ly w [ak, 1].

Dualny wymiar Goldiego kraty modularnej możemy zatem zdefiniować w nast ↪epuj ↪acy
sposób.

Definicja 2.3.12. Mówimy, że krata modularna L ma dualny wymiar Goldiego n wtedy
i tylko wtedy, gdy L zawiera skończony iloczynowo niezależny zbiór {a1, . . . , an} taki, że
element a1 ∧ . . .∧ an jest istotny w L i kraty [0, ai] s ↪a lekkie dla 1 ¬ i ¬ n. Jeśli taki zbiór nie
istnieje, to mówimy, że dualny wymiar Goldiego kraty L jest nieskończony. Dualny wymiar
Goldiego kraty L oznaczamy przez hdimL.

Dualizuj ↪ac Wniosek 2.2.19 otrzymujemy:

Wniosek 2.3.13. Niech hdimL = n <∞. Wówczas

1. Jeśli a ∈ L, to hdim[a, 1] ¬ n. Nierówność jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy element a
nie jest istotny w L.

2. Jeśli zbiór {a1, . . . , ak} elementów L jest sumowo niezależny, to hdim[a1 ∨ . . .∨ ak, 1] =
Σkj=1hdim[0, aj ] ¬ n.

Policzmy dualny wymiar Goldiego dla kilku znanych nam przyk ladów krat.

Przyk lad 2.3.14. Dualny wymiar Goldiego lekkiej kraty modularnej wynosi 1.

Przyk lad 2.3.15. Dualny wymiar Goldiego kraty M3 wynosi 2.
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Przyk lad 2.3.16. Policzymy teraz dualny wymiar Goldiego kraty P(X). Jak już wiemy, je-
dyny ma ly element w tej kracie, to ∅. Szukamy skończonej rodziny podzbiorów {Y1, . . . , Yn}
takiej, że Yi ∪ Yj = X oraz kraty [Yi, X] s ↪a lekkie. Oczywíscie krata [Yi, X] jest izomorficz-
na z krat ↪a P(X \ Yi). Krata [Yi, X] jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy X \ Yi jest zbiorem
jednoelementowym. Jeśli X jest zbiorem skończonym, to szukan ↪a rodzin ↪a jest {X \ {x}}x∈X
i hdimP(X) = |X|. Jeśli X jest zbiorem nieskończonym, to nie ma skończonej rodziny spe l-
niaj ↪acej wymienione warunki, zatem hdimP(X) =∞.

Zauważmy, że dla kraty P(X) dualny wymiar Goldiego jest równy jej wymiarowi Goldiego.
Nie jest to zaskakuj ↪ace, bo krata P(X) jest izomorficzna ze swoj ↪a krat ↪a dualn ↪a. Warto jednak
zobaczyć, jak dualne poj ↪ecia elementów istotnych i ma lych oraz krat jednolitych i lekkich
funkcjonuj ↪a w tej samej kracie.

Poj ↪ecie dualnego wymiaru Goldiego dla krat formu luje si ↪e w sposób bardzo naturalny.
W nast ↪epnym rozdziale pokażemy, że zastosowanie go do modu lów daje nietrywialne rezultaty.
Przede wszystkim pozwala dobrze zrozumieć natur ↪e wymiaru Goldiego dla modu lów oraz
dobrze zdefiniować dualny wymiar Goldiego dla modu lów. Ponadto w j ↪ezyku krat  latwo jest
przedstawić zwi ↪azki mi ↪edzy różnymi definicjami dualnego wymiaru Goldiego przedstawionymi
w rozdziale pierwszym.
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Rozdzia l 3

Wymiar Goldiego w kracie
podmodu lów

W tym rozdziale zajmiemy si ↪e zwi ↪azkami mi ↪edzy wymiarem Goldiego dla modu lów i wymia-
rem Goldiego dla krat. Jak si ↪e okaże, przej́scie od wymiaru dla modu lów do wymiaru dla
krat jest bardzo naturalne i w istocie polega tylko na zmianie j ↪ezyka. Jednak zmiana sposobu
patrzenia pozwala dobrze wyjaśnić natur ↪e dualnego wymiaru Goldiego dla modu lów. Niejasne
zwi ↪azki mi ↪edzy różnymi podej́sciami do dualnego wymiaru Goldiego wyrażone w j ↪ezyku krat
staj ↪a si ↪e naturalne i klarowne.

3.1. Krata podmodu lów i jej wymiar Goldiego

 Latwo jest poczynić nast ↪epuj ↪ac ↪a obserwacj ↪e.

Uwaga 3.1.1. Niech L(M) oznacza zbiór podmodu lów modu lu M . Wtedy 〈 L(M),+,∩ 〉 jest
krat ↪a z zerem i jedynk ↪a.

Dowód. Sprawdzimy, że zachodz ↪a warunki (1)–(4) w definicji kraty. Niech N , P , Q b ↪ed ↪a
dowolnymi podmodu lami modu lu M .

Jest oczywiste, że N + N = N oraz N ∩ N = N . Zatem istotnie dzia lania + i ∩ s ↪a
idempotentne. Ponadto oczywíscie N ∩ P = P ∩ N , wi ↪ec mamy przemienność dzia lania ∩.
Przemienność N+P = P+N w  latwy sposób wynika z przemienności dzia lania + w modu lach,
a  l ↪aczność (N+P )+Q = N+(P+Q) z  l ↪aczności dzia lania + na elementach modu lu. Warunek
(N ∩ P ) ∩Q = N ∩ (P ∩Q) spe lniony w sposób oczywisty.

Sprawdzimy, że zachodz ↪a prawa poch laniania. Jest oczywiste, że N + (N ∩ Q) ⊇ N .
Z drugiej strony N ⊆ N oraz (N ∩ Q) ⊆ N , zatem także N + (N ∩ Q) ⊆ N . Istotnie wi ↪ec
zachodzi N + (N ∩Q) = N .

Pokażemy teraz, że zachodzi także warunek N ∩ (N + P ) = N . Jest oczywiste, że
N ∩ (N + P ) ⊆ N . Aby pokazać inkluzj ↪e przeciwn ↪a, zauważmy, że oczywíscie N ⊇ N oraz
N + P ⊇ N . Zatem zachodzi także N ∩ (N + P ) ⊇ N .

Zatem L(M) istotnie jest krat ↪a. Oczywíscie modu l zerowy jest najmniejszym elementem
tej kraty (zerem), zaś modu l M jest jej elementem najwi ↪ekszym (jedynk ↪a).

Co wi ↪ecej, ma miejsce nast ↪epuj ↪acy fakt.

Lemat 3.1.2. Krata podmodu lów 〈 L(M),+,∩ 〉 jest krat ↪a modularn ↪a.
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Dowód. Niech X,Y, Z ⊆ M b ↪ed ↪a podmodu lami M takimi, że X ⊇ Z. Wówczas oczywíscie
X∩Y ⊆ X∩(Y +Z) oraz X∩Z ⊆ X∩(Y +Z), zatem także (X∩Y )+(X∩Z) ⊆ X∩(Y +Z).

Udowodnimy teraz inkluzj ↪e przeciwn ↪a. Niech x ∈ X ∩ (Y + Z). Wówczas x ∈ X oraz
x ∈ Y + Z. Zatem istniej ↪a y ∈ Y , z ∈ Z takie, że x = y + z. Ponieważ Z ⊆ X, to z ∈ X.
Zatem również y = x − z ∈ X. Mamy zatem z ∈ X ∩ Z oraz y ∈ Y ∩ Z, a wi ↪ec istotnie
x = y + z ∈ (X ∩ Y ) + (X ∩ Z).

Krata podmodu lów L(M) jest krat ↪a modularn ↪a z zerem i jedynk ↪a. Możemy zatem za-
stosować twierdzenia poprzedniego rozdzia lu do tej kraty. Zobaczymy najpierw, co oznaczaj ↪a
poj ↪ecia kratowe w j ↪ezyku modu lów.

Niech M b ↪edzie modu lem. Zauważmy, że bycie istotnym elementem kraty L(M) oznacza
dok ladnie bycie istotnym podmodu lem modu lu M . A zatem krata L(M) jest jednolita wtedy
i tylko wtedy, gdy modu l M jest jednolity. Ponadto fakt, że zbiór podmodu lów X jest sumowo
niezależny oznacza, że jeśli N1, . . ., Nk ∈ X, to suma N1 + . . .+Nk jest prosta.

Ustaliwszy odpowiedniość mi ↪edzy poj ↪eciami kratowymi i modu lowymi, możemy lepiej
zrozumieć przedstawione twierdzenia. Lemat 2.2.11 wyrażony w j ↪ezyku modu lów mówi, że
w lasność bycia podmodu lem istotnym jest przechodnia. Mamy zatem alternatywny dowód
Uwagi 1.2.7 punkt 2. Z kolei Lemat 2.2.12 mówi, że istotność podmodu lu zachowuje si ↪e przy
braniu sumy prostej, a zatem odpowiada Lematowi 1.2.8.

Twierdzenie 2.2.14 zastosowane do kraty podmodu lów L(M) daje nast ↪epuj ↪acy rezultat.

Twierdzenie 3.1.3. Dla danego modu lu M nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. M nie zawiera nieskończonego zbioru X niezerowych podmodu lów takiego, że jeśli N1,
. . ., Nk ∈ X, to suma N1 + . . .+Nk jest prosta.

2. M zawiera niezerowe jednolite podmodu ly N1, . . ., Nn takie, że suma N = N1+ . . .+Nn
jest prosta i N jest istotnym podmodu lem w M .

3. sup{k |M zawiera sum ↪e prost ↪a k niezerowych podmodu lów } = n <∞.

4. Dla dowolnego ci ↪agu N1 ⊆ N2 ⊆ . . . podmodu lów M istnieje j taki, że Nj jest istotnym
podmodu lem w Nk dla k ­ j.

Zauważmy, że punkt 2 Twierdzenia 3.1.3 odpowiada Lematowi 1.2.17. Zatem wymiar Gol-
diego modu lu M to po prostu wymiar Goldiego kraty podmodu lów L(M). Twierdzenie 3.1.3
daje uzasadnienie poprawności definicji wymiaru Goldiego dla modu lów, a także podaje cha-
rakterystyk ↪e modu lów o skończonym wymiarze Goldiego, czyli odpowiada Wnioskowi 1.2.30.
W istocie rzeczy jeśli uważnie przeczytać dowody, to dowód implikacji zawartej w dowodzie
Lematu 1.2.27 jest identyczny z dowodem implikacji (1)⇒ (2) w dowodzie Twierdzeniu 2.2.14,
zaś dowód Lematu 1.2.29 odpowiada dowodom implikacji (3) ⇒ (4) i (4) ⇒ (1) Twierdze-
nia 2.2.14.

3.2. Dualny wymiar Goldiego w kracie podmodu lów

W tej cz ↪eści pracy zastosujemy wyniki poprzedniego rozdzia lu do kraty podmodu lów. Krato-
we spojrzenie pozwoli dobrze zrozumieć wymiar Goldiego dla modu lów. Wyjaśnia ono także,
dlaczego niektóre modu lowe poj ↪ecia dualizowane s ↪a w na pierwszy rzut oka dziwny i niezro-
zumia ly sposób.
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Na pocz ↪atek znajdziemy odpowiedniki poj ↪eć kratowych w j ↪ezyku modu lów. Podmodu l N
jest ma lym elementem podkraty L(M) dok ladnie wtedy, gdy modu l N jest ma lym podmodu-
 lem modu lu M . Zatem krata L(M) jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy modu l M jest lekki.
Co wi ↪ecej, zbiór X jest iloczynowo niezależnym podzbiorem L(M) wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiór X podmodu lów modu lu M jest koniezależny.

 Latwo jest również zrobić nast ↪epuj ↪ac ↪a obserwacj ↪e.

Uwaga 3.2.1. Jeśli N jest podmodu lem modu lu M , to podkrata [N,M ] kraty L(M) jest
izomorficzna z krat ↪a L(M/N) w naturalny sposób.

Dowód.  Latwo sprawdzić, że odwzorowanie f : [N,M ]→ L(M/N) dane wzorem f(X) = X/N
jest izomorfizmem krat.

Z Uwagi 3.2.1 można wyci ↪agn ↪ać wniosek, że podmodu l N jest ma ly w kracie [K,M ]
wtedy i tylko wtedy, gdy podmodu l N/K jest ma ly w module M/K. Zgodnie z Definicj ↪a
1.3.3 mówimy wtedy, że N leży powyżej K w M . Zatem rzeczywíscie jest to poj ↪ecie dualne
do bycia istotnym rozszerzeniem. Ponadto  latwo także stwierdzić, że krata [N,M ] jest lekka,
wtedy i tylko wtedy, gdy modu l M/N jest lekki.

Twierdzenie 2.3.11 wyrażone w j ↪ezyku kraty podmodu lów daje nast ↪epuj ↪acy rezultat.

Twierdzenie 3.2.2. Dla dowolnego modu lu M nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. M nie zawiera nieskończonego zbioru koniezależnego,

2. M zawiera koniezależn ↪a rodzin ↪e podmodu lów {N1, . . . Nn} tak ↪a, że

(a) N1 ∩ . . . ∩Nn jest ma lym podmodu lem M ,

(b) M/Ni s ↪a lekkimi modu lami dla 1 ¬ i ¬ n.

3. sup{k |M zawiera koniezależn ↪a rodzin ↪e w laściwych podmodu lów mocy k} = n <∞.

4. Dla dowolnego ci ↪agu N1 ⊇ N2 ⊇ . . . podmodu lów modu lu M istnieje j takie, że Nj leży
powyżej Nk dla wszystkich k ­ j.

Przyjmiemy zatem nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e dualnego wymiaru Goldiego.

Definicja 3.2.3. Mówimy, że modu l M ma dualny wymiar Goldiego n wtedy i tylko wtedy,
gdy M zawiera skończon ↪a koniezależn ↪a rodzin ↪e podmodu lów {N1, . . . , Nk} tak ↪a, że N1∩ . . .∩
Nk jest ma lym podmodu lem M i M/Ni s ↪a lekkimi modu lami dla 1 ¬ i ¬ n. Jeśli taka rodzina
nie istnieje, to mówimy, że dualny wymiar Goldiego dla modu lu M jest nieskończony. Dualny
wymiar Goldiego modu lu M oznaczamy hdim(M).

Zauważmy, że punkt 1 Twierdzenia 3.2.2 odpowiada definicji Takeuchiego 1.3.7, punkt
4 odpowiada definicji Reitera 1.3.8. Używaj ↪ac Lematu 1.3.12 można zauważyć, że punkt 3
stwierdza, iż nie może istnieć epimorfizm z M na skończon ↪a sum ↪e prost ↪a wi ↪ecej niż n sk lad-
ników. Zatem warunek 3 jest równoważny definicji Varadarajana 1.3.11. Twierdzenie 3.2.2
mówi, że definicje Takeuchiego, Reitera i Varadarajana s ↪a równoważne przyj ↪etej przez nas
definicji dualnego wymiaru Goldiego, a zatem s ↪a także równoważne sobie nawzajem. Jedno-
cześnie konstrukcja wymiaru Goldiego w kracie podmodu lów jest bardzo eleganckim i klarow-
nym wyjaśnieniem zwi ↪azków mi ↪edzy tymi definicjami. Ujawnia ona natur ↪e dualnego wymiaru
Goldiego dla modu lów i stanowi przekonuj ↪acy intuicyjny argument, że przyj ↪eta definicja cha-
rakteryzuje w laściwe poj ↪ecie.
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