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Streszczenie

W pracy przedstawiono pojecie wymiaru Goldiego i dualnego wymiaru Goldiego dla krat
modularnych. Pojecie to historycznie wywodzi sie z wymiaru Goldiego dla modutéw i préb
zrozumienia natury dualnego wymiaru Goldiego dla modutéw. Jak sie okazuje, jezyk krat
modularnych jest wlasciwym jezykiem do wyrazenia tych pojeé. Praca przedstawia moty-
wacje prowadzace do wprowadzenia wymiaru Goldiego dla krat oraz jego zastosowanie do
wyjasnienia natury dualnego wymiaru Goldiego dla modutéw.
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Wstep

Celem tej pracy jest pokazanie, ze jezyk krat moze by¢ dobrym narzedziem do méwienia o zja-
wiskach dziejacych sie w modulach. Historyczny rozwdj pojecia wymiaru Goldiego dla krat
i dualnego wymiaru Goldiego dla jest bardzo dobra ilustracja tego faktu. Wymiar dla krat
wywodzi sie¢ z wymiaru Goldiego dla moduléw oraz préb zrozumienia pojecia dualnego wy-
miaru Goldiego dla moduléw. Jak sie okazuje, wlasciwym sposobem patrzenia na ten wymiar
jest bardziej abstrakcyjny poziom krat. Spojrzenie kratowe pozwala dobrze wyjasnié¢ zjawiska,
ktore sformutowane w jezyku moduldéw sa niejasne i nieintuicyjne. W pracy przedstawiamy
cztery blisko ze soba powiazane pojecia: wymiar Goldiego dla modutéw, dualny wymiar Gol-
diego dla modutéw oraz wymiar i dualny wymiar Goldiego dla krat modularnych. Analizujemy
zwiazki miedzy tymi pojeciami. Pokazujemy, w jaki sposéb wprowadzenie wymiaru dla krat
pozwala we wladciwy sposéb sformulowaé definicje dualnego wymiaru Goldiego dla modutéw.

Historycznie, najstarszym pojeciem jest wymiar Goldiego dla moduléw. Zostal wprowa-
dzony przez Goldiego w [2]. Z uplywem czasu podejmowano préby zdefiniowania dualnego
wymiaru Goldiego dla modutéw. Przeglad tych préb zawiera praca Lompa [5]. Jedna z naj-
wezesniejszych préb jest praca Fleury’ego [1]. Kolejne préby pochodza od Takeuchiego [8],
Varadarajana [9] i Reitera [7]. Do$é latwo jest zauwazy¢, ze definicje Takeuchiego i Reite-
ra sa rownowazne. Zwiazek ich definicji z innymi definicjami byl jednak niejasny. W 1984
roku Grzeszczuk i Puczylowski w pracy [3] wprowadzili wymiar Goldiego dla krat modular-
nych oraz, co w teorii krat jest bardzo naturalne, jego wersje dualna. Autorzy zastosowali
otrzymane pojecia do kraty podmodutéw i pokazali, ze wymiar Goldiego dla moduléw mozna
zdefiniowaé jako wymiar Goldiego dla kraty podmodutéow. Jezyk krat okazat sie by¢ wygodny
do poréwnania réznych definicji dualnego wymiaru Goldiego — z tej perspektywy jest jasne,
ze definicje Reitera, Takeuchiego i Varadarajana sa réwnowazne.

Praca sktada sie z trzech rozdzialéw. Staralismy sie nasladowadé historyczny rozwdj pojecia
wymiaru Goldiego dla krat. W rozdziale pierwszym zajmujemy sie pojeciem wymiaru Gol-
diego dla modutéw. Wprowadzamy podstawowe informacje o modutach wraz z przykladami
prezentujacymi przedstawiane pojecia, definiujemy wymiar w jezyku modutéw i dowodzimy
poprawnosci definicji. Liczymy wymiar Goldiego dla kilku wybranych moduléw oraz cha-
rakteryzujemy moduly o skoniczonym wymiarze Goldiego. Nastepnie przedstawiamy rézne
podejscia do zagadnienia dualnego wymiaru Goldiego dla moduléw.

Rozdzial drugi po$wiecony jest wymiarowi Goldiego w kratach modularnych. Przedsta-
wiamy podstawowe wiadomosci na temat krat modularnych oraz pojecie wymiaru Goldiego
dla krat i ilustrujemy je kilkoma przykladami. Pokazujemy, w jaki sposob definiuje sie pojecie
dualnego wymiaru Goldiego dla krat.

Rozdzial trzeci jest analizg zwiazkéw miedzy wymiarem dla moduléw i wymiarem dla krat.
Wyrazamy kratowe pojecia wprowadzone w rozdziale drugim w jezyku modutéw i okazuje sie,
ze pokrywaja sie one z pojeciami dla modutéw zdefiniowanymi w rozdziale pierwszym, zas wy-



miar Goldiego dla modutu to dokladnie wymiar Goldiego kraty jego podmodutéw. Nastepnie
analizujemy, co oznacza pojecie dualnego wymiar Goldiego dla krat wyrazone w jezyku mo-
dutéw i jak ma sie otrzymane pojecie do réznych préb dualizacji przedstawionych w rozdziale
pierwszym. W jezyku krat rézne préby dualizacji wymiaru dla moduléw staja sie zrozumiale,
a na gruncie wynikow przedstawionych w rozdziale drugim réwnowaznos$é tych definicji jest
prawie oczywista.



Rozdzial 1

Wymiar Goldiego dla modulow

1.1. Wiadomosci o modutach

W tym podrozdziale przedstawimy pojecie modutu oraz podstawowe definicje i fakty z nim
zwiazane. Ta cze$¢ pracy ma przede wszystkim na celu ustalenie jezyka oraz notacji uzy-
wanych w nastepnych podrozdzialach, jednakze wprowadzane pojecia ilustrujemy kilkoma
przyktadami.

Definicja 1.1.1. Modutem lewostronnym nad pierscieniem R (albo R-modulem) nazywamy
grupe abelowa M wraz z dzialaniem mnozenia - : R X M — M elementéw modutu M przez
elementy pierscienia R (zamiast r - n piszemy rn) takim, ze dla dowolnych a, b € R oraz
x, y € M spelnione sa warunki

e (a+b)x =azx+ bz,
e a(x +y) = ax + ay,
e (ab)x = a(bx),

o lx =ux.

Podobnie okresla sie modut prawostronny nad pierécieniem R. Bedziemy mieli do czynienia
jedynie z modutami lewostronnymi i dlatego bedziemy je nazywali po prostu modutam: nad
pierscieniem R lub, jesli z kontekstu wynika, o jaki pieréciert chodzi, po prostu modutams.
Wszystkie przedstawione definicje i twierdzenia mozna w analogiczny sposéb sformutowaé dla
modutéw prawostronnych.

Pokazemy kilka przykladow moduléw. Na poczatek zobaczmy najprostszy mozliwy przy-
klad modutu.

Przyklad 1.1.2. Pierscien R jest modulem nad samym soba.

Jak pokazuje kilka nastepnych przykladow, pojecie modutu jest bardzo szerokie, obejmuje
bardzo podstawowe struktury algebraiczne.

Przykiad 1.1.3. Dowolna grupa abelowa G jest Z-modulem. Dzialanie mnozenia elementéw
grupy G przez elementy pierscienia Z okreslamy nastepujaco: dla g € G oraz n € N definiujemy

0g=0,1g=g9, (n+1)g=ng+g, (—n)g = —(ng).



Przyklad 1.1.4. Przestrzen liniowa V nad cialem K jest modulem nad pierscieniem K.
Mozna znalezé takze ciekawsze przykiady moduléw.

Przyklad 1.1.5. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, a ¢ : V — V przeksztal-
ceniem liniowym. Wtedy V jest modulem nad piericieniem K [x] z dziataniem (So<r<pnarz®)v =
Yo<k<nary®(v). Modut ten bedziemy oznaczaé przez V.

Przyklad 1.1.6. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K i niech R = Endg (V)
bedzie pierscieniem endomorfizméw przestrzeni V. Wtedy V jest modutem nad pierscieniem R
z dzialaniem mnozenia okreslonym nastepujaco: dla v € V i ¢ € R definiujemy ¢ - v = ¢(v).

Pojecie podmodutu definiujemy w naturalny sposéb.

Definicja 1.1.7. Niech M bedzie modulem nad pierscieniem R. Podmodutem N modutu M
nazywamy podzbior N C M taki, ze dla dowolnych elementéw x, y € N i r € R zachodzi
x4y € N oraz rx € N.

Na poczatku pokazemy kilka trywialnych przyktadéw podmodutéw.

Przyklad 1.1.8. Podgrupa {0} jest podmodulem kazdego R-modutu M. Bedziemy go ozna-
czac przez 0 i nazywaé modulem zerowym.

Przyklad 1.1.9. Kazdy modul M jest swoim wlasnym podmodutem.

Podmodutami wlasciwymi bedziemy nazywaé podmoduty rézne od modutu M i od modutu
ZErowego.

Pojecie podmodutu w znanych strukturach algebraicznych czesto pokrywa sie z pojeciem
wlasciwym dla niej pojeciem podstruktury.

Przyklad 1.1.10. Niech M bedzie Z-modutem. Podmoduly modutu M to dokladnie pod-
grupy grupy M.

Przyklad 1.1.11. Podmodulami w przestrzeni liniowej V' nad cialem K sa podprzestrzenie
liniowe przestrzeni V.

Zobaczmy teraz bardziej interesujace przyktady podmodutéw. Pokazuja one, ze w jezyku
podmodutéw mozna wyrazi¢ pojecia znane z innych dzialéw matematyki.

Przykiad 1.1.12. Podmoduly modutu V,, to podprzestrzenie niezmiennicze przy przeksztal-
ceniu ¢, to znaczy takie podprzestrzenie liniowe W C V., ze (W) C W.

Przykiad 1.1.13. Rozwazmy modul V z przykladu 1.1.6. W tym module nie ma wtasciwych
podmodutéw. Wezmy bowiem dwa dowolne niezerowe wektory v,w € V. Wéowczas istnieje
przeksztalcenie liniowe ¢ € Endg (V) takie, ze ¢(v) = w. To znaczy, ze ¢ - v = w, a zatem w
nalezy do kazdego podmodutu zawierajacego v. Z dowolnosci wyboru v i w otrzymujemy, ze
rzeczywiscie w V' nie ma wilasciwych podmodutéw.

Latwo jest sprawdzi¢, ze jedli K i N sa podmodulami R-modutu M, to takze K N N
jest podmodutem modulu M. Majac dane dwa podmoduly, mozna takze szuka¢ podmodutu
zawierajacego oba z nich. Przyktadem takiego podmodutu jest suma modutéw, ktéra definiuje
sie w nastepujacy sposéb.



Definicja 1.1.14. Niech K i N beda podmodutami R-modutu M. Sumg modutéw K i N,
ktora bedziemy oznacza¢ K + N, nazywamy zbiér wszystkich elementéw postaci k + n, gdzie
k€ Kin e N. Dla kazdych dwoch podmodutéw K i N modutu M suma K + N takze jest
podmodutem modutu M.

Niektére sumy podmodutéw sa pewnej szczegdlnej postaci.

Definicja 1.1.15. Niech K i N beda podmodutami R-modutu M. Sume K + N nazywamy
prostqg wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element z sumy K + N przedstawia sie¢ w sposéb
jednoznaczny jako w postaci k + n, gdzie k € K i n € N. Sume prosta podmodutéw K i N
bedziemy oznaczaé¢ przez K & N.

Nowe przyktady modutéw mozna tworzy¢ postugujac sie konstrukcja ilorazowa,.

Definicja 1.1.16. Niech M bedzie modulem nad pierécieniem R, a N jego podmodutem.
Mozna okresli¢ operacje mnozenia na grupie ilorazowej M /N w nastepujacy sposéb: dlar € R
oraz x € M definiujemy r(x + N) = rx + N. Zbiér M /N z tak zdefiniowanym mnozeniem
jest modutem nad pierscieniem R. Bedziemy nazywaé ten modul modutem ilorazowym.

Jak mozna sie domys$li¢, dla znanych struktur algebraicznych, pojecie modutu ilorazowego
pokrywa sie z wlasciwg dla tej struktury konstrukcja ilorazowa.

Przykiad 1.1.17. Jedli M jest Z-modutem, N jest podmodutem modutu M, to modut ilora-
zowy M /N to dokladnie grupa ilorazowa M /N z dzialaniem mnozenia okreslonym nastepujaco
n(x+ N)=nz+ N.

Przykiad 1.1.18. Jesli V jest podprzestrzenia liniowa nad cialem K, zas W jest jej pod-
przestrzenia, to modul V/W jest izomorficzny z przestrzenia ilorazowa V/W.

Definicja 1.1.19. Niech M, N beda dwoma modulami nad pierscieniem R. Funkcje
f: M — N nazywamy homomorfizmem modutow wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
x,y € M, a € R zachodza réwnosci f(x +y) = f(x) + f(y) oraz f(ax) = af(z).

Zacznijmy od dwéch bardzo latwych przykladéw homomorfizmow.

Przyklad 1.1.20. Dla dowolnych modutéw M, N nad pierécieniem R odwzorowane zerowe
f: M — N dane wzorem f(m) = 0 jest homomorfizmem modutéw.

Przykiad 1.1.21. Dla dowolnego R-modutu M odwzorowanie identycznosciowe id : M — M
dane wzorem id(m) = m jest homomorfizmem moduléw.

Na koniec zobaczmy dwa czesto uzywane homomorfizmy.

Przyklad 1.1.22. Niech N bedzie podmodutem R-modulu M. Naturalne rzutowanie
m: M — M/N dane wzorem m(x) = x + N jest homomorfizmem moduléw.

Przyklad 1.1.23. Niech M bedzie R-modulem i niech K i N beda jego dwoma podmodutami
takimi, ze M = K & N. Odwzorowanie f : M — K dane wzorem f(k + n) = k nazywamy
rzutem na modul K wzdluz modutu N. Odwzorowanie f jest homomorfizmem podmoduléw.



1.2. Definicja wymiaru Goldiego dla modutéw

W tej czesci pracy zajmiemy sie przedstawieniem wymiaru Goldiego dla modutéw. Jest to
rozszerzenie dobrze znanego pojecia wymiaru przestrzeni liniowej na moduty, wymiar Goldiego
przestrzeni liniowej jest réwny jej wymiarowi liniowemu. Przedstawimy definicje wymiaru
Goldiego dla modutéw oraz podamy kilka przyktadow.

Definicja 1.2.1. Modut N C M jest istotnym podmodutem R-modutu M, jedli kazdy nieze-
rowy podmodut M przecina N w sposob nietrywialny. W tym przypadku moéwimy takze, ze
M jest istotnym rozszerzeniem podmodutu N.

Przyklad 1.2.2. Kazdy modul jest swoim istotnym podmodutem.

Przyklad 1.2.3. Rozwazmy przestrzen liniowa V nad cialem K. Podmoduty V' to podprze-
strzenie liniowe V. Zalézmy, ze dimV > 1 i niech 0 # W # V bedzie podprzestrzenia linio-
wa V. Skoro dimV > 1, to takie W istnieje. Niech v € V' \ W. Wéwczas W Nlin(v) = 0. Zatem
w przestrzeni liniowej wymiaru wiekszego niz 1 nie ma wilasciwych podmodutéw istotnych.

Przykiad 1.2.4. Rozwazmy modut V,, z Przykladu 1.1.12. Zalézmy, ze V jest skonczenie
wymiarowa przestrzenig liniowa nad cialem algebraicznie domknietym. Niech V oznacza prze-
strzen liniowa rozpieta na zbiorze wszystkich wektoréw wiasnych przeksztalcenia p. Wéowczas
1% jest podprzestrzenia niezmiennicza, a zatem podmodulem modutu V,,. Pokazemy, Zze pod-
przestrzenn W jest podmodutem istotnym wtedy i tylko wtedy, gdy VCw.

Niech W bedzie podmodutem modut V,, takim, ze 1% C W i niech W' bedzie dowolna,
podprzestrzenia ¢-niezmiennicza (a zatem dowolnym podmodulem modutu V). Rozwazmy
obcigcie przeksztalcenia ¢ do przestrzeni W’ g0|W, : W' — W'. Z twierdzenia Jordana wynika,
ze macierz przeksztalcenia <p|W, ma posta¢ Jordana. W szczegdlnosci zatem istnieje wektor
wlasny v € W/, czyli W NV, # 0, a zatem takze W/ NW # 0. Podprzestrzenn W rzeczywiscie
jest podmodutem istotnym.

Przypusémy teraz, ze 1% Z W. Wtedy istnieje wektor wlasny w taki, ze w ¢ W. Wowczas
lin(w) jest podprzestrzenia niezmiennicza, a zatem V-modulem. Woéwczas jednak
W Nlin(w) = 0, a zatem W nie jest podmodutem istotnym.

Przyklad 1.2.5. Wszystkie podmoduly Z-modutu Z sa postaci Zn dla pewnego n. Zauwazmy
jednak, ze nm € ZnNZm, zatem kazde dwa niezerowe podmoduly przecinaja sie nietrywialnie.
W Z-module Z kazdy podmodut jest istotny.

Przyklad 1.2.6. Rozwazmy Z-modut Z,», gdzie p jest liczba pierwsza. Wszystkie jego pod-
moduly sa postaci Z,, dla pewnego k i tworza one tancuch 0 C Z, C Z,2 C .... Kazde dwa
niezerowe podmoduly Z,» przecinajg si¢ nietrywialnie, zatem kazdy niezerowy podmodut jest
istotny.

Aby pokazaé jeszcze jeden przyktad, bedziemy potrzebowali kilku wtasnosci charaktery-
zujacych podmoduly istotne.

Uwaga 1.2.7. 1. Niech M C FE beda R-modulami. Jezeli dla kazdego niezerowego a € E
istnieje r € R takie, ze 0 # ra € M, to M jest istotnym podmodulem F.

2. Niech M C E C FE’ beda R-modutami. Jedli M jest istotnym podmodutem E oraz E
jest istotnym podmodutem E’, to M jest istotnym podmodulem E.
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Dowad. 1. Zal6zmy, ze dla kazdego niezerowego a € FE istnieje r € R takie, ze
0 # ra € M. Pokazemy, ze wtedy M jest istotnym podmodulem E. Niech N be-
dzie dowolnym podmodulem FE' i niech a € N bedzie jego dowolnym elementem. Wtedy
takze a € E. Z zalozenia istnieje r € R takie, ze 0 # ar € M. Jednak N jest modutem,
zatem takze ar € N. Czyli 0 # ra € N N M, zatem istotnie N i M maja nietrywialne
przeciecie.

2. Korzystamy z punktu (1). Niech a € E’. Poniewaz FE jest istotnym podmodutem E’; to
istnieje ' € R takie, ze 0 # r’a € E. Ponadto M jest istotnym podmodulem FE, zatem
istnieje 7 € R takie, ze 0 # rr’a € M. Poniewaz rr’ € R, zatem rzeczywiscie M jest
istotnym podmodutem E’.

O

Lemat 1.2.8. Niech {E;}jcs beda R-modutami, zas M; C Ej; bedq podmodutami Ej;, dla
kazdego j € J. Wowczas @jc; M; jest istotnym podmodutem @ ,c; E; wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego j modut M; jest istotnym podmodutem Ej.

Dowdd. Jest oczywiste, ze jesli ¢y M; jest istotnym podmodutem B, ; Ej, to dla kazde-
go j € J modul M; jest istotnym podmodulem Fj.

Udowodnimy teraz, ze zachodzi implikacja przeciwna. Zalézmy, ze dla kazdego j € J modut
M jest istotnym podmodulem E;. Aby pokazac, ze ,c; M; jest istotnym podmodulem
@Djcs Ej skorzystamy z Uwagi 1.2.7 (1). Niech a bedzie dowolnym elementem podmodutu
@Djcs Ej. Wowczas istnieje skoiczenie wiele elementéw a;, € Ej, ..., a;, € E;, takich, ze
a = a; + ...+ a;,. Chcemy znalez¢ element r € R taki, ze ra € @;c; M;. Z zalozenia, ze
M;, jest istotnym podmodutem modutlu E;, oraz Uwagi 1.2.7 (1) istnieje element r1 € R
taki, ze ria; € M;,. Wowczas riay € E;, i zalozenia o istotnosci modutu M;, w module
E;, znajdziemy element ro € R taki, ze roria;, € M;,. Oczywiscie wtedy roria;, € M;,,

bo M;, jest podmodulem. Kontynuujac te konstrukcje znajdziemy elementy 71, ..., r, takie,
ze Ty ...7T1a;; € M;;. Zdefiniujmy zatem r = ry...71. Wowcezas ra € @je; M, a zatem
rzeczywiscie @ ;¢ ; M; jest istotnym podmodulem ;¢ ; E;. O

Przyklad 1.2.9. WeZzmy dowolna skoniczona grupe abelowa G. Wtedy G jest Z-modutem.
Jak wiadomo G jest izomorficzne z suma prosta Ly iy D ... © Ly, ky , gdzie p; sa niekoniecznie
roznymi liczbami pierwszymi. Korzystajac z Lematu 1.2.8 oraz Przykladu 1.2.6 latwo zauwa-
zy¢, ze kazdy modut postaci Zy,mi @ ... D Zp,mn, gdzie 0 < my < ki, ..., 0 < my < ky, jest
istotny w G.

Definicja 1.2.10. Niezerowy R-modul M nazywamy jednolitym wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy podmodut M jest istotny w M.

Przykilad 1.2.11. W jednowymiarowej przestrzeni liniowej nie ma nietrywialnych podmo-
duléw. Zatem kazda jednowymiarowa przestrzen liniowa jest jednolita. Z drugiej strony, jak
pokazuje Przyklad 1.2.3 w przestrzeni liniowej wymiaru wigkszego niz 1, nie ma zadnych
wlasciwych podmoduléw istotnych, zatem taka przestrzen nie jest jednolita.

Przykiad 1.2.12. Jak pokazano w Przyktadzie 1.2.5 Z-modut Z jest jednolity.
Przykiad 1.2.13. Przyklad 1.2.6 pokazuje, ze Z-modut Zy» jest jednolity.
Przykiad 1.2.14. Jak wiemy z Przyktadu 1.1.13 podmodut z Przyktadu 1.1.6 nie ma wta-

Sciwych podmoduléw. Zatem jest to podmodut jednolity.
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Przyklad 1.2.15. Rozwazmy Z-modul Z,,,, gdzie m jest liczba zlozona podzielna przez dwie
rézne liczby pierwsze p i q. Wtedy Z,, oraz Z, sa podmodutami Z,,, jednak Z,NZ, = 0. Zatem
modul Z,,, nie jest jednolity.

Przykiad 1.2.16. Rozwazmy modut V,, z Przyktadu 1.1.12. Niech V' bedzie skoriczenie wy-
miarowa, przestrzenia liniowa nad cialem algebraicznie domknietym, podobnie jak w Przykla-
dzie 1.2.4. Jak wynika z Przykiadu 1.2.4 podmodut W modutu V,, jest istotny wtedy i tylko
wtedy, gdy W zawiera podprzestrzen 1% rozpieta przez zbiér wszystkich wektoréw wilasnych
przeksztalcenia . Z drugiej strony, jesli podprzestrzen V ma wymiar wigkszy niz 1, to w V
istnieja liniowo niezalezne wektory wlasne vq, vo. Wtedy lin(vy) oraz lin(ve) sa podprzestrze-
niami -niezmienniczymi oraz lin(vy) Nlin(v2) = 0, zatem modul V,, nie jest jednolity. Jesli
podprzestrzen V ma wymiar rowny 1, to jak pokazano w Przykladzie 1.2.4 kazda podprze-
strzen (p-niezmiennicza ma z 1% nietrywialne przeciecie. Zatem modut V,, jest jednolity wtedy
i tylko wtedy, gdy podprzestrzen 1% jest jednowymiarowa, co oznacza, ze macierz przeksztal-
cenia ¢ jest podobna do pojedynczej klatki Jordana.

Sformutujemy teraz twierdzenie, ktére gwarantuje jednoznacznosé definicji wymiaru Gol-
diego. Jest to odpowiednik lematu Steinitza o wymianie, ktéry dowodzi si¢ definiujac wymiar
przestrzeni liniowej. W istocie, jesli ponizsze twierdzenie sformutuje sie w jezyku przestrze-
ni liniowych, pamietajac, ze jednolite przestrzenie liniowe to przestrzenie jednowymiarowe,
a jedynym istotnym podmodulem przestrzeni liniowej V' jest ona sama, to otrzyma sig¢ do-
ktadnie lemat o wymianie dla przestrzeni liniowych. Podobienstwo jest szczegdlnie widoczne
w dowodach obu twierdzen.

Twierdzenie 1.2.17. NiechU = U1®...®U,, i V = V1&...0V, bedq istotnymi podmodutami
modutu M oraz Uy, ..., Uy, V1, ..., V,, bedq jednolitymi modutami. Wtedy m = n.

Dowdd. Bez straty og6lnosci mozemy zatozy¢, ze n > m. Niech U=U:®...0Up, . Pokazemy,
ze U przecina ktores V; w sposob trywialny. Dla kazdego j modul Vj jest Jednohty, wiec jesli
modut U N V; bylby niezerowy, to bylby istotnym podmodulem V. Na mocy Lematu 1.2.8
modut (Un V1) @...@ (UNV,) bylby istotnym podmodulem V1 @... &V, = V. Wtedy takze
UNV bylby 1st0tnym podmodutem V, bo UNV D (Uﬂ e...e (Uﬂ Vi). Z przechodniosci
bycia podmodutem istotnym (Uwaga 1.2.7 (2)) to oznacza, ze U bylby istotny w M. To jednak
jest niemozliwe.
Zmieniajac indeksy mozemy zatozyé, ze UNV; = 0. Niech U’ = U V;. Wéwezas U'NU; #
0, bo w przeciwnym przypadku suma U; + ... + U, + V1 bylaby prosta, a to jest sprzeczne
z istotnoscia U. Poniewaz Uy jest jednolity, to U’ N Uy jest istotnym podmodutem U;. Zatem
U'NU)@Us®...0 U, jest istotnym podmodutem Uy & . .. & U,,. Poniewaz (U' NUy) & U ®
.. ® Uy, CU', dostajemy jak poprzednio, ze U’ jest istotnym podmodutem M. Przechodzac
od U do U’ zastapili$émy sktadnik Uy przez V). Powtarzajac ten proces (w razie koniecznosci
zmieniajac indeksy Vi, ..., V},) przechodzimy od U’ do modulu U" =V, @ Vo @ Us® ... ® Uy,
istotnego w M. Po m krokach otrzymamy U™ = Vi & ... Vj,, ktéry réwniez jest istotnym
podmodutem M. Z drugiej strony, V =V @...HV, jest istotnym podmodulem M, wiec musi
byé m = n.

O

Definicja 1.2.18. Méwimy, ze modul M ma wymiar Goldiego n, jesli istnieje istotny pod-
modut V' C M, ktéry jest suma prosta n jednolitych podmodutéw. Jesli takie n nie istnieje,
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to méwimy, ze wymiar Goldiego modutu M jest nieskonczony. Wymiar Goldiego modutu M
oznaczamy przez udimM.

Twierdzenie 1.2.17 gwarantuje, ze wymiar Goldiego jest zdefiniowany jednoznacznie.
Policzymy teraz wymiar Goldiego kilku rozwazanych wcze$niej modutéw.

Przyklad 1.2.19. Jedli V jest przestrzenig liniowa, to dimV = udimV. Jedli dimV = n,
to istnieje n liniowo niezaleznych wektoréw vy, ..., v, € V oraz V = lin(v;) & ... @ lin(vy).
W Przykladzie 1.2.3 pokazano, ze jedynym istotnym podmodulem V jest modul V. Ponadto na
mocy Przyktadu 1.2.11 podprzestrzen lin(v;) jest jednolitym podmodulem jako podprzestrzen
jednowymiarowa. Zatem istotnie dimV = udimV.

Przykiad 1.2.20. Modut Z nad pierscieniem Z jest jednolity, zatem udimZ = 1.
Przykiad 1.2.21. Modut Z,» nad pierécieniem Z jest jednolity, zatem udimZy» = 1.

Przykiad 1.2.22. Wymiar Goldiego modutu z przykitadu 1.1.6 jest réwny 1, bo na mocy
Przyktadu 1.1.13 w tym module nie ma wlasciwych podmoduléw.

Przykiad 1.2.23. Rozwazmy Z-modut Z,,. Jesli m = p™ dla pewnej liczby pierwszej p, to
modut Z,» jest jednolity. Jesli m ma dwa rézne dzielniki pierwsze, to Z,, nie jest jednolity.
Wtedy jednak Z,, = 7Z pit O 8 Z r gdzie p1, ..., px sa réznymi liczbami pierwszymi. Na
mocy Przykladu 1.2.21 kazdy zZ modu}ow Z n; jest jednolity. Ponadto Z,, jest swoim istotnym
podmodutem, zatem udim#Z,, = k, gdzie k Jest liczba réznych dzielnikéw pierwszych liczby m.

Powyzszy przyklad mozna jeszcze bardziej uogdélnic.

Przykiad 1.2.24. Rozwazmy skoniczony Z-modut G. Wowczas G jest skonczona grupa abe-

lowa i, jak wiemy, jest izomorficzna z grupa Z,, », ©. .. ®Zy, k.. Jak wiemy z Przykladu 1.2.21

kazdy z moduléw Zp_kj jest jednolity, zatem wymiar Goldiego tak okreslonej grupy G jest
J

réwny n.

Przykiad 1.2.25. Rozwazmy modul V. Niech V' bedzie skoiiczenie wymiarowa podprze-
strzenig liniowa nad ciatem algebraicznie domknietym. Przykiad 1.2.4 méwi, ze podmodut W,
modutu V,, jest istotny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera podprzestrzein rozpieta na wszyst-
kich wektorach wlasnych przeksztalcenia . Ponadto na mocy Przyktadu 1.2.16 wiadomo, ze
podmodut W, jest jednolity wtedy i tylko wtedy, gdy macierz przeksztalcenia ¢ jest podobna
do klatki Jordana. Z twierdzenia Jordana wiemy, macierz przeksztalcenia ¢ jest podobna do
macierzy M w postaci Jordana. Niech zatem Wy, ..., W,, beda przestrzeniami odpowiadaja-
cymi kolejnym klatkom Jordana macierzy M. Wéwcezas W1 & ... & W, = V i oczywiscie V
jest podmodutem istotnym V,,. Zatem wymiar Goldiego modutu V,, jest réwnych liczbie klatek
Jordana macierzy przeksztalcenia .

W nastepnym podrozdziale zajmiemy sie réznymi definicjami dualnego wymiaru Goldiego
dla modutéw. Wszystkie te definicje opieraja sie na jakiejs charakterystyce modutéw o skon-
czonym wymiarze Goldiego. W dalszej czesci tego podrozdziatu sprébujemy opisaé moduty
o takiej wlasnosci.

Lemat 1.2.26. Niech M bedzie modutem o skoriczonym wymiarze Goldiego. Wtedy kaZda
suma prosta niezerowych podmodutow N = N1 ® ... ® N € M ma k < n sktadnikow.

13



Dowdd. Lemat udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0 teza jest oczywista.
Pokazemy, ze jest prawdziwa dla n > 0.
Niech V' bedzie istotnym podmodulem M z definicji wymiaru Goldiego. Wtedy

N/=N,NV #0orazV 2 B} ®...® Nj.

Zatem mozemy zalozy¢, ze M =V i M =V, & ... ®V,, gdzie wszystkie V; sa jednolite.
Niech N = No&... &N, & Argumentujac podobnie jak w pierwszej czesci dowodu Twierdzenia
1.2.17 mozemy zalozy¢, ze po ewentualnym przenumerowaniu modutéw V; zachodzi NNV, = 0.
Rzutujac M na Vo &...HV, wzdluz Vi dostajemy wlozenie NwVed...®V,. SprowadzilisSmy
wiec przypadek dla n do przypadku dla n — 1. Korzystajac z zalozenia indukcyjnego, mamy
k—1<n—1, a zatem faktycznie k < n. O

Lemat 1.2.27. Niech M bedzie modutem. Wowczas udimM = oo wtedy i tylko wtedy, gdy M
zawiera nieskonczong sume prostq niezerowych podmodutow.

Dowdd. Implikacja z prawej do lewej jest oczywista na mocy Lematu 1.2.26. Aby udowodnié
wynikanie w druga strone, przypusémy, ze M nie zawiera nieskoniczonej sumy niezerowych
podmodutéw. Pokazemy, ze wtedy kazdy niezerowy podmodut N C M zawiera jednolity pod-
modut. Jedli tak nie jest, to wtedy N nie jest jednolity, a zatem zawiera pewna sume prosta
Ay @ By, gdzie A1, By sa niezerowymi podmodutami. Wtedy Bjp nie jest jednolity, a zatem
zawiera pewna sume prosta Ao @ Ba, gdzie As, By sa niezerowymi podmodutami. Kontynu-
ujac ten proces, otrzymamy nieskoniczona sume prosta A1 @ As @ ... C M, wbhrew zalozeniu.
Zatem rzeczywiscie kazdy podmodul zawiera pewien podmodul jednolity. Wezmy zatem jed-
nolity podmodut Vi C M. Jesli Vi nie jest istotny w M, to znajdziemy podmodut Vo C M taki,
ze V1 ® Vo C M. Oczywiscie mozemy zalozyé, ze V5 jest jednolity. Jesli Vi @ V5 nie jest istotny
w M, w podobny sposob znajdziemy jednolity podmodut V3. Z zalozenia nie mozemy konty-
nuowadé tego procesu w nieskonczonosé. Skoriczymy zatem na pewnym podmodule istotnym

i®...®V,. Wtedy z definicji udimM = n. O
Whniosek 1.2.28. Wymiar Goldiego modutu M jest réwny kresowi gornemu zbioru
K ={k : M zawiera sume prosta k niezerowych podmodutow}.

Dowdd. Niech ky < oo bedzie kresem goérnym zbioru K. Jedli kg = oo to na mocy Lematu
1.2.26 wymiar Goldiego modutu M tez musi by¢ réwny oo, wiec rzeczywiscie w tym przypadku
udimM = kg. Zalézmy zatem, ze kg < 0co. Na mocy Lematu 1.2.27 wiemy, ze wymiar Goldiego
modutu M musi by¢ skonczony. Z Lematu 1.2.26 latwo wnioskujemy, ze udimM = kq. O

Lemat 1.2.29. Modut M ma skonczony wymiar Goldiego wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
ciggu N1 C No C ... podmodutow M istnieje indeks j taki, zZe dla wszystkich k > 7 podmodut
Nj jest istotny w Nj.

Dowdd. Zalézmy, ze M ma skoniczony wymiar Goldiego i przypusémy, ze istnieje ciag 0 #
N1 € Np C ... taki, ze dla kazdego j > 1 modut N; nie jest istotny w pewnym module
Nij), gdzie k(j) > j. Bez straty ogdélnoéci mozemy zatozy¢, ze dla kazdego j mamy k(j) =
j + 1. Wéwczas istnieja podmoduly 0 # Nj C Nj takie, ze N; N NI = 0. Wtedy suma
Ny + N{ + Nj + ... jest prosta, a to na mocy Lematu 1.2.26 jest sprzeczne z zalozeniem, ze
M ma skonczony wymiar Goldiego.
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Udowodnimy teraz implikacje przeciwna. Zalézmy, ze dla kazdego ciagu N7 € Ny C ...
podmodutéw M istnieje indeks j taki, ze dla wszystkich k > j podmodut N; jest istotny w N,
i przypusémy, ze M ma nieskoniczony wymiar Goldiego. Wtedy na mocy Lematu 1.2.27 w M
istnieje nieskonczona suma prosta N1 @ Na@®... Woéwczas N1 C N1BE Ny C N1BNoB N3 C ...
i dla kazdego k zachodzi (N1 @ ... ® Ni) N Niyq1 = 0, zatem zadne Ny @ ... @ Ny nie jest
istotne w Ni41, whrew zalozeniu. ]

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujaca charakteryzacje modutéw o skonczonym
wymiarze Goldiego.

Whniosek 1.2.30. Modut M o skoniczonym wymiarze Goldiego mozZemy scharakteryzowac
przez jeden z nastepujgcych réownowaznych warunkow.

1. M nie zawiera nieskoriczonej sumy prostej niezerowych podmodutow.
2. M zawiera istotny podmodut bedgcy suma prostq jednolitych podmodutow M.

3. Dla kazdego wstepujacego taricucha podmodutow N1 € No C N3 C ... w M 1istnieje
indeks k taki, Ze Ny jest istotny w N; dla kaZdego © > k.

1.3. Definicja dualnego wymiaru Goldiego dla modutéw

W literaturze mozna znalez¢ kilka réznych préb dualizacji wymiaru Goldiego, ich przeglad za-
wiera praca Lompa [5]. Kazda z tych préb opiera sie na charakterystyce skoficzonego wymiaru
Goldiego.

Latwo jest zdualizowaé¢ pojecia modutu istotnego i modutu jednolitego.

Definicja 1.3.1. Modul N C M jest matym podmodutem modutu M, jesli dla kazdego
wiasciwego podmodutu P C M modut P + N jest wlasciwy.

Definicja 1.3.2. Niezerowy modut M nazywamy lekkim wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
wiasciwy podmodut M jest maly w M.

Pojecie bycia istotnym rozszerzeniem dualizujemy w nastepujacy, nieco zaskakujacy spo-
sob. W rozdziale trzecim stanie sie jasne, dlaczego przyjeto wiasnie taka definicje.

Definicja 1.3.3. Niech M bedzie modulem i niech K € N C M beda podmodutami M,
przy czym K jest takze podmodutem N. Méwimy, ze N lezy powyiej K w M, jesli N/K jest
malym podmodutem M/K.

Zamiast méwié o sumie prostej bedziemy postugiwaé sie pojeciem rodziny koniezaleznej.

Definicja 1.3.4. Niepusta rodzina { N }x wlasciwych podmoduléw modutu M nazywa sie ko-
niezalezng, jesli dla dowolnego A € A i dowolnego skonczonego niepustego podzbioru
FCA\{A}
N+ () Ni=M.
1EF
Aby stwierdzié, ze nieskoriczona rodzina jest koniezalezna, wystarczy sprawdzi¢ wszystkie
jej odcinki poczatkowe.
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Lemat 1.3.5. Niech {N;}ien bedzie rodzing wtasciwych podmodutéw M. Réwnowazne sq wa-
runki:

1. {N;}ien jest rodzing koniezalezna,
2. {N1,...,N,} jest rodzing koniezalezng dla kazdego n € N.

Dowdd. Implikacja (1) = (2) jest oczywista.
(2) = (1). Niech F' C N bedzie skoriczonym podzbiorem i niech i € N\ F. Niech n =
max({i}UF). Wtedy {N1,..., Nn} jest rodzina koniezalezna, a zatem N;+(\;ep Nj = M. O

Przyjrzymy sie teraz réznym definicjom dualnego wymiaru Goldiego. Najwczesdniejsza pro-
ba dualizacji jest definicja Fleury’ego ([1]). Dualizuje on warunek 3 z Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.6 (Fleury). Modut M ma skoriczony wymiar rozpinajacy (ang. finite spanning
dimension), jesli dla kazdego $cisle malejacego taricucha podmoduléw N; D No D N3 D ...
w M istnieje liczba k taka, ze IN; jest malym podmodulem M dla wszystkich i > k.

Pézniejsze proby dualizacji wymiaru Goldiego pochodza od Takeuchiego, Reitera i Vara-
darajana. Takeuchi dualizuje warunek 1 z Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.7 (Takeuchi). Modul M nazywamy koskoriczenie wymiarowym (ang. cofinite-
dimensional), jesli M nie zawiera nieskoniczonej koniezaleznej rodziny podmoduléw.

Reiter, podobnie jak Fleury, dualizuje warunek 3 Wniosku 1.2.30.

Definicja 1.3.8 (Reiter). Modul M ma skoniczony kowymiar, jesli nie istnieje $cisle malejacy
taricuch

ULb200nU, 20, NnUNU3 2D ...
podmoduléw U; C M takich, ze {Uy,...,U,} jest koniezalezna rodzina dla kazdego n € N.

Definicje 1.3.8 mozna wyrazi¢ w inny sposob, co pokazuje nastepujacy lemat.

Lemat 1.3.9. Niech M bedzie modutem. M ma skoniczony kowymiar wtedy + tylko wtedy, gdy
w kazdym zstepujacym taricuchu podmodutéow N1 O No O N3 D ... istnieje indeks n taki, Ze
N, lezy powyzej Ny dla k > n.

Dowdd. Przypusémy, ze w M istnieje ciag modulow
M # Ny DNy DN3D ...

taki, ze dla kazdego j > 1 istnieje indeks k(j) > j taki, ze N; nie lezy powyzej Ny ;). Mozemy
zalozy¢, ze k(j) = j + 1. Skoro N; nie lezy powyzej Njt1, to znaczy, ze N;j/Nji1 nie jest
maly w M/N;y1. Istnieje podmodut K w M /Nj4q taki, ze Nj/Njy1 + K = M/Njq;. Niech
m: M — M/Nji1 bedzie naturalnym rzutowaniem. Wtedy N; = 77 1(K) jest podmodutem
w M i oczywiscie N; + N]’- = M. Wéwczas N; C Ny, N; C Nj oraz N; C N]/eh a zatem
N; gNmN{m...mN]’-_l i stad

(NiNNiN...NNj_)+N; =M
dla wszystkich j > 1. Wtedy {N1, N{, N3, ...} jest rodzina koniezalezna oraz

ngNlﬂN{QNlﬂN{ﬂNég...,
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wiec M nie ma skonczonego kowymiaru.
Jedli modut M nie ma skoriczonego kowymiaru, to w M istnieje nieskoriczony zbiér konie-
zalezny {N1, Na,...}. Wtedy

NI DNINNaDNINNaNN3D ...

oraz dla dowolnego k € N, (N1 N...N Ng) + Ngy1 = M. Stad wynika, ze dla dowolnego [ > n
zachodzi (N1 N...NNg)/(N1N...NN;)+ Ni1/(NiN...NN;)) = M/(N1N...NN;). Zatem
NiN...N Ng nie lezy powyzej N1 N...N N; dla zadnego [ > n. O

Widzimy zatem, ze w definicji Reitera wlasnosé ,, Ny, jest istotny w N;” z punktu 3 Wniosku
1.2.30 jest dualizowana przez wlasnosé ,, [Ny lezy powyzej N;”.
Mozna pokazaé, ze podejscia Reitera i Takeuchiego w istocie definiuja to samo pojecie.

Uwaga 1.3.10. Definicje Reitera i Takeuchiego sa réwnowazne.

Dowdd. Przypusémy, ze modut M nie spelnia Definicji 1.3.7, to znaczy istnieje w nim nie-
skoniczona koniezalezna rodzina wtasciwych podmoduléw {U; }ien. Wtedy Uy N...N U, # M
oraz Uy N ... NUg+Uks1 =M, zatem Uy N...NU, 2 U3 N...Ugy1. Wtedy taricuch

U 201NnU; 2 ...

jest Scisle zstepujacy, a zatem M nie ma skonczonego kowymiaru.

Odwrotnie, przypusémy, ze w M istnieje nieskonczony $cile zstepujacy tancuch przecieé¢
UiN...NU, taki, ze kazdy zbiér {Uy,...,U,} jest koniezalezny. Wtedy na mocy Uwagi 1.3.5
w M istnieje nieskoriczona koniezalezna rodzina wilasciwych podmoduléw. Zatem M nie ma
koskonczonego wymiaru. O

Kolejna definicja dualnego wymiaru Goldiego pochodzi od Varadarajana. Ma ona nature
bardziej kategoryjna.

Definicja 1.3.11 (Varadarajan). Modut M ma korange (ang. corank) k, jesli istnieje epi-
morfizm z M na produkt k niezerowych moduléw ilorazowych M, ale nie istnieje epimorfizm
z M na produkt k + 1 niezerowych faktoréw.

Ponizszy lemat pozwala dostrzec zwiazek definicji Varadarajana z innymi definicjami.

Lemat 1.3.12. Niech M bedzie modutem, (Ny))p bedzie rodzing niezerowych modutdw,
fx : M — Ny bedzie rodzing epimorfizmow. Niech f : M — Ilxea Ny bedzie homomorfi-
zmem wyznaczonym przez rodzine fy. Niech Ky oznacza jadro homomorfizmu fy. Jesli f jest
epimorfizmem, to (K))a jest rodzing koniezaleing.

Dowdd. Niech A € A. Udowodnimy, ze M = Kx + (en\(ry Kp-

Niech m € M. Jesli m ¢ K, to fa(m) # 0. Niech n bedzie elementem IIycp Ny postaci
n = (Oxufr(m))rena. Skoro f jest epimorfizmem, to istnieje my € M taki, ze f(my) = n. To
znaczy, ze dla kazdego pu € A zachodzi f,(my) = dxufr(m). Zatem my € (N, K. Ponadto
falmy) = fa(m). Zatem m — my € K. Wtedy

m=(m—my)+my € Ky + ﬂK/ﬂ
AFEp

co konczy dowdd. O
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Jesli zatem corank(M) = k, to na mocy Lematu 1.3.12 w M nie istnieje koniezalezna
rodzina mocy wiekszej niz k. Zatem modul o skonczonej korandze jest réwniez konskonczenie
wymiarowy. W dalszej czedci pokazemy takze, ze implikacja w przeciwna strone jest rowniez
prawdziwa.

Trzy przytoczone spojrzenia na dualny wymiar Goldiego okazuja sie by¢é réwnowazne,
cho¢ poczatkowo nie jest to jasne. Zwiazki miedzy nimi sa jednak nieintuicyjne, a dowody
nie sg naturalne. W nastepnych rozdzialach przedstawimy wymiar Goldiego i dualny wymiar
Goldiego dla krat modularnych. Zobaczymy, ze spojrzenie na dualny wymiar Goldiego dla
moduléw z perspektywy krat pozwala dobrze zrozumieé¢ nature tego pojecia oraz w natu-
ralny i elegancki sposéb wyrazié¢ réwnowazno$¢ réznych definicji dualnego wymiaru Goldiego
i zwiazki miedzy nimi.
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Rozdzial 2

Wymiar Goldiego dla krat

2.1. Kraty modularne

Definicja 2.1.1. Kratq nazywamy strukture £ = ( L,V, A ), gdzie L jest niepustym zbiorem,
a V, A sa dwuargumentowymi dzialaniami, w ktérej spelnione sa nastepujace réwnania:

l.aVa=a,aNa=a,
2.avb=bVa,aNb=bAa,

3. (avb)Ve=aV (bVe), (aANb)Ac=aA (bAc),
4. aV(aAb)=a,aN(aVd)=a.

Element a Vv b bedziemy sumgq elementéw a i b, element a A b bedziemy nazywac iloczynem
elementéw a i b.

Poniewaz warunki w definicji kraty sa symetryczne, to zamieniajac rolami dziatania V i A,
réwniez otrzymamy krate. Ta obserwacja prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 2.1.2. Niech £ = (L,V,A\) bedzie krata. Wéwczas krate (L, A,V ) nazywamy
kratg dualng kraty £ i oznaczamy L0,

Na kraty mozna patrze¢ rowniez w inny sposob, jako na pewne szczegdlne zbiory czesciowo
uporzadkowane.

Definicja 2.1.3. Zbiér czesciowo uporzadkowany £ = ( L, <) nazywamy kratq wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych elementéw x, y € L istnieja kres gérny i kres dolny zbioru {z,y}.

Wiadomo, ze dwie definicje krat sa réwnowazne. Majac dana krate (L,V,A) mozemy
odtworzy¢ porzadek <. Mianowicie okreslamy, ze relacja x < y zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy z Ay = z. Odwrotnie, majac dana krate (L, <) mozna odtworzy¢ operacje V oraz A:
xVy=sup{z,y} iz Ay = inf{z,y}. Bedziemy uzywaé obu definicji krat, zaleznie od tego,
ktora jest bardziej wygodna.

Jedna z najprostszych, ale czesto uzywanych krat prezentuje nastepujacy przyktad.
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Przyklad 2.1.4. Zbiér 2 = {0, 1} z dzialaniami

0ANO=0 Ovo=0
1IAN1=1 1vli=1
OAN1=0 Ovli=1

jest krata.
Powyzszy przyklad jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacej rodziny krat.

Przyklad 2.1.5. Niech X bedzie zbiorem. Latwo sprawdzi¢, ze wéwczas ( P(X),U,N), gdzie
P(X) jest zbiorem potegowym zbioru X, zas U, N to odpowiednio teoriomnogosciowa suma
i iloczyn, jest krata,.

Definiowanie krat przez jawne wypisywanie, w jaki sposob dzialaja operacje, jest niewy-
godne. Dlatego czesto uzywa sie do tego celu graficznej reprezentacji krat — diagraméw.
Diagram przedstawia krate jako porzadek czesciowy. Elementy kraty reprezentowane sg jako
punkty. Relacja porzadku miedzy elementami jest reprezentowana za pomoca linii laczacych
punkty, elementy polozone nizej sa mniejsze. Aby diagram byt czytelny, rysuje sie minimalna,
liczbe linii potrzebna do odtworzenia porzadku. Nie rysuje sie zatem linii, ktére wynikaja
z przechodnio$ci porzadku czesciowego. Uzyjemy diagraméw do zaprezentowania dwoch waz-
nych przyktadéw krat.

Przykiad 2.1.6. Krate pokazana na Rysunku 2.1 bedziemy nazywaé pentagonem i oznaczaé
przez Ns.

Rysunek 2.1: Krata N5

Przykiad 2.1.7. Krate pokazana na Rysunku 2.2 bedziemy nazywac¢ diamentem i oznaczaé
przez Ms.

Latwo jest udowodni¢, ze w kracie skoniczonej musi istnie¢ element najmniejszy i element
najwiekszy. Jedli takie elementy istnieja, to element najmniejszy w kracie nazywamy zerem,
za$ element najwiekszy nazywamy jedynkaq.
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Rysunek 2.2: Krata Ms

Definicja 2.1.8. Zbiér K C L nazywamy podkratq wtedy i tylko wtedy, gdy K jest zamkniety
ze wzgledu na dzialania V i A.

Niech a,b € L. Bedziemy uzywaé notacji [a, b] dla oznaczenia zbioru {z € L | a < x < b}.
Zbiér [a,b] bedziemy nazywaé przedzialem. Oczywiscie przedzial [a, b] jest podkrata L oraz
L =10,1].

Definicja 2.1.9. Niech £;, £9 beda kratami. Funkcje ¢ : £1 — Lo bedziemy nazywaé
izomorfizmem krat wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest bijekcja oraz dla dowolnych elementéw z,
y €L

e pxVy) =) Ve(y)i

e p(zAy) =p(x) ANp(y).

Réwnowaznie, mozemy zdefiniowa¢ izomorfizm krat jako izomorfizm porzadkéw czescio-
wych.

Definicja 2.1.10. Niech £, L5 beda kratami. Funkcje ¢ : £1 — L9 bedziemy nazywaé
izomorfizmem krat wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest bijekcja oraz ¢ zachowuje porzadek, to
Znaczy

jesli z < y, to p(z) < p(y).

W tej pracy bedziemy zajmowac sie szczegdlng klasa krat, mianowicie kratami modular-
nymi.

Definicja 2.1.11. Krate spelniajaca dla dowolnych x,y, 2 warunek
jeSliz >z, to (x Ay)Vz=zA(yV2)
nazywamy kratq modularna.

Uwaga 2.1.12. Warunek sformutowany w definicji kraty modularnej i warunek dualny do
niego sa identyczne. Zatem jedli krata £ jest modularna, to réwniez jej krata dualna £° jest
krata modularna.
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Kraty modularne mozna réwniez zdefiniowa¢ za pomoca tozsamodci. Ponizszy lemat po-
daje réwnowazne charakteryzacje krat modularnych.

Lemat 2.1.13. Niech L bedzie kratq. Warunki
(1) dla dowolnych z, y, z € L, jesli x > z, to (x ANy)Vz=x A (yV z),
(2) dla dowolnych x,y,z € L zachodzi (x Ay)V (x ANz) =z A(yV (A 2)),
(3) dla dowolnych x,y,z € L zachodzi x A (yV z) =z A ((y A (xV 2))V z)
sG rownowazne.

Dowdd. Najpierw udowodnimy réwnowaznos¢ (1) < (2). Zalézmy, ze zachodzi implikacja (1).
Dla dowolnych elementéw x, z zachodzi z > z A z, wiec mozemy zastosowaé¢ warunek (1)
i otrzymamy

Ay V(eAz)=xA(yV(zAz)).

Dla dowodu wynikania w druga strone zalézmy, ze zachodzi tozsamos¢ (2). Niech = > z.
Wéwezas x A z = z. Stosujac te réwnosé w tozsamosei (2) otrzymujemy

(xANy)Vz=xA(yV=2).

Teraz udowodnimy réwnowazno$é (1) < (3). Zalézmy, ze zachodzi implikacja (1). Skoro
TVz2zto
(yAN(zVz)Vz=(yVz)AxVz).

Zatem zachodzi réwniez
cA((yNn(zVz)Vz)=xzA((yVz)A(zVz)=(@A@xV2)AyVz)=xA(yV=2).

Dla dowodu wynikania (3) = (1) zalézmy, ze zachodzi tozsamos¢ (3). Niech = > z. Wéwczas
na mocy (3)
cAyVz)=xzA(yN(xVz)Vz).

Poniewaz x > z, to z V z = x. Zatem
zA((yAN(zVz)Vz)=xA(yAz)Vz).
Skoroz > xAyixz >z tox > (yAz)Vz, azatem
cA((yANx)Vz)=(yAz)Vz.

Istotnie zatem
zA@yVz)=((yAx)Vz.

Przykiad 2.1.14. Kraty z Przykladow 2.1.4, 2.1.5 i 2.1.7 sa modularne.

Jednakze nie wszystkie kraty sa modularne, jak pokazuje ponizszy przyklad.

22



Przykilad 2.1.15. Krata N5 (Przyklad 2.1.6) nie jest krata modularna. W tej kracie zachodzi
a > b. Jednakze wtedy

(aNc)Vb=1iVb=1i,
aN(cVb)=aNn0=0,
czyli (aNc)Vb#aA(cVD).
Dla krat modularnych zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.1.16. Dia dowolnych a,b € L odwzorowanie pp : x — x Ab jest izomorfizmem
przedziatow [a,a V b] i [a A b,b]. Izomorfizm odwrotny dany jest przez 1, :  — =V a.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze jesli x € [a,aVb], to vp(x) = xAb € [aAb, b], zatem funkcja ¢y jest
dobrze okreslona. Aby udowodnié¢, ze ¢, jest bijekcja wystarczy wskaza¢ funkcje odwrotna.
Pokazemy, ze 1), jest funkcja odwrotna do . Z definicji 1, (vp(2)) = (x A b) V a. Poniewaz
a < z, to z modularnosci (z Ab)Va =z A(aVb). Ponadto x < aVb, zatem x A (aVb) = z. Co
wiecej, jest oczywiste, ze p zachowuje porzadek. Zatem rzeczywiscie @y jest izomorfizmem
przedzialéw [a,a V b] i [a A b, b].

O

Definicja 2.1.17. Podzbiér I zbioru L \ {0} nazywamy sumowo niezaleznym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego skoriczonego podzbioru F' C [ ix € I\ F zachodzi \/ F Ax = 0, gdzie
V F' oznacza sume wszystkich elementéw F'.

Przyklad 2.1.18. Rozwazmy diament z Przyktadu 2.1.7. Latwo sprawdzié, ze zbiér {a,b}
jest zbiorem sumowo niezaleznym. Co wiecej, zbiér {a, b} jest maksymalnym zbiorem sumowo
niezaleznym. Inne zbioru sumowo niezalezne w tej kracie to {a,c} i {b, c}.

Lemat 2.1.19. Jesli I jest sumowo niezaleznym podzbiorem L\ {0}, x jest niezerowym ele-
mentem L takim, ze dla kazdego skoriczonego X C I zachodzi x AN\J X =0, to zbior I U {x}
jest sumowo niezalezny.

Dowdd. Niech F bedzie skoriczonym podzbiorem zbioru I U {z}. Niech y € (I U {z}) — F.
Mozliwe sg trzy przypadki:

o Fel y+#x Wtedy V F Ay =0 z zalozenia.

o el y=ua Wtedy \/ FAy = 0 z zalozenia, ze I jest sumowo niezaleznym podzbiorem
L\ {0}
e x € F, y+# x. Wtedy uzywajac tozsamosci 2.1.13 z Lematu 2.1.13 otrzymujemy
VENy=(N(EFE-{zhva)ry=yr(@nyVE—{z) VN E-{z})) =
2y A (V(F = {a}) =0

Ro6wnosé (%) zachodzi, poniewaz z zalozenia wiemy, ze z A (y V (V(F — {z}))) = 0.

—

O]

Uwaga 2.1.20. Z lematu Kuratowskiego-Zorna otrzymujemy, ze dla dowolnego sumowo nie-
zaleznego podzbioru I C L\ {0} istnieje maksymalny sumowo niezalezny zbiér I’ zawierajacy
I. Na mocy Lematu 2.1.19 jesli 0 £ x € L\ I’, to V X Az # 0 dla pewnego skoriczonego
podzbioru X C I’

23



2.2. Definicja wymiaru Goldiego w kratach

W tej czesci pracy zajmiemy sie zdefiniowaniem gléwnego pojecia tej pracy, to jest wymiaru
Goldiego dla krat. Wszystkie kraty, o ktérych bedzie mowa, sa kratami modularnymi z zerem
i jedynka. Wprowadzimy rézne pomocnicze pojecia, a nastepnie udowodnimy twierdzenie,
ktore jest podstawa definicji wymiaru Goldiego dla krat. Przedstawimy sama definicje, kil-
ka przykladéw oraz podstawowe wlasnosci tego wymiaru. W dalszej czeéci pracy pokazemy
zwiazek miedzy wymiarem Goldiego dla krat i wprowadzonym wczeéniej wymiarem Goldiego
dla modutéw.

Definicja 2.2.1. Niezerowy element a € L nazywamy istotnym w L wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego niezerowego elementu x € L zachodzi a A x # 0.

Przyklad 2.2.2. Jesli krata £ ma jedynke, to jedynka jest elementem istotnym w kracie L.
Przyklad 2.2.3. W kracie M3 nie ma elementéw istotnych réznych od jedynki.

Przyklad 2.2.4. W kracie ( P(X),U,N) z Przykladu 2.1.5 jedynym elementem istotnym jest
zbior X. Jedli X jest zbiorem jednoelementowym, to X jest jedynym niezerowym elementem
kraty P(X). Jesli X jest mocy wiekszej niz 1, to istnieje jego podzbiér whasciwy V7 C X.
Wtedy istnieje X \ Y # 0 oraz Y N (X \Y) =0 1Y nie jest elementem istotnym w P(X).

Uwaga 2.2.5. Jedli a jest elementem istotnym w kracie £1ib > a, to b rowniez jest elementem
istotnym w L.

Dowdd. Niech x bedzie dowolnym niezerowym elementem kraty £. Wtedy aAz # 0, poniewaz
a jest istotny w L. Ponadto b > a, zatem b A x > a A z. Rzeczywiscie zatem b A z # 0. O

Przyklad 2.2.6. Rozwazmy krate B przedstawiona na Rysunku 2.3.

Rysunek 2.3: Krata, w ktérej wszystkie elementy sa istotne

Element a jest istotny w B, a zatem na mocy Uwagi 2.2.5, wszystkie niezerowe elementy
w B sa istotne.

Definicja 2.2.7. Krate £ nazywamy jednolita wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy niezerowy
element jest istotny w L.
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Przyklad 2.2.8. Krata 2 z Przykladu 2.1.4 jest krata jednolita. Jak wynika z rozwazan
w Przykladzie 2.2.4 poza kratg jednoelementowa, jest to jedyna krata jednolita w rodzinie
krat P(X) z Przykladu 2.1.5.

Przyklad 2.2.9. Krata M3 z Przykladu 2.1.7 nie jest jednolita.
Przykiad 2.2.10. Krata B z Przykladu 2.2.6 jest jednolita.

Udowodnimy teraz kilka wlasnosci elementéw istotnych, ktére beda przydatne przy de-
finiowaniu wymiaru Goldiego. Ponizszy lemat méwi, ze wlasno$¢ bycia elementem istotnym
w pewnym sensie jest przechodnia.

Lemat 2.2.11. Niech a < b < ¢ < d bedaq elementami L. Jesli element b jest istotny w
przedziale [a, c] i ¢ jest istotny w przedziale [a,d], to b jest istotny w przedziale [a,d].

Dowdd. Niech x bedzie elementem przedziatu [a, d] takim, ze b A x = a. Poniewaz a < ¢, to
a=aNc=(bAx)ANc=bA(xAc). Skoro x Ac € [a,c], zas b jest istotny w [a, c], to z Ac = a.
Z istotnosci elementu ¢ w kracie [a,d] otrzymujemy, ze * = a. To za$ oznacza, ze réwniez
element b jest istotny w kracie [a, d]. O

Zauwazmy rowniez, ze wiasno$¢ istotnosci dobrze sie zachowuje przy operacjach algebra-
icznych.

Lemat 2.2.12. Niech a, b, ¢, d € L i niech bAd = 0. Jesli a i ¢ sq istotne odpowiednio
w [0,b] 7 [0,d], to aV c jest istotny w [0,bV d].

Dowdd. Najpierw udowodnimy, ze a V d jest istotny w [0,b V d]. Niech x bedzie elementem
[0,bVd] takim, ze z A (aV d) = 0. Stad i z Lematu 2.1.19 dostajemy, ze a A (zV d) = 0. Zatem
zachodzi takze a AbA (zVd) = 0. Ponadto element a jest istotny w [0, b] oraz bA (xVd) € [0,b],
skad wynika, ze bA(zVd) = 0. Uzywajac ponownie Lematu 2.1.19, dostajemy, ze xA(bVd) = 0.
Ale x < bV d, wiec wnioskujemy stad, ze x = 0. Zatem a V d jest istotny w [0,b V d].
Podobnie mozemy udowodnié, ze aV ¢ jest istotny w [0,V d] i z Lematu 2.2.11 dostajemy
teze. ]

7 Lematu 2.2.12 tatwo wyciagna¢ nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.2.13. Jesli aq, ..., an, b1, ..., by sq elementami L takimi, Ze
1. zbior {by,...,by} jest sumowo niezaleiny,
2. elementy a; sq istotne w [0,b;] dla 1 <i < n,

to element a1 V ...V ay jest istotny w kracie [0,b1 V ...V by].

Dowdd. Wniosek udowodnimy przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 1 teza jest oczy-
wista. Zalézmy zatem, ze teza wniosku zachodzi dla ciagéw dlugosci n. Pokazemy, ze za-

chodzi takze dla ciagéw dilugosci n + 1. Niech aq, ..., @nt1, b1, ..., byy1 beda elemen-
tami jak w tresci wniosku. Wowczas z zalozenia indukcyjnego element ay V ...V a, jest
istotny w kracie [0,b; V...V b,]. Ponadto zbiér {b1,...,bn, b1} jest sumowo niezalezny,

zatem (b V ...V by) A bpy1 = 0. Korzystajac z Lematu 2.2.12 otrzymujemy, ze element
a1V ...VapV any jest istotny w przedziale [0,b1 V ...V by41], co nalezalo udowodni¢. [
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Teraz mozemy udowodni¢ nastepujace twierdzenie, ktore jest podstawa definicji wymiaru
Goldiego dla krat modularnych.

Twierdzenie 2.2.14. Niech L bedzie kratg modularng z zerem i jedynka. Nastepujgce warunki
sq réownowazne:

1. L nie zawiera nieskoriczonego zbioru sumowo niezaleznego,

2. L zawiera skoticzony zbior sumowo niezalezny {ai,...,a,} taki, Ze element a1 V...V a,
jest istotny w L i kraty [0, a;] sq jednolite dla 1 <i < n,

3. sup{k | L zawiera sumowo niezaleiny podzbidr mocy k} =n < oo,

4. dla kazdego ciggu a1 < az < ... elementéow z L istnieje indeks j taki, zZe dla wszystkich
k > j element a; jest istotny w kracie [0, ag).

Dowdd. (1) = (2) Najpierw udowodnimy, ze dla dowolnego 0 # b € L istnieje niezerowy
element ¢ < b taki, ze krata [0, ¢] jest jednolita. Jesli tak nie jest, to przez indukcje skonstru-
ujemy ciag ci, ca, ... elementéw L\ {0} takich, ze zbiér {c1,co,...} jest sumowo niezalezny
i dla dowolnego k element ¢1 V ...V ¢ nie jest istotny w [0,b]. Dla k& = 1 konstrukcja jest
oczywista. WeZmy dowolny element e < b. Z zalozenia krata [0, e] nie jest jednolita, zatem
istnieja elementy c1, ¢} < e takie, ze ¢; A ¢ = 0. Poniewaz ] < b, to oczywiscie ¢; nie jest
istotny w [0, b]. Ponadto zbiér {c;} jest sumowo niezalezny, zatem element ¢; spenia postu-
lowane warunki. Zalézmy, ze skonstruowalisémy ciag ci, ..., cx_1. Poniewaz ¢y V...V ¢x_1 nie
jest istotny w [0, b], istnieje element 0 # d < b taki, ze (¢1 V...V cx—1) Ad = 0. Z zalozenia
krata [0,d] nie jest jednolita. Zatem istnieja 0 # di,dy < d takie, ze d; A do = 0. Niech
¢, = di. Z Lematu 2.1.19 zbidr {cy,...,c,} jest sumowo niezalezny i element ¢ V...V ¢ nie
jest istotny w [0, b], poniewaz korzystajac z warunku (3) w Lemacie 2.1.13

(c1V...Vepg)Nda = (((e1 V... Veg—1)AN(d2Veg)) Veg) Ndy =
:(((Cl\/...\/Ck_l)/\d)\/Ck)/\dQ:Ck/\dgzdl/\dgzo

i do # 0. Skonstruowalismy zatem nieskoriczony zbiér sumowo niezalezny elementéw L, co
jest sprzeczne z (1).

Niech X bedzie maksymalnym sumowo niezaleznym podzbiorem zbioru elementow
x € L takich, ze krata [0,z] jest jednolita. Na mocy (1) zbiér X jest skonczony. Niech
X = A{z1,...,z,}. Twierdzimy, ze z1 V ...V z, jest istotny w L. Przypu$émy przeciwnie,
ze istnieje 0 # a € L takie, ze (x1 V...V x,) A a = 0. Z poprzednich rozwazani wynika, ze
istnieje element 0 # ¢ < a taki, ze krata [0, | jest jednolita. Wtedy na mocy Lematu 2.1.19
zbiér {x1,...,xn,c} jest sumowo niezalezny, whrew maksymalnosci X.

(2) = (3) Zatézmy, ze L zawiera sumowo niezalezny zbidr {b1,...,bx} i k > n. Pokazemy
przez indukcje, ze

dla kazdego 0 < j < n zbidr {a1,...,a,bj41,...,br} jest sumowo niezalezny, (2.1)

Dla j = 0 teza jest oczywista. Niech j > Oiniechc=a1V...Va;Vbj2V...Vb,. Rozwazmy

element (a3 Ac)V ...V (ay A ¢). Skoro kraty [0,a1], ..., [0,a,] sa jednolite, to z Wniosku
2.2.13 wynika, ze element (a; Ac) V...V (ap A c) jest istotny w [0,a1 V...V ay,] jesli tylko
asANe#0dlas=1,...,n. Ale z (2) element a1 V...V a, jest istotny w L, wiec wéwczas
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(a1 Ae) V...V (an Ac) jest istotny w L. Stad natychmiast wynika, ze element ¢ jest istotny
w L. To za$ jest sprzeczne z faktem, ze ¢ A bj11 = 0. Zatem dla pewnego 1 < s < n zachodzi
as A ¢ = 0. Biorac j + 1 = s otrzymujemy, ze zbiér {a1,...,aj41,bj42,...,bx} jest sumowo
niezalezny. Zatem zachodzi warunek (2.1).

W szczegdlnosei (2.1) implikuje, ze zbiér {aq, ..., an, bpi2, ..., bg} jest sumowo niezalezny.
To za$ jest niemozliwe, bo a1 V. ..Va, jest istotny w L. Otrzymana sprzecznosé konczy dowéd
(2) = (3).

(3) = (4) Jesli (4) nie zachodzi, to istnieje taricuch 0 # a; < as < ... elementéw L taki, ze
dla kazdego j > 1 element a; nie jest istotny w pewnej kracie [0, ay(;)], gdzie k(j) > j. Niech j,,
bedzie ciagiem indekséw zdefiniowanym nastepujaco: ji = 1, jm = k(jm—1). Wowczas istnieja
elementy 0 # a;»m < aj,, takie, ze aj,, A a;m = 0. Z Lematu 2.1.19 zbiér {aj,a;l, e a;-m, .
jest sumowo niezalezny, co jest sprzeczne z (3).

(4) = (1) Dowodzimy nie wprost. Jesli (1) nie jest spelniona, to L zawiera sumowo nieza-
lezny zbior {ai,...,an,...}. Wtedy a1 < a1 Vag < a;VagVag < ...1idlakazdego k zachodzi
(a1 V...Vag) Aags1 =0, co jest sprzeczne z (4). O

Wprowadzimy zatem nastepujaca definicje.

Definicja 2.2.15. Méwimy, ze krata modularna £ ma wymiar Goldiego n wtedy i tylko wtedy,
gdy L zawiera skoniczony sumowo niezalezny zbiér {ai, ..., a,} taki, ze element a; V...V ay
jest istotny w L i kraty [0, a;] sa jednolite dla 1 < ¢ < n. Jesli taki zbidr nie istnieje, to méwimy,
ze wymiar Goldiego kraty L jest nieskonczony. Wymiar Goldiego kraty £ oznaczamy przez
udim/z.

Twierdzenie 2.2.14 gwarantuje, ze przyjeta przez nas definicja wymiaru Goldiego jest
poprawna. Jednoczes$nie daje ono charakteryzacje krat o skonczonym wymiarze Goldiego.

Przykiad 2.2.16. Wprost z definicji kraty jednolitej i wymiaru Goldiego dla krat wynika,
ze wymiar Goldiego kraty jednolitej jest rowny 1.

Przyklad 2.2.17. W kracie M3 mamy zbiér sumowo niezalezny {a,b}. Ponadto a V b = 1,
za$ i jest elementem istotnym w Ms. Zatem wymiar Goldiego kraty Mj jest rowny 2.

Przyklad 2.2.18. Rozwazmy krate P(X). Jak juz wiemy, jedynym elementem istotnym tej
kraty jest element X. Niech Y bedzie podzbiorem X. Podkrata [(), Y] jest izomorficzna z kra-
ta P(Y). Zatem jest jednolita wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zbiorem jednoelementowym.
Sumowa niezaleznosé rodziny podzbioréw {Y;};c; oznacza, ze zbiory Y; sa parami rozlaczne.
Szukamy zatem skonczonej rodziny zbioréw jednoelementowych parami roztacznych, ktéra
w sumie daje caly zbidr X. Jesli zbior X jest skoriczony, to taka rodzing jest oczywiscie
{{z}}zex. Wtedy udimP(X) = |X]|. Jedli zbiér X jest nieskoriczony, to taka skonczona ro-
dzina nie istnieje i wtedy udimP(X) = oo.

7 Twierdzenia 2.2.14 otrzymujemy nastepujacy wniosek.
Whniosek 2.2.19. Zalozimy, ze udimL = n < oco. Wowczas

1. Jesli a € L, to udim[0, a] < n. Nierdwnosé jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy element a
nie jest istotny w L.

2. Jesli zbior {a1,...,ax} elementow L jest sumowo niezalezny, to udim[0,a1 V...V ag] =
Eé?:ludim[o,aj} < n.
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Dowdd. 1. Niech A C [0, a] bedzie zbiorem sumowo niezaleznym maksymalnej mocy. Wtedy
réwniez A C L. Zatem |A| < n, a stad udim|0, a] < n, co nalezalo udowodnié.

Pokazemy teraz, ze udim|0, a] < n wtedy i tylko wtedy, gdy element a nie jest istotny w L.

Zalézmy, ze udim[0,a] = k < n. Pokazemy, ze wtedy a nie jest istotny w L. Skoro
udim[0, a] = k, to z definicji wymiaru Goldiego istnieje skoriczony zbiér sumowo niezalezny
{a1,...ar} C [0,a] taki, ze a1 V ...V ai jest istotny w [0, a] oraz kraty [0,a;] sa jednoli-
te. Z Uwagi 2.1.20 wiemy, ze istnieje maksymalny sumowo niezalezny zbior X zawierajacy
{ai1,...,ax}. Pokazemy teraz, ze X # {ay,...,ar}. Jesli tak nie jest, to nie istnieje = takie,
ze (a1 V ...V ag) AN x = 0. To jednak oznacza, ze element aq V ...V ai jest istotny w L. Po-
nadto z zalozenia kraty [0, a;] sa jednolite i zbiér {a1,...,ax} jest sumowo niezalezny. Wtedy
jednak udiml = k < n wbrew zalozeniu. Zatem rzeczywiscie X # {a1,...,ar}. Niech wiec
z € X\{a1,...,ar}. Wtedy (a1 V...Vag) Az = 0. Rozwazmy element (a1 V...Vag)A(aAx).
Wtedy

(a1 V...Vag)AN(aNzx)<aV...Va oraz
<

x
(a1 V...Vag)A(ahz)<(aNzx) <.

Stad
(@mV...Vag)ANlanz) < (a1 V...Vag) Az =0.

Ale aANx € [0,al, zas element a; V...V ay jest istotny w [0, a]. Zatem a Az = 0, czyli element
a rzeczywiscie nie jest istotny w L.

Dla pokazania implikacji przeciwne]j zalézmy, ze element a nie jest istotny w £. Wéwczas
istnieje element 0 # = € L taki, ze a A xz = 0. Przypusémy teraz, ze udim|0,a] = n. Wtedy
istnieje sumowo niezalezny podzbiér {ai,...,a,} C [0,a]. Jednak a; V...V a, < a, zatem
(a1 V...Vap) ANx < aAx = 0. Na mocy Lematu 2.1.19 zbiér {aq,...,an,x} jest zbiorem
sumowo niezaleznym, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze udimL = n.

2. Niech m; oznacza udim[0, a;]. Z definicji wymiaru Goldiego oznacza to, ze istnieje sumo-
wo niezalezny zbiér {b, ..., b, } taki, ze bi V...V by, jest istotny w [0, a;] oraz kraty [0, b5] sa
jednolite. Z Wniosku 2.2.13 wynika, ze element b1 V. . .\/b}n1 V.. VO VL Vg, jest istotny w
kracie [0,a1 V...V ay,). Pozostaje wykaza¢, ze zbior {bi,..., b}, ,..., b}, ... bl } jest sumowo
niezalezny. Skorzystamy z Lematu 2.1.19. Jest jasne, ze zbiér {b1} jest sumowo niezalezny. Za-
16zmy zatem, ze zbiér {b, ..., b;} jest sumowo niezalezny. Mozliwe sa dwa przypadki: m; = j
lub m; # j. W przypadku gdy m; = j oczywicie (b1 V.. .\/b;'»)/\blfrl < (a'Vv...va)Aaii1 =0,
zatem istotnie zbiér {bi, ... ,b} bt} jest sumowo niezalezny. W przypadku, gdy m; # j po-
kazemy, ze {b},... ,b;, b§-+1} jest sumowo niezalezny. Podstawmy = = b§-+1, y=>biv.. .\/bﬁ;il_l,
z=1bj V... Vb wtozsamosci (3) z Lematu 2.1.13. Wéwezas

Y :b%\/...\/bf;l_1 <a'Vv...va ! oraz

TVz=0bi V... VbV, <d.

Zatem

a stad

:n/\(y\/z)::n/\((y/\(x\/z))\/z)::U/\z:béﬂ/\(bil\/...\/bi'):0,
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poniewaz zbiér {bf,...,b}, } jest sumowo niezaleiny. Zatem istotnie {bf,...,b% %, } jest
sumowo niezalezny.

Zbiér {b},...,bf, } spelia warunek 2 Twierdzenia 2.2.14, zatem udim[0, a1 V ... V ai] =
mi + ...+ my, co nalezalo udowodnic. ]

2.3. Dualny wymiar Goldiego w kratach

Jak wiekszos¢ poje¢ w kratach, takze pojecie wymiaru Goldiego ma wersje dualna. Skoro
krata dualna do kraty modularnej jest modularna (Uwaga 2.1.12), to nastepujaca definicja
jest najprostsza.

Definicja 2.3.1. Dualnym wymiarem Goldiego kraty £ nazywamy wymiar kraty Goldiego
kraty do niej dualnej LY.

Sprobujemy jednak wyrazi¢ definicje dualnego wymiaru Goldiego w jezyku samej kraty
L, a nie w jezyku kraty dualnej £°. Pozwoli to lepiej zrozumieé to pojecie i sformulowaé jego
jawna definicje.

Na poczatek przyjrzymy sie pojeciu zbioru sumowo niezaleznego. Niech I C L bedzie
zbiorem sumowo niezaleznym w £0. Zapisujac, co to znaczy, w jezyku kraty £, otrzymujemy
nastepujaca definicje.

Definicja 2.3.2. Podzbiér I zbioru L\ {0} nazywamy iloczynowo niezaleznym wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego skoriczonego podzbioru F C [ ix € I\ F zachodzi A\ F'Vx = 1, gdzie
N\ F' oznacza iloczyn wszystkich elementéw F.

Przyklad 2.3.3. W kracie M3 zbiér {a, b} jest iloczynowo niezalezny. Inne przyklady zbioréw
iloczynowo niezaleznych w tej kracie to {a,c} i {b, c}.

Przyklad 2.3.4. Rozwazmy krate P(X). Pokazemy, ze rodzina Y = {Y;};c; podzbioréw X
jest iloczynowo niezalezna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej pary indeksow i, j € I zachodzi
Y; UY; = X. Jest jasne, Ze jedli rodzina ) jest iloczynowo niezalezna, to dla dowolnych
i # J,%,J € I zachodzi Y; UY; = X. Stosujac oznaczenia z definicji zbioru iloczynowo
niezaleznego, wystarczy wziaé F' = {Y;} oraz z = Yj. Pokazemy, ze jest to réwniez warunek
wystarczajacy. Niech F' = {Y;,...,Y;, } bedzie podzbiorem Y i niech  =Y;, . Oczywiscie
(Yi,n...nY;,)UY; ., € X. Udowodnimy réwniez przeciwng inkluzje. Niech a € X. Wtedy
alboa € Y, ,alboa €Y, . JeSlia €Y, totakze a € (Y;; N...NY;,)UY; ..
Jedli zas a ¢ Vi, ,,, to z zalozenia dla kazdego 1 < j < n zachodzi Y;,,, UY;, = X. Stad
a €Y, azatem a € Y;; N...NY;, . Zatem rzeczywiscie z € (Y;; N...NY; )UY;
XCY,n...nYy;, )uy;

ni1s Czyli
n+1"°

Jedli element a jest istotny w kracie £°, to znaczy, ze dla kazdego 1 # x € L zachodzi
aV x # 1. Wprowadzamy zatem nastepujaca definicje.

Definicja 2.3.5. Element 1 # a € L nazywamy matym w L wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego elementu 1 # x € L zachodzi a V x # 1.

Przyklad 2.3.6. W kracie M3 tylko element o jest maly.
Przyklad 2.3.7. W kracie P(X) tylko zbidr () jest maty. Jedli ) #Y C X, to wtedy X \Y # 0
oraz X U (X \Y) = X. Zatem Y nie jest maly w P(X).
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Nastepnie wprowadzamy definicje pojecia dualnego do kraty jednolite;j.

Definicja 2.3.8. Krate £ nazywamy lekkq wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element 1 # x € L
jest malty w L.

Przyklad 2.3.9. Krata Ms nie jest lekka.

Przyktad 2.3.10. Krata P(X) jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem co najwyzej
jednoelementowym. Jesli X jest mocy wigkszej niz 1, to istnieje w nim podzbiér ) #Y C X.
Na mocy Przykladu 2.3.7 podzbidr Y nie jest matly, a zatem krata P(X) nie jest lekka. Jesli
X jest mocy co najwyzej 1, to w P(X) nie ma niepustych podzbioréw réznych od X. Zatem
rzeczywiscie P(X) jest lekka.

Przez dualizacje Twierdzenia 2.2.14 otrzymujemy zatem takie twierdzenie.
Twierdzenie 2.3.11. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. L nie zawiera nieskoriczonych zbioréw iloczynowo niezaleznych,

2. L zawiera skoriczony iloczynowo niezalezny zbior {ay, ..., an} taki, Ze a1 A ... A ay, jest
maly w L @ kraty [a;, 1] sa lekkie dla 1 < i< n,

3. sup{k | L zawiera iloczynowo niezalezny podzbior mocy k} = n < oo,

4. dla kazdego ciggu ... < an < ap—1 < ... < a1 elementdow L istnieje j takie, Ze dla
wszystkich k > j element a; jest maty w [ay, 1].

Dualny wymiar Goldiego kraty modularnej mozemy zatem zdefiniowaé w nastepujacy
sposoéb.

Definicja 2.3.12. Méwimy, ze krata modularna £ ma dualny wymiar Goldiego n wtedy
i tylko wtedy, gdy L zawiera skoniczony iloczynowo niezalezny zbiér {ai,...,a,} taki, ze
element a; A ... Aay, jest istotny w L i kraty [0, a;] sa lekkie dla 1 < i < n. Jedli taki zbiér nie
istnieje, to méwimy, ze dualny wymiar Goldiego kraty L jest nieskonczony. Dualny wymiar
Goldiego kraty £ oznaczamy przez hdim/Z.

Dualizujac Wniosek 2.2.19 otrzymujemy:
Whniosek 2.3.13. Niech hdimL =n < co. Wowczas

1. Jesli a € L, to hdim[a, 1] < n. Nierowno$¢ jest ostra wtedy i tylko wtedy, gdy element a
nie jest istotny w L.

2. Jesli zbior {ai,...,ar} elementow L jest sumowo niezalezny, to hdim[a; V...V ag, 1] =
Z?Zlhdim[o,aj} <n.

Policzmy dualny wymiar Goldiego dla kilku znanych nam przyktadéw krat.
Przyklad 2.3.14. Dualny wymiar Goldiego lekkiej kraty modularnej wynosi 1.

Przyklad 2.3.15. Dualny wymiar Goldiego kraty M3 wynosi 2.
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Przyktad 2.3.16. Policzymy teraz dualny wymiar Goldiego kraty P(X). Jak juz wiemy, je-
dyny maly element w tej kracie, to (). Szukamy skoiiczonej rodziny podzbioréw {Y7,...,¥,}
takiej, ze Y; UY; = X oraz kraty [V;, X]| sa lekkie. Oczywiscie krata [Y;, X] jest izomorficz-
na z kratag P(X \ Y;). Krata [V, X] jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy X \ Y; jest zbiorem
jednoelementowym. Jesli X jest zbiorem skoriczonym, to szukang rodzing jest {X \ {x}}.ex
i hdimP(X) = | X]|. Jesli X jest zbiorem nieskoriczonym, to nie ma skonczonej rodziny spel-
niajacej wymienione warunki, zatem hdimP(X) = oc.

Zauwazmy, ze dla kraty P(X) dualny wymiar Goldiego jest réwny jej wymiarowi Goldiego.
Nie jest to zaskakujace, bo krata P(X) jest izomorficzna ze swoja krata dualna. Warto jednak
zobaczy¢, jak dualne pojecia elementéw istotnych i malych oraz krat jednolitych i lekkich
funkcjonuja w tej samej kracie.

Pojecie dualnego wymiaru Goldiego dla krat formuluje sie w sposéb bardzo naturalny.
W nastepnym rozdziale pokazemy, ze zastosowanie go do modutéw daje nietrywialne rezultaty.
Przede wszystkim pozwala dobrze zrozumieé nature wymiaru Goldiego dla moduléw oraz
dobrze zdefiniowaé dualny wymiar Goldiego dla modutéw. Ponadto w jezyku krat tatwo jest
przedstawi¢ zwiazki miedzy réznymi definicjami dualnego wymiaru Goldiego przedstawionymi
w rozdziale pierwszym.
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Rozdzial 3

Wymiar Goldiego w kracie
podmodulow

W tym rozdziale zajmiemy sie zwiazkami miedzy wymiarem Goldiego dla modutéw i wymia-
rem Goldiego dla krat. Jak sie okaze, przejscie od wymiaru dla moduléw do wymiaru dla
krat jest bardzo naturalne i w istocie polega tylko na zmianie jezyka. Jednak zmiana sposobu
patrzenia pozwala dobrze wyjasnié nature dualnego wymiaru Goldiego dla modutéw. Niejasne
zwiazki miedzy réznymi podejéciami do dualnego wymiaru Goldiego wyrazone w jezyku krat
staja sie naturalne i klarowne.

3.1. Krata podmoduléw i jej wymiar Goldiego

Latwo jest poczynié¢ nastepujaca obserwacje.

Uwaga 3.1.1. Niech £(M) oznacza zbiér podmodutéw modutu M. Wtedy ( L(M),+,N) jest
krata z zerem i jedynka.

Dowdéd. Sprawdzimy, ze zachodza warunki (1)—(4) w definicji kraty. Niech N, P, @ beda
dowolnymi podmodutami modutu M.

Jest oczywiste, ze N + N = N oraz N N N = N. Zatem istotnie dzialania + i N sa
idempotentne. Ponadto oczywiscie N N P = P N N, wigc mamy przemienno$é¢ dziatania N.
Przemiennos¢ N+P = P+ N w latwy sposob wynika z przemiennoéci dziatania + w modutach,
alacznosé (N+P)+Q = N+ (P+Q) z tacznosci dzialania + na elementach modutu. Warunek
(NNP)NQ = NnN(PNQ) spelmiony w sposéb oczywisty.

Sprawdzimy, ze zachodza prawa pochlaniania. Jest oczywiste, ze N + (N N Q) O N.
Z drugiej strony N C N oraz (N N Q) C N, zatem takze N + (N N Q) C N. Istotnie wiec
zachodzi N +(NNQ)=N.

Pokazemy teraz, ze zachodzi takze warunek N N (N + P) = N. Jest oczywiste, ze
NN (N + P) C N. Aby pokazaé inkluzje przeciwna, zauwazmy, ze oczywiscie N O N oraz
N + P D N. Zatem zachodzi takze N N (N + P) DO N.

Zatem L(M) istotnie jest krata. Oczywiscie modul zerowy jest najmniejszym elementem
tej kraty (zerem), za$ modul M jest jej elementem najwickszym (jedynka). O

Co wiecej, ma miejsce nastepujacy fakt.

Lemat 3.1.2. Krata podmodutow ( L(M),+,N) jest kratq modularng.
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Dowdd. Niech XY, Z C M beda podmodutami M takimi, ze X O Z. Wowczas oczywiscie
XNY CXN(Y+Z)oraz XNZ C XN(Y+2), zatem takze (XNY)+(XNZ) C XN(Y +Z2).

Udowodnimy teraz inkluzje przeciwna. Niech z € X N (Y + Z). Wéwczas x € X oraz
xr €Y + Z. Zatem istnieja y € Y, 2z € Z takie, ze x = y + z. Poniewaz Z C X, to z € X.
Zatem réwniez y = x — z € X. Mamy zatem z € X N Z oraz y € Y N Z, a wiec istotnie
r=y+ze(XNY)+(XnNZ). O

Krata podmodutéw L(M) jest krata modularng z zerem i jedynka. Mozemy zatem za-
stosowaé twierdzenia poprzedniego rozdzialu do tej kraty. Zobaczymy najpierw, co oznaczaja
pojecia kratowe w jezyku modutéw.

Niech M bedzie modutem. Zauwazmy, ze bycie istotnym elementem kraty £(M) oznacza
doktadnie bycie istotnym podmodutem modutu M. A zatem krata £(M) jest jednolita wtedy
i tylko wtedy, gdy modul M jest jednolity. Ponadto fakt, ze zbiér podmodutéw X jest sumowo
niezalezny oznacza, ze jesli Ny, ..., Ny € X, to suma Nj + ...+ N jest prosta.

Ustaliwszy odpowiednio$é¢ miedzy pojeciami kratowymi i modulowymi, mozemy lepiej
zrozumieé przedstawione twierdzenia. Lemat 2.2.11 wyrazony w jezyku moduléw méwi, ze
wiasnoé¢ bycia podmodutem istotnym jest przechodnia. Mamy zatem alternatywny dowdd
Uwagi 1.2.7 punkt 2. Z kolei Lemat 2.2.12 méwi, ze istotnos¢ podmodutu zachowuje sie przy
braniu sumy prostej, a zatem odpowiada Lematowi 1.2.8.

Twierdzenie 2.2.14 zastosowane do kraty podmoduléw L(M) daje nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.1.3. Dia danego modutu M nastepujace warunki sq rownowazne:

1. M nie zawiera nieskoriczonego zbioru X niezerowych podmodutow takiego, Ze jesli Ny,
..., Ny € X, to suma Ny + ...+ Ni jest prosta.

2. M zawiera niezerowe jednolite podmoduty N1, ..., Ny, takie, Ze suma N = N1+...+ N,
jest prosta i N jest istotnym podmodutem w M.

3. sup{k | M zawiera sume prostq k niezerowych podmodulow } =n < co.

4. Dla dowolnego ciggu N1 € Na C ... podmodutow M istnieje j taki, ze N; jest istotnym
podmodutem w Ny, dla k > j.

Zauwazmy, ze punkt 2 Twierdzenia 3.1.3 odpowiada Lematowi 1.2.17. Zatem wymiar Gol-
diego modutu M to po prostu wymiar Goldiego kraty podmodutéw L£(M). Twierdzenie 3.1.3
daje uzasadnienie poprawnosci definicji wymiaru Goldiego dla moduléw, a takze podaje cha-
rakterystyke modutéw o skoniczonym wymiarze Goldiego, czyli odpowiada Wnioskowi 1.2.30.
W istocie rzeczy jesli uwaznie przeczyta¢ dowody, to dowdd implikacji zawartej w dowodzie
Lematu 1.2.27 jest identyczny z dowodem implikacji (1) = (2) w dowodzie Twierdzeniu 2.2.14,
za$ dow6d Lematu 1.2.29 odpowiada dowodom implikacji (3) = (4) i (4) = (1) Twierdze-
nia 2.2.14.

3.2. Dualny wymiar Goldiego w kracie podmoduléw

W tej czesci pracy zastosujemy wyniki poprzedniego rozdzialu do kraty podmodutéw. Krato-
we spojrzenie pozwoli dobrze zrozumie¢ wymiar Goldiego dla moduléw. Wyjasnia ono takze,
dlaczego niektore modulowe pojecia dualizowane sa w na pierwszy rzut oka dziwny i niezro-
zumialy sposoéb.
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Na poczatek znajdziemy odpowiedniki pojeé¢ kratowych w jezyku modutéw. Podmodut N
jest matym elementem podkraty £(M) doktadnie wtedy, gdy modut N jest malym podmodu-
lem modutu M. Zatem krata L£(M) jest lekka wtedy i tylko wtedy, gdy modul M jest lekki.
Co wiecej, zbiér X jest iloczynowo niezaleznym podzbiorem L£(M) wtedy i tylko wtedy, gdy
zbior X podmodultéw modutu M jest koniezalezny.

Latwo jest réwniez zrobi¢ nastepujaca obserwacje.

Uwaga 3.2.1. Jesli N jest podmodutem modutu M, to podkrata [N, M| kraty L£(M) jest
izomorficzna z krata £(M/N) w naturalny sposéb.

Dowdd. Latwo sprawdzi¢, ze odwzorowanie f : [N, M| — L(M/N) dane wzorem f(X) = X/N

jest izomorfizmem krat. O

Z Uwagi 3.2.1 mozna wyciagna¢ wniosek, ze podmodul N jest malty w kracie [K, M]
wtedy i tylko wtedy, gdy podmodut N/K jest malty w module M/K. Zgodnie z Definicja
1.3.3 mowimy wtedy, ze N lezy powyzej K w M. Zatem rzeczywiscie jest to pojecie dualne
do bycia istotnym rozszerzeniem. Ponadto tatwo takze stwierdzié, ze krata [N, M| jest lekka,
wtedy i tylko wtedy, gdy modut M /N jest lekki.

Twierdzenie 2.3.11 wyrazone w jezyku kraty podmoduléw daje nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 3.2.2. Dia dowolnego modutu M nastepujace warunki sq rownowazne:

1. M nie zawiera nieskonczonego zbioru koniezalezinego,
2. M zawiera koniezalezng rodzine podmodutow {N1, ... N,} takaq, Ze

(a) N1N...N Ny, jest matym podmodutem M,
(b) M/N; sq lekkimi modutami dla 1 < i < n.

3. sup{k | M zawiera koniezaleing rodzine wtasciwych podmodutéow mocy k} = n < oo.

4. Dla dowolnego ciggu N1 2 No 2 ... podmodutéw modutu M istnieje j takie, Ze Nj lezy
powyzej Ny dla wszystkich k > j.

Przyjmiemy zatem nastepujaca definicje dualnego wymiaru Goldiego.

Definicja 3.2.3. Méwimy, ze modut M ma dualny wymiar Goldiego n wtedy i tylko wtedy,
gdy M zawiera skoriczong koniezalezng rodzine podmodutéw { Ny, ..., Ni} taka, ze NyN...N
Nj. jest matym podmodutem M i M/N; sa lekkimi modutami dla 1 < i < n. Jesli taka rodzina
nie istnieje, to méwimy, ze dualny wymiar Goldiego dla modutu M jest nieskoriczony. Dualny
wymiar Goldiego modutu M oznaczamy hdim(M).

Zauwazmy, ze punkt 1 Twierdzenia 3.2.2 odpowiada definicji Takeuchiego 1.3.7, punkt
4 odpowiada definicji Reitera 1.3.8. Uzywajac Lematu 1.3.12 mozna zauwazy¢, ze punkt 3
stwierdza, iz nie moze istnie¢ epimorfizm z M na skoriczona sume prosta wiecej niz n sktad-
nikéw. Zatem warunek 3 jest rownowazny definicji Varadarajana 1.3.11. Twierdzenie 3.2.2
moéwi, ze definicje Takeuchiego, Reitera i Varadarajana sa réwnowazne przyjetej przez nas
definicji dualnego wymiaru Goldiego, a zatem sa takze rownowazne sobie nawzajem. Jedno-
czesnie konstrukcja wymiaru Goldiego w kracie podmodutéw jest bardzo eleganckim i klarow-
nym wyjasnieniem zwiazkow miedzy tymi definicjami. Ujawnia ona nature dualnego wymiaru
Goldiego dla moduléw i stanowi przekonujacy intuicyjny argument, ze przyjeta definicja cha-
rakteryzuje wiasciwe pojecie.
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