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1 Podstawowe pojecia

1.1 Co to jest programowanie liniowe?

Program liniowy (w skrécie PI_E]) jest to problem minimalizacji/maksymalizacji liniowej funkcji
celu o n argumentach x1, x,, ..., x, przy zachowaniu pewnej liczby réwnosci lub nieréwnosci
liniowych (bedziemy je nazywac ograniczeniami) zawierajacych zmienne x;.

Przyklad:
zminimalizuj T1 + 229

z zachowaniem warunkow x5 < 21 + 2
21’1 + 29 < 4

2;62 + 21 > 0

) Z 0

Za pomoca programéw liniowych mozna wyrazi¢ bardzo wiele naturalnych probleméw op-
tymalizacyjnych. Dla przyktadu, problem maksymalnego przeptywu w sieci o n wierzchotkach,
zrédle s, ujsciu t, i funkcji przepustowosci ¢ : V2 — R mozna wyrazi¢ za pomocg nastepujacego
programu liniowego o |V'|?> zmiennych (dla kazdej pary wierzcholkéw v, w mamy zmienne f,,, i
fwes odpowiadajace przeptywowi od v do w i odwrotnie) i 2|V'|? + |V'| — 2 ograniczeniach:

zmaksymalizuj Y vev fov

z zachowaniem warunkéw  f,,, < ¢(v, w) v,weV
fvw:_fwv U,U)GV
Zwevawzo UGV\{S,t}

Inny przyktad: znajdowanie dlugosci najkrétszej Sciezki od s do ¢ w grafie G = (V) F) z
funkcja w : E — R opisujaca dtugosci krawedzi. Tu dla kazdego wierzchotka v mamy zmienng
d,. Dla wierzchotkéw na najkrétszej Sciezce od s do ¢ zmienna d,, bedzie odpowiadaé odlegtosci
od s do v.

zmaksymalizuj dy
z zachowaniem warunkéw d, < d, + w(u,v) (u,v) € E
ds =0

Zadanie. Udowodnij, ze ten program faktycznie jest rOwnowazny problemowi najkrétszej Sciezki.
Rozwigzanie. Dow6d mozna przedstawi¢ w nastgpujacy nieformalny sposéb: wyobrazmy sobie
ze mamy fizyczny model grafu, w ktérym wierzchotki (powiedzmy metalowe kulki) sa potac-
zone sznurkami o odpowiednich dtugosciach. Zeby znalezé odlegtosé od s do ¢ chwytamy za
kulki odpowiadajace tym wierzchotkom i staramy si¢ je maksymalnie od siebie oddali¢ (az do
catkowitego napigcia niektérych sznurkéw).

!'w tekstach anglojezycznych powszechnie uzywany jest skrét LP
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1.2 Terminologia, posta¢ kanoniczna i dopelieniowa

Rozwazmy PL o n zmiennych x4, . . ., x,,. Warto$ci zmiennych mozemy utozsamia¢ z wektorem
x = (1,...,7,) € R". Zauwazmy tez, ze liniowa funkcje¢ celu Z;;l c;r; mozemy zapisac
krécej jako ¢’ x dla wektora ¢ = (cy, . . ., ¢, ). Bedziemy utozsamiac t¢ funkcje z wektorem c.

o x € R" jest rozwiqzaniem dopuszczalnyrrﬂ PL gdy x spelnia wszystkie ograniczenia.

e x € R" jest rozwiqzaniem optymalnym PL gdy x jest rozwiazaniem dopuszczalnym i
optymalizuje funkcje celu, tzn. jesli dla dowolnego dopuszczalnego y € R™ jest c’'x <
c’y w przypadku gdy PL jest minimalizacyjny (¢’ x > ¢’y gdy maksymalizacyjny).

e PL jest dopuszczalny gdy istnieje rozwigzanie dopuszczalne, w przeciwnym przypadku
jest sprzecznyﬂ

e PL jestnieograniczony gdy jest dopuszczalny ale dla dowolnego A € R istnieje rozwigzanie
dopuszczalne x takie, ze cIx < )\ (w wersji minimalizacyjnej; w wersji maksymaliza-
cyjnej: cI'x > \).

e PL jest ograniczony gdy ma rozwigzanie optymalne.

W dalszej czg$ci skryptu udowodnimy, ze kazdy PL jest albo sprzeczny, albo nieograniczony,
albo ograniczony. (Nietrywialna jest tu implikacja nie nieograniczony — ograniczonyﬂ)

Bedziemy postugiwac si¢ trzema wygodnymi postaciami programéw liniowych: kanoniczna,
standardowa i dopetnieniowsf’}

1.2.1 Posta¢ kanoniczna

Posta¢ kanoniczna jest najbardziej ogdlna z trzech rozwazanych tu postaci. Program w postaci
kanonicznej wyglada nastgpujaco:

zmaksymalizuj E?:1 CjTj

z zachowaniem warunk6éw 37 | a;;7; < b; t=1,...,m

gdzie {a;;, b;, c; } sa dane. Wygodniej bedzie nam uzywacé zapisu macierzowego:

%ang. feasible solution

3ang. infeasible

4Zauwazmy, ze w tej implikacji musimy silnie skorzysta¢ z wlasnosci programéw liniowych. Np. dla zadania
postaci zminimalizuj z w zbiorze Q = {(x,y) | y > 1} taka implikacja nie zachodzi, cho¢ @ jest domknigty i
wypukty.

SW literaturze panuje niemaly batagan dotyczacy terminologii postaci PL. W szczegélnosci, w wielu tekstach
postaé dopetnieniowa (ang. augmented) jest nazywana standardowa (standard). DokonaliSmy tu takiego wyboru,
poniewaz stowo ,,dopetnieniowa” wigcej mowi o naturze tej postaci, natomiast wigkszo$¢ naturalnych problemoéw
algorytmicznych zapisuje si¢ standardowo w postaci, ktéra nazwiemy standardowa. Wreszcie, ta terminologia jest
uzywana w Cormenie i Vaziranim
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zmaksymalizuj cI'x

z zachowaniem warunkéw Ax <b

gdziec € R",b € R™ A € M,;,xn[R].
Rozwazmy PL L i L', maksymalizacyjne, z funkcjami celu c i ¢/. Powiemy, ze L i L' sa
rownowazne gdy

e dla kazdego rozw. dopuszczalnego z programu L istnieje rozw. dopuszczalne =’ programu
L' tz.cx = c'x.

e dla kazdego rozw. dopuszczalnego =’ programu L’ istnieje rozw. dopuszczalne = programu
Ltz.cx = c'x.

W sytuacji, gdy jeden z programéw L i L’ jest maksymalizacyjny, a drugi minimalizacyjny
definicja jest analogiczna, ale wymagamy réwnosci cx = —c'x.

Lemat 1. Kazdy PL mozna sprowadzi¢ do rownowaznego w postaci kanonicznej.
Dowdd. Zadanie min c¢’x zamieniamy na max (—c)’x. Réwnosci al x = b; zamieniamy na

pare al x < b;, al x > ;. Nieréwnosci al x > b; zamieniamy na (—a;)Tx < —0;. ]

1.2.2 Postaé standardowa

Programy liniowe modelujace problemy algorytmiczne bardzo czgsto sa w nastgpujacej postaci
(jest to szczegdlny przypadek postaci kanonicznej):

zmaksymalizuj c’'x
z zachowaniem warunkéow Ax <b
x>0

Lemat 2. Kazdy PL mozna sprowadzi¢ do rownowaznego w postaci standardowej.

Dowod. Mozemy zalozy¢, ze mamy juz PL w postaci kanonicznej. Aby zapewnié nieujemnos$¢
kazdej zmiennej, dla kazdej zmiennej x; wprowadzamy pare zmiennych z; i x; i kazde wys-
tapienie z; w PL (takze w funkcji celu) zastepujemy przez z;7 — z; . Dodajemy tez z;7 > 0 i

x; > 0. ]

Czasem nie chcemy sztucznie zamienia¢ problemu minimalizacji na maksymalizacj¢ przez
odwrdcenie funkcji celu. Posta¢ standardowa w wersji minimalizacyjnej wyglada nastgpujaco:

zminimalizuj c’'x

z zachowaniem warunkéw Ax > b
x>0
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1.2.3 Posta¢ dopelnieniowa

Program w postaci dopetnieniowej (w wersji maksymalizacyjnej) wyglada nastgpujaco:

zmaksymalizuj c’'x
z zachowaniem warunkow Ax =Db 1=1,...,m
x>0

gdziec € R",b € R™, A € M,,,«,[R]. Zauwazmy, ze z doktadnoscia do zamiany réwnosci na
pary nieréwnos$ci mozemy powiedzie¢, ze PL w postaci dopetnieniowej jest w postaci standard-
owej.

Lemat 3. Kazdy PL mozna sprowadzi¢ do réwnowaznego w postaci dopetnieniowej.

Dowod. Mozemy zatozy¢, ze mamy juz PL w postaci standardowej. Dla kazdej nieréwnoSci
alx > b; wprowadzamy ,,zmienna dopelnieniowajﬂ s; 1 nieréwnos¢ zastepujemy przez a) x —
s; = b; oraz s; > 0. O

2 Geometria programow liniowych

Przypomnijmy:
e zbiér punktéw spelniajacych alx = b, a € R™, b € R to hiperptaszczyzna,
e zbi6r punktéw spetniajacych a’x > b to pétprzestrzer,

e 7bidr rozwigzan dopuszczalnych PL w postaci kanonicznej Ax < b to przecigcie pélprzestrzeni,
czyli wielos’cianﬂ

Dla przyktadu, zbiér rozwiazan dopuszczalnych PL z rozdziatu [I.1] jest czworokatem (w
2 wymiarach hiperptaszczyzny to proste, potprzestrzenie to pdtptaszczyzny, a wieloSciany to
wielokaty). Zauwazmy, ze rozwiazanie optymalne to najdalszy punkt wieloScianu w kierunku
wektora funkcji celu (dla problemu maksymalizacyjnego; dla minimalizacyjnego w kierunku
wektora odwrotnego).

Zauwazmy, ze zbior rozwiazan PL jest przecigciem zbioréw wypuktych (poiprzestrzeni,
hiperplaszczyzn) a wigc jest wypukly.

2.1 Struktura rozwiazan optymalnych

Zdefiniujemy teraz trzy naturalne pojgcia zwigzane z programami liniowymi i ich geometryczna
interpretacja. Za chwile pokazemy, ze sa one rownowazne.

bang. slack variable
Tang. polyhedron
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o Wierzchotkiem wieloScianu P nazywamy dowolny punkt x € P, ktory jest jedynym
rozwiazaniem optymalnym dla pewnej funkcji celu c.

o Punktem ekstremalnym wieloScianu P nazywamy dowolny punkt x € P, ktdry nie jest
wypukta kombinacja dwéch innych punktéw y, z € P. (Przypomnijmy, ze wypukta kom-
binacja y i z to dowolny punkt postaci Ay + (1 — \)z dla pewnego A € [0, 1].)

e Bazowe rozwiqzanie dopuszczalne (brd) PL o n zmiennych to rozwiazanie dopuszczalne
x € R" takie, ze istnieje n liniowo niezaleznych ograniczen (w sensie wektoréw wspétczyn-
nikéw przy x;, tzn. x14+2x9 > 11214229 < 2 53 liniowo zalezne), ktdre dla x sa spetnione
z réwnoéci Na przyktad (0,0) i (2, §) sa brd programu z rozdziatu
W ponizszych lematach rozwazamy dowolny program liniowy oznaczamy przez P wielos-
cian jego rozwiazan dopuszczalnych. Zaktadamy, Ze jest on dany w postaci maxc’x, Ax < b
(sprowadzenie dowolnego programu do takiej postaci nie zmienia wieloScianu rozwiagzan do-
puszczalnych).

Lemat 4. Jesli x jest wierzchotkiem P to x jest punktem ekstremalnym.

Dowdd. Niech c bedzie funkcja celu taka, ze x jest jedynym rozwiazaniem optymalnym LP dla
funkcji celu c.

Zalézmy, ze x = Ay + (1 — \)z dla pewnych y,z € P oraz A € [0,1]. Poniewaz x jest
jedyny optymalny wigc ¢y, ¢’z < cTx. Ale wéwczas, z liniowosci ¢

cI'x =My +(1-Nc'z < "x+ (1 - N)c'x=c"x
O

Lemat 5. Jesli x jest punktem ekstremalnym ‘P to X jest bazowym rozwiqzaniem dopuszczalnym.

Dowod. 7. definicji punktu ekstremalnego x jest dopuszczalny. Zalézmy, ze nie jest brd, tzn.
ze nie istnieje n liniowo niezaleznych ograniczen spetnionych z réwnoscia dla x. Intuicyjnie,
oznacza to, ze wokét x jest nieco ,Juzu”, tzn. jest pewien wektor d (liniowo niezalezny od
wektorow ograniczen spetnionych z réwnoscia), wzdtuz ktérego mozemy si¢ przemieszczac z
x w przdd 1 w tyl pozostajac w P. Istotnie, pokazemy, ze x jest kombinacja wypukta dwdch
punktéw w P.

Niech T' = {i | alx = b;}. Wiemy, ze {a; | i € T'} nie rozpina R", tzn. rank[a;,i € T] < n.
Stad uktad réwnan (jednorodny)

ald=0 ie€T

ma przestrzen rozwiazan wymiaru n — rank[a; | ¢ € T] > 1. Czyli istnieje d # 0 ktdry jest
rozwiazaniem tego uktadu. Pokazemy, ze dla pewnego matego ¢ > 0, x + ed € P, czyli bedzie
sprzecznos$¢ (bo x jest ekstremalny). Istotnie, jesli ¢ € T to dla dowolnego ¢, al (x + ed) =
b;. Dlai ¢ T mamy a’x > b;, a wigc na pewno mozna wybra¢ dostatecznie male ¢, zeby
al (x 4+ ed) > b; dlakazdegoi & T. O

8ang. tight
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Lemat 6. Jesli x jest bazowym rozwiqzaniem dopuszczalnym PL to x jest wierzchotkiem P.

Dowdd. Niech T = {i | alx = b;}. Podamy funkcje celu c, przy ktérej x jest jedynym
rozwiazaniem optymalnym: ¢ = ) ., a;. Dla dowolnego y € P mamy

cly = Za{y < Zbi =c’x,

i€T €T

(czyli x jest rozwigzaniem optymalnym) przy czym réwnos$¢ zachodzi tylko gdy dla kazdego i €
T,aly = b;, ato jest uklad ktérego jedynym rozwiazaniem jest x (bo rank[a; | i € T] = n). [

Wnhiosek 1. Dla dowolnego programu liniowego sq réwnowazne:
(i) x jest wierzchotkiem,
(ii) x jest punktem ekstremalnym,
(iii) x jest bazowym rozwiqzaniem dopuszczalnym. [

Twierdzenie 1. Kazdy ograniczony PL w postaci standardowej max c’x, Ax < b, x > 0 ma
rozwiqzanie optymalne, ktore jest punktem ekstremalnym.

Dowod. Niech x bgdzie rozwigzaniem optymalnym PL. Jesli x jest ekstremalny — koniec. W
przeciwnym przypadku pokazemy jak przej$¢ od x do punktu ekstremalnego o tej samej wartosci
funkcji celu (uzywajac analogii tréjwymiarowej, przesuniemy si¢ z x wewnatrz wielo$cianu do
Sciany wieloScianu, nastgpnie ze Srodka Sciany do krawedzi, a z krawedzi do wierzchotka).

Oznaczmy przez P wieloScian rozwigzafh dopuszczalnych. Skoro x nie jest punktem ek-
stremalnym, to istniejey # Otakize x +y,x —y € P.

Po pierwsze zauwazmy, ze przesuwajac si¢ wzdtuz wektora y nie zmieniamy wartosci funkcji
celu. Istotnie, gdyby c’y > 0 to c’(x +y) > cTx, natomiast gdyby ¢’y < 0to cf'(x —y) >

c’x, czyli w obu przypadkach dostajemy sprzeczno$¢ z zatozniem ze x jest optymalny. Skoro

c’y = 0 to dla dowolnego a, ¢ (x + ay) = c’'x.

Rozwazmy teraz dowolne ograniczenie spelnione z réwnoscia, czyli (a;)?x = b;. Teraz
zauwazmy, ze skoro (a;)7(x +y) < b to (a;)Ty < 0. Podobnie skoro (a;)T(x —y) < b to
(a;)Ty > 0. Stad (a;)Ty = 0 a nawet (a;)T (ay) = 0 dla dowolnego @ € R. Czyli jesli i-te
ograniczenie jest spelnione z réwnoscia, to po przesunigciu si¢ wzdluz y dalej tak bedzie, tzn.
(a;,)T(x + ay) = b;. Geometrycznie, odpowiada to spostrzezeniu, ze jesli x jest na krawedzi
(Scianie, ...), to posuwajac si¢ wzdluz y dalej pozostajemy na krawedzi (Scianie, ...).

Niech teraz A = max{a | x + oy € Porazx — oy € P}. WeZmy j takie, ze y; # 0.
Zauwazmy, ze jeSliz; = Otoy; = 0 (wpp. z; +y; <O0lubz; —y; < 0,czylix+y & P lub
x —y ¢ P), a wiec musi by¢ x; # 0. Oznacza to, ze dla dostatecznie duzego o, z; + ay; = 0
lub z; — ay; = 0, czyli A jest dobrze okreSlone. Zauwazmy, ze w rozwigzaniu dopuszczalnym
X + Ay rosnie liczba ograniczen spetnionych z réwnoscia. To implikuje, ze powyzsza operacj¢
wykonamy co najwyzej n + m razy zanim dojdziemy do punktu ekstremalnego. [

Wnhiosek 2. Istnieje algorytm (brutalny), ktory rozwiqzuje PL w postaci standardowej o n zmi-
ennych i m ograniczeniach w czasie O((™)n?).
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Dowdéd. Zeby rozwiazaé LP w postaci standardowej wystarczy sprawdzi¢ wszystkie wierzchotki
wieloScianu 1 wybra¢ wierzchotek o najmniejszej wartosci funkcji celu. Wierzchotkéw jest tyle
co bazowych rozwiazari dopuszczalnych, czyli (7'). Aby znalez¢ taki wierzchotek wystarczy
rozwiazac uktad odpowiednich n liniowo niezaleznych réwnan. ]

(Uwaga. W powyzszym twierdzeniu m oznacza liczbe ograniczen, a nie liczbe wierszy
macierzy A. Jesli te liczbg wierszy oznaczymy przez r to m = r + n).

3 Algorytmy programowania liniowego

Pierwszym algorytmem programowania liniowego byt algorytm simplex, opublikowany przez
George’a Dantziga w 1947 roku. Algorytm ten najpierw znajduje pewien wierzchotek wielos-
cianu rozwiazan dopuszczalnych, a nastgpnie w petli przemieszcza si¢ wzdluz krawedzi do jed-
nego z sasiednich wierzchotkéw tak, aby poprawi¢ warto$¢ funkcji celu. Niestety okazuje sig,
ze jego pesymistyczna ztozono$¢ jest wyktadnicza. Doskonale zachowuje si¢ on jednak dla
,rzeczywistych” danych i jest powszechnie stosowany w praktyce.

Kolejny przetom nastapit w 1979 kiedy to Leonid Khachiyan opublikowat tzw. metode elip-
soidalna, czyli algorytm wielomianowy o zlozonosci O(n*L), gdzie L jest ograniczone z gory
przez dlugo$¢ zapisu binarnego danych (macierzy A, wektoréw b i c). Istnieja implementacje
tego algorytmu, jednakze Zle sprawdzaja si¢ w praktyce.

W 1984 roku zupelnie inne podejScie zaproponowal Narendra Karmarkar. Jego metoda
punktu wewnetrznego osiaga ztozonosé O(n>®°L) i zostala poprawiona przez kolejnych autoréw
do O(n3L). Podobno niektére implementacje niektérych wersji tego algorytmu zachowuja sig
bardzo dobrze dla rzeczywistych danych (poréwnywalnie albo lepiej niz algorytm simplex).
Mimo to, nawet ten algorytm jest rzadko stosowany praktyce.

3.1 Algorytm simplex

W poprzednim rozdziale zauwazyliSmy juz, ze poszukujac rozwigzan optymalnych mozna ograniczy¢
si¢ do wierzchotkéw wieloScianu. Algorytm simplex korzysta z tej obserwacji i realizuje pode-
jscie local search. Dokltadniej, algorytm zaczyna od dowolnego wierzchotka wieloscianu 1 w
kazdej kolejnej iteracji probuje przemiescic si¢ do takiego sasiedniego wierzchotka, ze warto$¢
funkcji celu poprawia si¢ (lub przynajmniej nie pogarsza).

Opiszemy teraz algorytm simplex na przyktadzie konkretnego programu liniowego:

max 3x1 + x0 + 213

I1+ZE2+3I3§30
2[E1 + 2ZE2 + 5ZL‘3 S 24
T1, T, 3 > 0.
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Zauwazmy, ze jest to program w postaci standardowej (w wersji maksymalizacyjnej), oraz
wszystkie wyrazy wolne z prawych stron nieréwnosci sa nieujemne. Dzigki temu tatwo znalezé
dla niego rozwiazanie dopuszczalne — rozwiazanie zerowe: r; = 0, zo = 0, x3 = 0.

Zapiszmy teraz ten program w postaci dopetnieniowej, wprowadzajac zmienna dopetnieniowa
dla kazdej nieréwnosci (z wylaczeniem warunkéw nieujemnos$ciowych). Dodatkowo funkcje
celu zastapmy nowa zmienng z:

max =z

z =3r1 + T+ 223

T4 :30—1’1—1‘2—31'3
Ty = 24 — 21}1 — 2.’13'2 — 5!E3
T :36—4371—132—2563

X1,T2,T3,T4,Ts5,Te Z 0.

Nasze rozwiazanie dopuszczalne, rozszerzone o zmienne dopetnieniowe ma teraz nastgpu-
jaca postac:
37120,1‘2:0,{173:0, I4:30,$5:24,[I)6:36.

Podczas dziatania algorytmu, w kolejnych krokach bedziemy zmienia¢ nasz program lin-
iowy. Mimo, iz ograniczenia bgda si¢ zmieniaé, zawsze beda one opisywac ten sam wieloScian
(tzn. zbidr rozwiazan dopuszczalnych). W kazdym kroku nasz program liniowy bgdzie miat
szczeg6lng postaé, ktéra w sposéb jednoznaczny bedzie wyznaczaé pewien wierzchotek wielos-
cianu — najlepsze dotad znalezione rozwigzanie. Podamy teraz niezmiennik, ktory opisuje
postaé tych programéw.

Niezmiennik sformutujemy dla dowolnego programu (a nie tylko powyzszego przyktadu).
Zat6zmy, ze poczatkowy program w postaci dopetnieniowej ma m réwnosci, oraz zawiera zmi-
enne T, ..., Ty, (gdzie Tyy1, . . ., Loy S zmiennymi dopetnieniowymi).

Niezmiennik 1. Zbiér zmiennych {1, ..., 2, } dzieli si¢ na dwa roztaczne zbiory: m zmien-
nych bazowych 1 n zmiennych niebazowych. Oznaczmy zbiér indekséw zmiennych bazowych
przez B = {By, ..., B,,} (baza) i zmiennych niebazowych przez N = {Ny,..., N, }. Program
zawiera:

e réwnanie postaci z = v+ 37 | ¢;TN;;
e dlakazdegoi = 1,...,m réwnanie postaci v, = b; + > _\_, a; ;7 n;, gdzie b; > 0;
e dlakazdegoi =1,...,n + m nieréwnos¢ z; > 0,

gdzie v, ¢;, b, a; ; sa stalymi.

W rozwazanym przez nas przyktadzie, powyzszy niezmiennik jest spetniony dla N = {1, 2,3}
oraz B = {4,5,6}.
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Fakt 1. Jesli spetniony jest niezmiennik to rozwiazanie (1, . .., Ty, ) postaci

v — 0 gdyie N
‘1 b; gdyi=B;dlapewnegoj=1,...,n

jest bazowym rozwiazaniem dopuszczalnym o wartos$ci funkcji celu v.

Proof. Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowane rozwiazanie jest rozwigzaniem dopuszczalnym o
wartoSci funkcji celu v. Aby pokazaé, ze jest to bazowe rozwiazanie dopuszczalne musimy
wskaza¢ n + m liniowo niezaleznych ograniczen spetnionych z réwnoscia. W tym celu, dla
kazdego i € B wybieramy (jedyna) rownos¢ zawierajaca x; oraz dla kazdego ¢ € N nieréwnos¢

Z powyzszego faktu wynika, ze o ile spetniony jest niezmiennik, to faktycznie znajdujemy
si¢ w wierzchotku aktualnego progamu w postaci dopetnieniowej. Latwo sprawdzic¢ tez, ze po
zignorowaniu zmiennych dopetnieniowych otrzymamy wierzchotek odpowiadajacego programu
w postaci standardowej, a wigc faktycznie algorytm bedzie generowal wierzchotki wielo$cianu
oryginalnego programu liniowego.

Wr6émy do algorytmu simplex. Naszym celem jest zwigkszenie zmiennej z. W tym celu
spdjrzmy na dowolna zmienna niebazowa z dodatnim wspétczynnikiem w funkcji celu. W
tym przypadku mozemy wybra¢ dowolng zmienna z x1, x5, 3 — wybierzmy x;. OczywiScie
powigkszajac x; powigkszamy z. Jak bardzo mozemy powigkszy¢ x,, zachowujac wszystkie
ograniczenia? Dopdki zmienne bazowe pozostaja nieujemne, a wigc:

30 24 361 _ 36 _ g

xl::mln{1,2,4 =2

Po takiej operacji przynajmniej jedna zmienna bazowa (w tym przypadku z¢) przyjmuje wartos$¢
0. To pozwala na zmiang¢ bazy (a w konsekwencji zmian¢ wierzchotka, w ktérym jesteSmy):
zmienna x; wchodzi do bazy (jest zmienng wchodzqcq), a zmienna x¢ wychodzi z bazy (zmienna
wychodzqca). Operacja wymiany bazy (ang. pivot) przebiega w dwdéch krokach:

1. Rozwiaz réwnanie zawierajace zmienng wychodzaca ze wzgledu na zmienng wchodzaca.
W tym przypadku otrzymujemy:

1 1 1
I :9—Z$2—§$3—Z$6.

2. wstaw wynik zamiast x; z prawej strony wszystkich réwnan (czyli uaktualnij wspotczyn-
niki przy zmiennych niebazowych i wyrazy wolne). W tym przypadku otrzymujemy:

z = 27 + iLUQ + %JJ;; — %.1:6
ry = 9 — il’g - %ZE3 - %.%‘6
e = 21 — 2x; — 3m3 + img
rs = 6 — %:vg — dxs + %$6.

Fakt 2. Po operacji wymiany bazy otrzymujemy program liniowy o tym samym zbiorze rozwiazan
dopuszczalnych.
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OtrzymaliSmy rozwiazanie (9,0,0,21,6,0) o wartosci funkcji celu 27. Wykonajmy kole-
jna operacje wymiany bazy. Teraz jako zmienng wchodzaca mozemy wybrac juz tylko jedna z
dwoch: x5 lub x3, bo tylko te zmienne maja dodatnie wspétczynniki w funkcji celu. Wybierzmy

x3. Podobnie jak poprzednio:
. [9 216 6 3
I3 ‘= 1min I,?,Z 2125

2 2

A wigc x5 wychodzi z bazy. Otrzymujemy nowy program:

z = % + 11?332 %.’E{, — %xﬁ
rK = g — 13—6513'2 —+ ?1'5 — @l’ﬁ
AR S S S iy
Ty = v =+ EZ’Q + gl’5 — El‘ﬁ.

Teraz jedynym kandydatem do wejscia do bazy jest x,. Zauwazmy, ze w ostatnim réwnaniu
wspotczynnik przed x5 jest dodatni. Oznacza to, ze zwigkszajac o mozemy tez zwigkszac x4
zachowujac ostatnig réwnos¢ zawsze spetniona. A wigc przy wyborze zmiennej wychodzacej
nie bierzemy pod uwage z,4:

Uwaga. Zastanowmy si¢ jednak przez chwile, co by bylto, gdybySmy nie mieli czego wziac¢ do
minimum, tzn. gdyby istniata zmienna z dodatnim wspétczynnikiem w funkcji celu i nieujem-
nymi wspoétczynnikami w pozostatych rownaniach? Wtedy powigkszajac t¢ zmienng moglibySmy
otrzymac rozwiazanie dopuszczalne o dowolnie wysokiej wartosci fukcji celu. W takiej sytuacji
algorytm simplex zwraca komunikat “PROGRAM NIEOGRANICZONY™” i koniczy dziatanie.

33
e ms 4 —
Ty 1= mm{T, =4.

16

olw|rolee
wlwo|nolee

Wracajac do naszego programu liniowego, otrzymujemy:

z = 28 — %3:3 — %.Tg) — %Jf@
Ty = 8 + %.I'g + %375 — %1’6
Ty = 4 — §I3 - %JJ{; + %1’6
ry = 18 — %Zﬁg + %ZL‘5 +  Ozg.

OtrzymaliSmy wigc sytuacje, gdy nie mozemy wykonac operacji wymiany bazy poniewaz
wszystkie wspotczynniki w funkcji celu sa ujemne. Jest jednak jasne, ze musieliSmy w ten
sposob dostaé rozwigzanie optymalne programu, poniewaz dla dowolnych nieujemnych wartosci
zmiennych wartos¢ funkcji celu naszego programu nie moze przekroczy¢ aktualnej, czyli 28.
Poniewaz w kolejnych krokach algorytmu otrzymywaliSmy réwnowazne programy liniowe o
tym samym zbiorze rozwigzan dopuszczalnych, jest to takze rozwiazanie optymalne oryginal-
nego programu. Odnotujmy te rozwazania jako fakt:

Fakt 3. Jesli w pewnym kroku algorytmu simplex wszystkie wspétczynniki (przy zmiennych
niebazowych) w funkcji celu sa ujemne, to znalezione bazowe rozwiazanie dopuszczalne jest
optymalnym rozwiazaniem oryginalnego programu.
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W naszym przypadku dostaliSmy rozwiazanie (x1, 22, x3) = (8,4, 0) o warto$ci funkcji celu
28.

W tej chwili zasada dziatania algorytmu simplex i jego czgSciowa poprawnosS¢ (tzn. poprawnos¢é
pod warunkiem zatrzymania si¢ programu) powinny by¢ juz jasne. Zajmijmy si¢ jeszcze przez
chwilg wtasnie kwestia warunku stopu i ztozono$ci obliczeniowe;.

3.1.1 Pseudokod

Podsumujmy teraz powyzsze rozwazania podajac pseudokod algorytmu Simplex. Stosujemy
oznacznia takie jak w niezmienniku

1. Sprowadz PL do postaci dopetnieniowe;.

2. Znajdz réwnowazny PL taki, zeby spetniony byt niezmiennik [1]

3. Dopdki istnieje j € {1,...,n} takie, ze ¢; > 0 (c; = wspdtczynnik przed x; w aktualne;
funkcji celu),

Bl1. Wybierz takie j (z N, jest zmienng wchodzaca).

Bl2. Jeslidlakazdegoi = 1,...,m,jesta; ; > O (tzn. dla kazdego réwnania wspétczynnik
przed zy, jest nieujemny) zwré¢ ,,PROGRAM NIEOGRANICZONY™.

bi
@,

Bl3. wpp., wybierz i takie, ze —2— = min{ | a;; < 0} (zp, jest zmienng wychodzaca).

Qi

Bl4. wykonaj operacje Pivot (j,i)
4. Zwr6c¢ rozwiazanie postaci: dla kazdego: =1,...,n,

/0 gdyte N
e { b; gdyi= Bj;dlapewnegoj=1,...,m.

Podamy teraz pseudokod operacji Pivot(in,out), realizujacej usunigcie z bazy x g_,, 1 dodanie
do niej xy, . Przy implementacji, wygodnie jest przechowywac wszystkie stale w jednej tablicy
a;;, gdzie 1 € {0,...,m}, j € {0,...,n}, oraz przyjmujemy ze app = v, ap; = ¢; dla
j=1,...,noraza;p = b;dlai =1,...,m (wartoSci a, ; dla ¢, j > 1 maja takie same znaczenie
jak wczesniej).

forj=0,...,ndo
Qij = ij+ B Gour
By i=: N;

1. o= Qout,in

2: forj =0,...,ndo

3 Qout,j = aout,j/(_a)

4 Qoutin = 1/

5: fori e {1,...,m} \ {out} do
6: B = jin

7. Qi in = 0

8:

9:

»—
=4
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3.1.2 Warunek stopu i regula Blanda

Jest jasne, ze jesli przy kolejnych operacjach wymiany bazy zawsze otrzymujemy wigksza (lub,
w przypadku minimalizacji, mniejsza) wartoS¢ funkcji celu to algorytm musi si¢ zakonczy¢ — po
prostu dlatego, ze jest ograniczona liczba wierzchotkéw wieloscianu. Poprzednik tej implikacji
niestety nie zawsze jest jednak spetniony. Dla przyktadu, rozwazmy nastgpujacy program:

z = 4 + 22 — x9 — 4day
rs = % — %ZE4
Ts = — 2x1 4+ 4xy + 34
Tg — + — 3[132 -+ 21‘4.

Mamy B = {3,5,6}, N = {1,2,4}, x = (0,0, £,0,0,0) oraz funkcja celu ma warto$¢ z =

’ 9
4. Jako zmienna wchodzaca mozemy wybra¢ jedynie x;, natomiast jako zmienng wychodzaca
jedynie x5. Po wymianie bazy otrzymujemy:

z = 4 4+ 31y — x4 — X3
r = + 2my A+ Zmy — 5
r3 = % - %I4
T = — T2 + %334 — %ajg).

Mamy B = {1,3,6}, N = {2,4,5}, x = (0,0, %,0,0,0) oraz funkcja celu ma wartosé
z = 4. Widzimy, ze chociaz zmienita si¢ baza, bazowe rozwiazanie dopuszczalne pozostato to
samo (w szczegblnosci wartoS¢ funkcji celu si¢ nie zmienita). Moze by¢ to powodem powaznych
ktopotéw, a nawet zapetlenia si¢ algorytmu. Poczatkowo ten problem ignorowano (!), gdyz w
praktycznych zastosowaniach pojawia si¢ on niezwykle rzadko. W 1977 (czyli w 30 lat od pow-
stania algorytmu simplex) Robert Bland zaproponowat niezwykle prosta heurystyke, o ktorej
mozna pokazaé (dowdd nie jest bardzo trudny, lecz pominiemy go tutaj), ze gwarantuje za-

koniczenie algorytmu.
Twierdzenie 2 (Reguta Blanda). Jesli podczas wymiany bazy:

e sposrod mozliwych zmiennych wchodzqcych wybierana jest zmienna o najmniejszym in-
deksie oraz,

o sposrod mozliwych zmiennych wychodzacych wybierana jest zmienna o najmniejszym in-

deksid’]
to algorytm simplex koriczy swoje dziatanie.

Zapetlenie si¢ algorytmu simplex jest rOwnowazne powrotowi do tej samej bazy. Poniewaz
dla programu o m zmiennych bazowych i n zmiennych niebazowych mamy O((”Zm)) mozli-
wych baz, wigc algorytm simplex z reguta Blanda wykonuje O(("™)) operacji wymiany bazy
(przy kazdej z nich wykonuje si¢ O(nm) operacji arytmetycznych). Z drugiej strony, odnotujmy,

e

zauwazmy, ze moze by¢ wiele mozliwych zmiennych wychodzacych, gdy w wielu réwnaniach iloraz wyrazu

wolnego i wspétczynnika przy zmiennej wchodzacej jest taki sam
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Fakt 4. Istnieja przyktady programéw liniowych, dla ktérych algorytm simplex dziala w czasie
Q(2m).

Mimo to, nastgpujacy problem pozostaje otwarty.

Problem 1. Czy istniejq reguty wyboru zmiennej wchodzqcej i wychodzqcej, dla ktorych algo-
rytm simplex dziata w czasie wielomianowym?

_Jak na razie, najlepsze co udato si¢ uzyskac, to reguly dzialajace w oczekiwanym czasie
20(v7) [Kalai STOC’92, Math. Prog. 1997, Matousek, Sharir, Welzl Algorithmica 1996].
3.1.3 Znajdowanie poczatkowego bazowego rozwiazania dopuszczalnego

Do wyja$nienia pozostata jeszcze jedna kwestia. ZaktadaliSmy, ze program jest postaci
machx, Ax <b,x >0,

oraz ze b > 0. Wtedy tatwo jest znalezé réwnowazny program w postaci dopetnieniowej,
ktory spetnia niezmiennik [T] (innymi stowy: pierwsze bazowe rozwiazanie dopuszczalne). Teraz
opiszemy jak to zrobi¢ w przypadku ogélnym. Rozwiazanie bedzie doS¢ zaskakujace: zeby
znaleZ¢ pierwsze bazowe rozwigzanie dopuszczalne uzyjemy algorytmu simplex.

1. SprowadzZ program do postaci dopelnieniowe;j:

max 0 + caxrpy + ... + cpzp,
Tpp1 = b1+ anz + ...+ aw,
Tpy2 = by + anzi + + A2pTy
(1)
Tnim = bm + i1 + . Gy
2. Dodaj nowa zmienna x, i zbuduj nowy program:
min To
Tp+1 = b1 + apry + ... + A1nTn + o
Tppe = by + anzi + ... 4+ awmT, + o
(2)
Tntm = bm + Gt + ... T+ GpTn T X

3. Przyjmij N = {0,...,n},oraz B = {n+1,...,n + m}. Powyzszy PL prawie spetnia
niezmiennik, brakuje ,,tylko” warunku ,,b; > 0 dla kazdego 7.
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4. Wybierz k takie, ze b, = min,;{b; }. Za pomoca operacji Pivot, usuni z bazy z;, i wprowadz
do bazy zy. Otrzymujemy nowy PL:

min b, - ar1T1 - ... = Al Ty + Tpak
i#Fk= o = bi—by + (a1 —ap)r + + (Gin = Qkn)Tn + Tpgk
rg = —bp - ap1T - ... - QfnTn + Tntk

3)

5. Zauwazmy, ze program (3)) jest rownowazny programowi (2)) oraz spetnia niezmiennik [T}
Za pomoca algorytmu simplex znajdujemy rozwiazanie optymalne x*. (Zauwazmy, ze
program ([2)) jest ograniczony: warto$cia funkcji celu jest warto$¢ x, ktdra jest nieujemna.)
W uzywanym algorytmie simplex dokonujemy jednak matej modyfikacji w regule wyboru
zmiennej wychodzqcej: jesli xy moze opuscié bazg, to ja opuszcza.

6. Jesli otrzymaliSmy zj; > 0 zwracamy informacje¢ ,,PROGRAM SPRZECZNY™. Istotnie,
gdyby istniato rozwiazanie dopuszczalne x programu (I)), to (0, x) byloby rozwigzaniem
dopuszczalnym programu (2)) o wartosci funkeji celu 0.

7. Jeslhi otrzymaliSmy x; = 0 oraz z( jest niebazowa, wystarczy z ostatniego PL wygen-
erowanego przez algorytm simplex usunaé zmienne zy. Otrzymujemy wtedy program
réwnowazny programowi (IJ), ktéry spetnia niezmiennik [1]

8. Pozostaje przypadek, gdy otrzymaliSmy x = 0 oraz x jest bazowa. Pokazemy, ze jest to
niemozliwe. Rozwazmy ostatnig operacj¢ Pivot. Powiedzmy, ze zmiennga wchodzaca byto
xj, a wychodzaca z;, dla pewnego 7 # j. Przed wykonaniem operacji Pivot zaréwno x;
jak i zo byly bazowe, a wigc na podstawie niezmiennika [I]odpowiadaty im dwa réwnania:

Tog = bo + ... + Qo5
xr;, = bl + ... + Aigj.

Po wykonaniu operacji Pivot, réwnanie zawierajace x, ma postaé

b; ,
+ E A TN,

Wiemy jednak, ze po tej operacji wyraz wolny w tym réwnaniu jest rowny 0, a wigc

1'0:b0+a0j'

% = _I’TOO Poniewaz z; zostala wybrana jako zmienna wychodzaca, wigc _’; =
k¥ ¥ ()
min{-%- | a;; < 0}. Wowczas takze -2 = min{-% | as; < 0}, czyli zmienna =,

05 aoj %
rowniez byta kandydatem do opuszczenia bazy, a wigc zgodnie z nasza reguta, musiata ja

opuscic i cala rozwazana sytuacja nie mogta mieé miejsca.
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4 Programowanie catkowitoliczbowe

Program (liniowy) catkowitoliczbowy to program liniowy z dodatkowym wymaganiem, aby

warto$ci wszystkich zmiennych byly catkowitoliczbowe. Ten z pozoru niewinny warunek catkowicie

zmienia ztozono$¢ problemu: wigkszos¢ naturalnych probleméw NP-trudnych mozna bardzo
fatwo wyrazic jako liniowe programy catkowitoliczbowe, np. problem pokrycia wierzchotkowego
w grafie G = (V, E) jest rOwnowazny programowi:

min ) T,
Ty + 2, > 1 dlakazdegouv € 4)
z, € {0,1} dlakazdegov € V,

poniewaz ostatni warunek mozemy zastapi¢ przez koniunkcje 0 < z, < 1ix, € Z. Jesli min za-
stapimy przez max, a > przez < otrzymamy z kolei problem najmniejszego zbioru niezaleznego.

Wnhiosek 3. Problem programowania liniowego catkowitoliczbowego jest NP-trudny.

4.1 Unimodularnos¢

Moéwimy, ze macierz A jest catkowicie unimodularna jesli dla kazdej podmacierzy A’ macierzy
A, mamy det A’ € {—1,0,1}.

Twierdzenie 3. Jesli wektor b jest calkowitoliczbowy i macierz A jest catkowicie unimodularna
to program Ax < b ma wierzchotki catkowitoliczbowe.

Proof. Cwiczenie. Wskazowka: skorzystaj z tego, ze wierzchotki sa bazowymi rozwigzaniami
dopuszczalnymi oraz ze wzor6w Cramera. U

Zauwazmy, ze jesli mamy pewien problem ktéry jest r6wnowazny liniowemu programowi
catkowitoczbowemu (I), o catkowitych wyrazach wolnych, oraz jesli pokazemy, ze macierz tego
programu jest unimodularna, to mozemy:

1. zignorowaé warunek catkowitoliczbowoSci otrzymujac program liniowy (L),

2. rozwigzac (L) w czasie wielomianowym (np. metoda elipsoidalng) otrzymujac rozwiazanie
optymalne x*,

3. znalez¢ wierzchotek x’ o wartosci funkcji celu takiej samej jak dla x* (wielomianowo, np.
tak jak w dowodzie twierdzenia I])

4. zwrocié x’ jako rozwiazanie programu catkowitoliczbowego (I).

Unimodularno$¢ jest uzytecznym narzgdziem w dowodzeniu, ze dany problem lezy w klasie
P.
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5 Dualnos¢

5.1 Motywacja: certyfikat optymalnoSci

Dla niektérych probleméw znane sa algorytmy, ktére wraz z rozwigzaniem generuja tzw. certy-
fikat poprawnosci, czyli dodatkowa informacj¢ z pomoca ktérej mozemy tatwo (tzn. algorytmem,
ktory jest nie tylko wielomianowy, ale réwniez istotnie prostszy od algorytmu generujacego
rozwiazanie) sprawdzié, czy zwrdcone rozwigzanie jest poprawne (lub optymalne w przypadku
probleméw optymalizacyjnych). Algorytmy te okreSlane sa mianem algorytmow certyfikujq-
cych. Oto kilka przyktadéw. Algorytm sprawdzajacy, czy dany graf jest dwudzielny moze
zwracaé 2-kolorowanie takiego grafu lub cykl nieparzysty. Algorytm znajdowania maksymal-
nego przeptywu wraz z przeptywem moze zwraca¢ minimalny przekrdj. Istnieje algorytm testu-
jacy planarno$¢ graféw, ktéry zwraca rysunek na plaszczyZnie bez przecigé krawedzi lub podgraf
homeomorficzny z K33 lub K. Algorytmy certyfikujace oprocz znaczenia teoretycznego (aby
generowac takie certyfikaty nalezy dobrze zrozumie¢ problem) maja duza warto$¢ praktyczna:
pomyslmy chocby o testowaniu poprawnosci kodu.

Czy dla programowania liniowego istnieja certyfikaty poprawnosci? Rozwazmy decyzyjna
wersj¢ problemu programowania liniowego: majac dany (minimalizacyjny) PL i liczbg 6 rozstrzygnac,
czy istnieje dopuszczalny x taki, ze ¢’x < §. Zatézmy dla uproszczenia, zZe nasz program
jest ograniczony. Wraz z odpowiedzig TAK algorytm certyfikujacy moze zwréci¢ wspoétrzedne
x (mozna nawet pokazac, ze te wspotrzgdne mozna reprezentowaé w pamigci wielomianowe]
wzgledem rozmiaru danych). A wigc istnieje certyfikat pozytywny. Z punktu widzenia teorii
ztozonosci, dowodzi to, ze problem jest w klasie NP. W dodatku algorytm weryfikacji certyfikatu
jest banalny: po prostu sprawdzamy odpowiednie nieréwnosci. Czy mozemy podac certyfikat
negatywny, tzn. certyfikat poprawnosci dla odpowiedzi NIE? Gdyby ten certyfikat byt réwniez
krétki, mielibySmy dowdd, ze programowanie liniowe jest w klasie co-NP.

W tym rozdziale przedstawimy pojecie dualnosci programowania liniowego, ktére dostarcza
odpowiedzi na powyzsze pytania.

5.2 Poszukiwanie gérnego ograniczenia

Rozwazmy nastepujacy PL w postaci standardowe;j:
zmaksymalizuj 311 — X9 + 213

z zachowaniem warunkéw  z; — x5 + s23 < 4 (5)
41 + 225 + 323 < 20
x1,%2,23 2 0

Latwo sprawdzié, ze punkt (1 = 2,25 = 0,23 = 4) jest rozwiazaniem dopuszczalnym o
wartoSci funkcji celu 14.

Zauwazmy, ze skoro x1, 9, x3 > 0, to 3z; < 44, atakze —xo < 225 oraz 2z3 < 3x3. Stad,
311 — 29 + 223 < 421 + 225 + 323 < 20. DostaliSmy gérne ograniczenie! W tym przypadku
mozemy zauwazy¢ nawet wigcej. Poniewaz 3 < 1 + % 4, -1 < -1+ % -2oraz 2 < % + % -3,
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wiec

31’1-[L‘2+2[L‘3§1’1—ZL‘2+%ZE3+
- (4w + 229 + 323) <443 -20 =14

UdowodniliSmy (choé, trzeba przyznaé, dos¢ fartownie), ze warto$¢ funkcji celu nigdy nie
przekracza 14, a wigc mamy certyfikat optymalnosci, w dodatku bardzo krotki (kilka nieréwnosci)
i prosty do sprawdzenia. Mozemy to rozumowanie uogdélnié: mozna bra¢ dowolne kombinacje
liniowe nieréwnosci t.z.:

e wspotczynniki kombinacji liniowej sa nieujemne (bo inaczej odwrdca si¢ kierunki nieréwnosci),

e dla dowolnego i, wspotczynnik funkcji celu przy z; jest ograniczony z géry przez odpowied-
nig kombinacj¢ liniowa wspétczynnikéw przy x; w nierdwnosciach.

Mozna to zapisa¢ za pomocg programu liniowego:

zminimalizuj 4y1 4 20y,

z zachowaniem warunkéw y; + 4ys > 3
“pt+2p>-1 ©
Sy + 3y2 > 2
Y1, Y2 > 0.
Powyzszy program bedziemy nazywac programem dualnym do programu (5). Ogélnie, dla
programu (bedziemy go nazywac programem prymalnym)

. . n
zmaksymalizuj D i1 G
z zachowaniem warunkéw 37 | a;;7; < b; i=1,....,m (7
ZEJEO jzl,...,n

program dualny ma postac:

o . . . m

zminimalizuj > by

z zachowaniem warunkow Z:’il ;Y = Cj j=1...,n (8)
yi >0 1=1,...,m.

Zauwazmy, ze macierz wspotczynnikéw ograniczen programu () jest transpozycja macierzy
dla programu (7)) (poréwnaj tez dla programéw (3) i (6))). Daje to niezwykle prosty, mechaniczny
sposéb konstruowania programu dualnego. Mianowicie dla programu

zmaksymalizuj c’'x
z zachowaniem warunkow Ax < b 9)
x>0

program dualny ma postac:
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zminimalizuj bly
z zachowaniem warunkéw ATy > c (10)
y=>0

Dualnos¢ jest relacja symetryczna, tzn. méwimy takze, ze jest dualny do (8). Innymi
stowy, program dualny do programu dualnego to program prymalny.

5.3 Staba dualnos$é¢ i komplementarne warunki swobody

Pozostanmy przy programach w postaci standardowej. Z konstrukcji programu dualnego wynika
nastepujacy fakt (dla porzadku podamy jednak dowdd).

Twierdzenie 4 (staba dualnos¢). Niech x i 'y bedq dowolnymi rozwiqzaniami dopuszczalnymi
odpowiednio programoéw (7)) i (8). Wowczas c?x < bly.

Proof. Poniewaz dlakazdego j = 1,...,n, mamy x; > 0oraz > " a;;y; > ¢;, wiec
CiTj S (Zaw%) X \V/] = ]_,...77’L. (11)
i=1
Podobnie, poniewaz dla kazdego+ = 1, ..., m, mamy y; > 0 oraz Z;‘Zl a;jv; < b;, wiec
j=1
Stad,

c'x = chxj < Z (Z (zijyi) T = Z (Z a/ijxj) Yi < Z biyi =bly. (13)
j=1 j=1 \i=1 i=1 i=1

j=1
[]

Zastanéwmy sig, kiedy rozwiazania optymalne programu prymalnego (7)) i dualnego (8)) spo-
tykaja sie, czyli c’x = b’y. Z dowodu twierdzenia widzimy, ze jest tak wtedy i tylko wtedy
gdy obie nieréwnosci w (I3) sa réwnosciami. Tak moze si¢ wydarzy¢ tylko wtedy, gdy gdy
wszystkie nieréwnosci w (T1)) i (12) sa réwnosciami. To dowodzi nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 5. Niech x i y bedq rozwiqzaniami dopuszczalnymi odpowiednio dla zadania pry-
malnego i dualnego w postaci standardowej. Rozwiqzania X iy sq oba optymalne wtedy i tylko
wtedy gdy

(i) prymalne komplementarne warunki swobody
dla kazdego j = 1,...,nalbo x; = 0albo )" | a;jy; = ¢;.
(albo x; = 0 albo j-ta nierownos¢ programu dualnego jest spetniona z rownosciq.)

(ii) dualne komplementarne warunki swobody
dla kazdegoi =1,...,m albo y; = 0 albo Z?Zl a;jx; = b;.
(albo y; = 0 albo i-ta nierownos¢ programu prymalnego jest spetniona z réownosciq.)
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5.4 Programy dualne do ogélnych programoéw liniowych

Nawet gdy program nie jest w postaci standardowej mozemy napisa¢ program dualny, kierujac
si¢ ta samg zasada: poszukujemy jak najlepszego gérnego ograniczenia na warto$¢ funkcji celu.
Zobaczmy np. co si¢ dzieje, gdy program zawiera rOwnosc:

zmaksymalizuj 311 — T2 + 213

z zachowaniem warunkow xz; — x5 + %933 <4 (14)
—433'1 — 2%2 — 3.773 =-20
x1, %2, 23 2 0

Podobnie jak poprzednio, dodajac pierwszy warunek pomnozony przez y; = 1 do drugiego
warunku pomnozonego przez y; = —% dostajemy ograniczenie gorne rowne 14. Zauwazmy, ze
w kombinacji liniowej warunkéw, wspétczynniki dla nieréwnosci musza by¢ nieujemne, nato-
miast dla réwnosci moga by¢ dowolne (w tym przypadku wybraliSmy ujemny). Program dualny
wyglada nastgpujaco:

zminimalizuj 4y + 20y,

z zachowaniem warunkéw 1y, + 4y, > 3
—y1 + 2y 2> —1 (15)
$U1 + 3y > 2
y1 > 0.

A co by sig¢ stato, gdyby w programie prymalnym dodatkowo mogty si¢ pojawia¢ zmienne
bez warunku nieujemno$ci? Rozwazmy np.

zmaksymalizuj 3T — X9 + 213

z zachowaniem warunkéw =z, — 29 + %333 <4 (16)
4ZE1 + 2ZL’2 + 31‘3 =20
Z1,T3 Z 0

Woéwcezas nie mozemy juz napisac, ze 3x; — ro + 223 < 41 + 229 + 323, gdyz niekoniecznie
—x9 < 2x5. Jedli jednak pomnozymy pierwsza nieréwnoS¢ przez 3 1 dodamy do drugiej,
dostaniemy:

3131 — X9 + 2]73 S 3(([51 — I9 + %Sl?g) +
4.CE1 =+ 21’2 + 3333 S 12 + 20 = 32,

gdyz 3z, < Txy, —x9 = —x9 oraz 2x3 < 3wxs. Znalezienie najlepszej kombinacji liniowe]
warunkéw odpowiada programowi:
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zminimalizuj 4y1 4 20y,

z zachowaniem warunkow vy + 4y, > 3
—h + 2y, = -1 a7
Sy 4 3y2 > 2
y1 > 0.

Ogolnie, program dualny konstruujemy zgodnie z ponizsza zasada:

PRYMALNY DUALNY

f.celu maxc’x f.celu minb’y
macierz AT

macierz A
i-ty warunek > a;x; < b; i-ta zmienna y; > 0
i-ta zmienna y; nieograniczone.

j=1
i-ty warunek Z?Zl aijx; = b;

J-ty warunek Y a;; > ¢
J-ty warunek Y ", a;; = ¢;

J-tazmienna x; >0
J-tazmienna x; nieograniczone

rrTrTe

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze program dualny zbudowany zgodnie z powyzszymi wytycznymi
rowniez spetnia twierdzenie o stabej dualnosci (a takze twierdzenie o silnej dualnosci, ktére
udowodnimy w kolejnym punkcie).

5.5 Silna dualnos¢

Jako wniosek z twierdzenia o stabej dualno$ci otrzymujemy:

Whiosek 4. Niech x* bedzie rozwiqzaniem optymalnym programu min c’x, . . . Niech y* bedzie
rozwiqzaniem optymalnym dualnego max by, ... Wtedy, c'x* > bTy*.

Czyli, gdy c"'x* = by*, to y* jest certyfikatem optymalnosci x*. Okazuje sig, ze tak jest
zawsze!

Twierdzenie 6 (o silnej dualno$ci). Niech x* bedzie rozwiqzaniem optymalnym programumin c’x, . . .

Niech y* bedzie rozwigzaniem optymalnym dualnego maxbly, ... Wtedy, c'x* = bly*.

Do dowodu twierdzenia o silnej dualnosci, bedziemy potrzebowali nastgpujacego twierdzenia
z geometrii.

Twierdzenie 7 (o oddzielaniu punktu od domknigtego zbioru wypuktego). Zatoimy, zZe zbior
A C R" jest domknigty i wypukty, a punkt y lezy poza A. Wtedy istnieje liczba rzeczywista b i
wektor v € R" takie, Ze v - y < b oraz dla kazdego x € A mamy v - x > b.

Sprébujmy zrozumiec jego tres¢. Zbidr punktéw postaci v-y = b jest hiperptaszczyzna (oper-
acja - oznacza tu iloczyn skalarny, ktéry w niniejszym skrypcie zapisywaliSmy w postaci macier-
zowej v'y). Ta hiperptaszczyzna jest prostopadta do wektora v. A wiec twierdzenie méwi, ze
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A lezy z jednej strony tej hiperptaszczyzny, a punkt y z drugiej. Dowdd tego twierdzenia pomi-
jamyEG], ale jego prawdziwos$¢ w dwoch 1 trzech wymiarach powinna by¢ dla czytelnika dosy¢
jasna. Idea dowodu jest taka, ze jako wektor v bierzemy wektor z — y, gdzie z jest punktem A
lezacym najblizej y.

Twierdzenie 8 (Lemat Farkasa). Zachodzi doktadnie jedno z ponizszych:
(1) istnieje wektor x taki, ze Ax = b, x > 0,
(2) istnieje wektor'y taki, ze ATy > 0 oraz by < 0.

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze ATy = yT A, a to jest po prostu kombinacja liniowa wier-
szy A ze wspélczynnikami vy, . .., y,. Czyli (2) méwi, ze mozemy dosta¢ kombinacje¢ liniowa
a’x = 3 réwnaf z ukladu Ax = b, taka, ze a > 0 oraz 8 < 0. Wobec x > 0, oczywiScie
implikuje to sprzecznos$¢ naszego uktadu réwnan, co dowodzi implikacji (2) — —(1).

Lemat Farkasa mowi, ze powyzszy sposOb otrzymania sprzecznoSci jest wystarczajacy, tzn.
jesli uktad jest sprzeczny, to zawsze mozna to wykaza¢ w ten sposéb. Zobaczmy, ze faktycznie
tak jest, tzn. pokazmy —(1) — (2). Niech vy, ..., v, beda kolumnami macierzy A. Rozwazmy
zbidr

Q) = cone(vy,...,v,) = {Z%Vz’ |ai20}. (18)
i=1

Jest to tzw. stozek wypukty generowany przez vy, ..., v,. Warunek —(1) oznacza, ze b lezy
poza naszym stozkiem. Poniewaz stozek jest domknigty, z twierdzenia o oddzielaniu istnieje
wektor y i liczba [ takie, ze dla kazdego x € (), mamy y - x > S orazy - b < (. Poniewaz
0 € @, wigc B < 0. Poniewaz dla kazdego 7 = 1,...,n idla kazdego a > 0 mamy av; € @,
awigcy - (av;) > B, czyliy - v; > [B/a. Poniewaz mozemy wzia¢ dowolnie duze o, wigc
y - v; > 0 dla kazdego i, co jest réwnowazne ATy > 0. Z drugiej strony b’y < 3 < 0. To
koriczy dowdéd. L

Na podstawie Lematu Farkasa mozemy wykazaé ponizszy lemat, z ktérego natychmiast
wynika twierdzenie o silnej dualnosci, dla programéw o odpowiedniej postaci.

Lemat 7. Jesli program maxb’y, ATy < c jest dopuszczalny i nie jest nieograniczony, to
program min c'x, Ax = b,x > 0 ma rozwiqzanie optymalne x* takie, e c!'x* = sup{b’y |
ATy < c,y > 0} lub jest sprzeczny.

Dowdd. Niech v := sup{b’y | ATy < c,y > 0}. Zal6zmy ze nie istnieje x > 0 t.z. Ax = b
iclx = . Ze stabej dualnosci, nie istnieje x > 0t.z. Ax = bi c’x < ~. Réwnowaznie, nie
istnieje x > O ani liczbat > 0tz. Ax =bic x4+t = 7.

e . A0 X b
Czyli nie istnieja x > 0, ¢ > 0 t.z. |:CT 1] [ . } = [’y }

OPatrz nphttps://www.mimuw.edu.pl/~goldie/zajecia/opt_2011/wyklad.pdf, twierdze-
nie 23
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AT ¢
0 1
A€ R. Wéwezas ATy > —Ae, A > 0ibly < —y\.

Gdy A = 0,t0o ATy > 0i b’y < 0, a wowczas z lematu Farkasa program min ¢’ x, Ax =
b, x > 0 jest sprzeczny.

Gdy A > 0, to AT(Ly) < cib?(Zy) > 7, czyli sprzecznos¢ z definicja -, a wige nasze
zalozenie bylo bledne i istnieje x* > 0 t.z. Ax* = biclx* = 7. Wtedy na podstawie stabej
dualnoSci i definicji 7 rozwiazanie X* jest optymalne. ]

Z lematu Farkasa istnieje z tz.

} z > 01 [b;v]7z < 0. Niech z = [y; \|T, gdzie

Jako wniosek otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 9. Jesli x* i y* to rozwiqzania optymalne programéw minc’x, Ax = b,x > 0
oraz maxb’y, ATy < c, to c'x* = bly*.

W ogdlnosci oczywiscie nie zawsze jest tak ze program prymalny lub dualny maja rozwigzanie
optymalne. Jednak zauwazmy, ze niektére mozliwosci nie wchodza w gre, np. jesli program
prymalny jest niesprzeczny, to ze stabej dualnosci wynika, ze program dualny nie moze by¢
nieograniczony. Okazuje, si¢, Zze mozliwosci sa tak naprawde cztery, o czym mdowi nastgpujace
twierdzenie.

Twierdzenie 10. Dla programéw min ¢’ x, Ax = b,x > 0 oraz dualnego maxb’y, ATy < c
zachodzi doktadnie jedna 7 czterech mozliwosci:

(1) programy prymalny i dualny sq sprzeczne,
(1i) programy prymalny jest sprzeczny i dualny jest nieograniczony,
(1ii) programy prymalny jest nieograniczony i dualny jest sprzeczny,
)

(iv) programy prymalny i dualny sq ograniczone i wartosci ich rozwiqzan optymalnych sq
rowne.

Dowad. Jest jasne, ze rdGwnoczesnie nie moze zachodzi¢ wigcej niz jedna mozliwos¢. Stad,
wystarczy pokazaé, ze zachodzi co najmniej jedna z mozliwosci. Zatézmy, ze (i) nie zachodzi i
pokazemy, ze zachodzi (i7), (ii7) lub (iv).

Zat6zmy, ze program prymalny P jest sprzeczny. Naszym celem jest pokazanie, ze program
dualny D jest nieograniczony. WykluczyliSmy (7), a wigc D nie jest sprzeczny i mozemy wziaé
jego rozwiazanie dopuszczalne y. W szczegdlnoéci ATy < c. Poniewaz P jest sprzeczny, wiec
z twierdzenia otrzymujemy, Ze istnieje ¥ taki, ze A’y > 01 b’y < 0. Wowczasdlay = —y
mamy ATy < 0ib?y > 0. Stad, dla dowolej liczby o > 0, AT (y + ay) < ¢, wigc y + ay jest
rozwiazaniem dopuszczalnym D. Jego warto$é funkcji celu wynosi b’y + ab’y, co moze by¢
dowolnie duze dla dostatecznie duzej wartoSci . Stad faktycznie, D jest nieograniczony.

Zat6zmy teraz z kolei, ze D jest sprzeczny. Poniewaz program ten mozemy zapisa¢ rOwnowaznie
jako min[—b, b| [y ", y—], [AT| — AT|I][y*,y",s] = ¢, y",y—,s > 0, wigc z poprzedniego
akapitu dostajemy, ze program do niego dualny maxcx, [AT| — AT|I]Tx < [~b,b,0] jest
nieograniczony, ale przeciez on jest rOwnowazny programowi prymalnemu P.
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UdowodniliSmy wigc, jesli program prymalny lub dualny sa sprzeczne, to zachodzi doktad-
nie jedna z sytuacji (i), (i7), (i7i). Zat6zmy, ze tak nie jest, tzn. oba te programy sg dopuszczalne.
Ze stabej dualnosci zaden z nich nie moze by¢ nieograniczony. Z lematu |/, P ma rozwiazanie
optymalne x* takie, ze takie, ze c’x* = sup{b’y | ATy < c,y > 0}. Skorzystajmy teraz
z réwnowaznosci P i maxcx, [AT] — AT|I]Tx < [-b,b,0]. Wtedy lemat [7 méwi nam,
ze program min[—b, b]T[y*, y~], [AT] — AT|I]ly",y",s] = ¢, y",y",s > 0 (ktdry jest
rOwnowazny D) ma rozwiazanie optymalne, a wigc D rOwniez ma pewne rozwigzanie opty-
malne y*. Woéwczas b’y* = sup{b’y | ATy < c,y > 0}, a wigc c"'x* = bly*, czyli
zachodzi (iv). O

Z powyzszego twierdzenia tatwo dostaniemy silng dualno$¢ dla programéw w dowolne;j
postaci, np. standardowe;.

Twierdzenie 11 (o silnej dualnosci dla programéw w postaci standardowej). Dla programow
min c’'x, Ax > b, x > 0 oraz dualnego maxb’y, ATy < ¢,y > 0 zachodzi doktadnie jedna z
czterech mozliwosci:

(1) programy prymalny i dualny sq sprzeczne,

(ii) programy prymalny jest sprzeczny i dualny jest nieograniczony,

(iii) programy prymalny jest nieograniczony i dualny jest sprzeczny,
)

(iv) programy prymalny i dualny sq ograniczone i wartosci ich rozwiqzan optymalnych sq
rowne.

Dowdd. Sp6jrzmy na ponizszy diagram.

min c¢’x max bly
Ax>b (19) ATy <c (20)
x>0 y>0
) )
: T
min ¢'x max b’y
[A|—I]{X}:b en 7 [AT] {c} (22)
S 1 |Y=|o
x,s >0

Program (19) jest réwnowazny (2I)), zgodnie z lematem (3). Z kolei program (20) jest
réwnowazny [22] co jest oczywiste, bo —Iy < 0 oznacza po prostu, ze y > 0. Teraz wystarczy
zastosowa¢ twierdzenie [I0|dla programéw (21)) i (22). O

O ile tatwo pokazaé przyktady sytuacji (i7), (ii7), (iv) (prosze sprobowaé, prawie wszystko
dziata!), to dla sytuacji () jest to odrobing trudniejsze, wigc przyktad podajemy ponize;.

min —x; — T max Yy + Y2
T > 1 n < -1
—x92>1 —y2 < —1

1, g >0 Y1, Y2 =0
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W tej chwili mozemy réwniez wywnioskowaC ponizsze twierdzenie. (Zauwazmy, ze imp-
likacja program nie jest ograniczony — jest nieograniczony nie wynika bezposrednio z definicji.)

Twierdzenie 12. Kazdy program liniowy jest albo sprzeczny, albo nieograniczony, albo ogranic-
zony.

Dowod. Wystarczy sprowadzi¢ program do postaci dopelnieniowej i zastosowac twierdzenie
O

5.6 Silna dualnos¢ jako wniosek z dzialania algorytmu simplex

Twierdzenie 13 (silna dualnos¢). Jesli z jest wartosciq funkcji celu rozwiqzania optymalnego
prymalnego PL, natomiast w jest wartoSciq funkcji celu rozwiqzania optymalnego programu
dualnego, to z = w.

Proof. Dla uproszczenia przeprowadzimy dowdd dla przypadku programu w maksymalizacyjne]
postaci standardowej (dowdd dla ogdlnej postaci jest analogiczny). Oto program prymalny:

zmaksymalizuj c’'x
z zachowaniem warunkow Ax < b (23)
x >0,
oraz program dualny:
zminimalizuj bly
z zachowaniem warunkéw ATy > ¢ 24)
y > 0.

Niech x* bedzie rozwigzaniem optymalnym programu prymalnego (23). Ze stabej dual-
nosci, wystarczy pokazaé rozwiazanie dopuszczalne y programu dualnego (24) t.z. c’x* = bTy.
Uruchamiamy alorytm simplex na programie (23), do wymiany bazy stosujemy regule Blanda.
W pierwszej iteracji algorytm simplex buduje program

zmaksymalizuj z
. z n
z zachowaniem warunkéw z = >, ¢;z;
= . ‘ (25)
xn+i:bi—2j:1aijxj 121,...,m
x; >0 j=1....,n+m.

Poniewaz stosujemy regute Blanda, oraz program jest ograniczony, to algorytm simplex si¢ za-
konczy. Rozwazmy program z ostatniej iteracji algorytmu simplex.

zmaksymalizuj z
z zachowaniem warunkéw 2z = v + 3"\ ¢z, 26)
. N !/ .
T =b; — Y ien QT ieB

z; >0 j=1...,n4+m.
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Poniewaz program prymalny jest ograniczony, wigc dla kazdego j € N, ¢; < 0 oraz algorytm
simplex zwraca rozwiazanie optymalne x* takie, ze

« | 0 gdyie N
T = { ¥, edyic B. 27)
Okreslimy teraz pewne rozwiazanie programu dualnego (24):
) i gdyn+ieN
Yi = { 0 wp.p. (28)

Pokazemy teraz, ze y jest dopuszczalny o wartosci funkcji celu réwnej c?x*. OkreS§lamy
c; == 0dlaj € B. Wéwczas pierwszy warunek programu (26) mozemy zapisaé jako z =
v+ Y .

Wezmy dowolne (21, ..., z,) € RL,. Okreslmy z,,,; = bz‘—z;:1 a;;T;oraz z = Z?Zl CjT;.
Woéwczas (2,21, ..., Tpim) jest rozwigzaniem dopuszczalnym programu (25). Poniewaz pro-
gram (26)) jest rtéwnowazny (25)) (tzn. powstaje z (25) na drodze ciagu operacji elementarnych),
wigc (2,1, ..., Tpim) jest rOwniez rozwigzaniem dopuszczalnym programu (26)). Z faktu, iz w
obu programach spelnione sa warunki zawierajace zmienna z mamy, iz:

n n-+m

JE— / .
E C;r; = v+§ CiT;
Jj=1 j=1
n m
_ / /
= v+ E C;%j + g CraiTnti
j=1 i=1

= v+ Z i + Z(_yi)(bi - Z aijs)-
=1 i=1 J=1

Po przegrupowaniu dostajemy, ze dla dowolnego (21, . .., 7,) € R%,
Zle’j = (U — Zylbz) + Z (C; + Zyiaij) Zj. (29)
j=1 i=1 j=1 i=1
Podstawiamy (z1,...,2,) = (0,...,0) i mamy v = Y " v;b;. Poniewaz ¢"x* = v, wigc

c'x* = bly. Pozostaje pokazaé dopuszczalno$é y. W tym celu rozwazmy dowolne k €

{1,...,n}. Podstawiamy x; = [j = k| dla kazdego j = 1,...,n. Otrzymujemy

e =(v— Z yibi) + i + Zyiailm (30)
=1 <0 =1
=0

co implikuje Y7 | yiay > ¢ dla kazdego k, czyli ATy > c. Zauwazmy, ze poniewaz d; <
0 dla kazdego j, wigc y > 0. PokazaliSmy zatem, ze y jest rozwigzaniem dopuszczalnym
programu o warto$ci funkcji celu ¢?x*, co koriczy dowéd. [
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Z powyzszego dowodu wynika, ze algorytm simplex znajduje rdwnocze$nie rozwigzania op-
tymalne programu prymalnego i dualnego. W niektorych sytuacjach mozemy uzyskaé skrocenie
czasu dzialania algorytmu stosujac tzw. dualny algorytm simplex, tzn. uruchamiaé algorytm sim-
plex dla programu dualnego.

5.7 Zastosowania dualnosci
5.7.1 Twierdzenie Koniga-Egervary’ego

Wiele z klasyczynych twierdzeri mini-maksowych okazuje si¢ by¢ szczegdlnymi przypadkami
twierdzenia o dualnosci programéw liniowych. Dla przykladu, pokazemy, zZe jest tak dla twierdzenia
Koniga-Egervary’ego.

Rozwazmy problem maksymalnego skojarzenia w danym grafie G = (V, F)). Problem ten
mozemy tatwo sformutowac jako zadanie programowania liniowego catkowitoliczbowego.

max Y . .pTe
Y vwer Tow < 1 dlakazdegov € V 31

z. € {0,1} dla kazdego e € F.
Relaksacja tego programu wyglada nastgpujaco:

max 3 . pTe
Y vwer Tow < 1 dlakazdegov € V (32)

Te >0 dla kazdego e € F.

Zauwazmy, ze W powyzszym programie mogli§my opusci¢ warunek z. < 1, gdyz i tak jest
on spetniony dla kazdego rozwiazania dopuszczalnego programu (32).

Twierdzenie 14. Jesli G jest dwudzielny, to macierz programu (32)) jest unimodularna.
Dowdd. Cwiczenie. [

Rozwazmy program dualny:

min Z’UGV Yo
Yu + 1y > 1 dlakazdegouv € E (33)

Yp >0 dla kazdegov € V.

W powyzszym programie moglibySmy dodaé warunek y, < 1: i tak jest on spetlniony
dla kazdego rozwiazania optymalnego programu (33). Poniewaz macierz programu ((33) jest
transpozycja macierzy programu (32)), wigc réwniez jest unimodularna. Stad program (33)
ma rozwiazanie optymalne, ktore jest rowniez rozwigzaniem optymalnym programu catkow-
itoliczbowego

min Y Yy
Yu + Yy > 1 dlakazdegouv € E (34)

y, € {0,1} dlakazdegov € V.
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Z kolei zauwazamy, ze powyzszy program jest rOwnowazny problemowi znalezienia na-
jmniejszego pokrycia wierzchotkowego grafu (G. Na podstawie twierdzenia o silnej dualnosci
otrzymujemy

Twierdzenie 15 (Konig, Egervary). W grafie dwudzielnym rozmiar najwigkszego skojarzenia
jest rowny licznosci najmniejszego pokrycia wierzchotkowego.

5.7.2 Twierdzenie minimaksowe von Neumanna

Rozwazmy nastgpujaca (niektérym czytelnikom by¢ moze znang z dziecinstwa?) gre. Mamy
dwoch graczy, kazdy z nich niezaleznie wybiera jedna z trzech opcji: nozyczki, papier lub
kamienn a nastgpnie réwnocze$nie ujawniaja sobie swoje wybory. Jesli wybrali to samo, gra
konczy si¢ remisem. W przeciwnym przypadku wygrywa jeden z graczy zgodnie z zasada: nozy-
czki wygrywaja z papierem (tng go!), papier wygrywa z kamieniem (bo kamiet mozna zawinaé
w papier!), kamien wygrywa z nozyczkami (tgpi je!).

Mozemy uogdlni¢ tg gre w nastgpujacy sposob. Dana jest dowolna (niekoniecznie kwadra-
towa) macierz A = [a;;] liczb rzeczywistych oraz dwoéch graczy: W (gracz wierszowy) i K
(gracz kolumnowy). Gracz W wybiera wiersz w macierzy A, natomiast gracz K niezaleznie
wybiera kolumng¢ k& macierzy A. Nastgpnie rownoczesnie ujawniaja sobie swoje wybory i gracz
W dostaje od gracza K a,,;, zlotych. Jest to tzw. gra o sumie zerowej (tzn. suma zyskow graczy
wynosi 0). Dla przykladu, nastgpujaca macierz odpowiada grze w nozyczki, papier i kamien
(zaktadamy, ze wiersz/kolumna 1 odpowiada nozyczkom, 2 papierowi, 3 kamieniowi):

A= -1 0 1 |. (35)

A oto inna gra o sumie zerowej, ktérej bedziemy uzywac jako przyktad w dalszej czgSci
wyktadu.

4 -1
A= { 1 9 1 : (36)

Jak moga wygladac strategie w grze tego typu? Powiedzmy, ze W wybiera wiersz 2. Taka
strategi¢ (wybor konkretnego wiersza/kolumny) nazywamy czystq. Taka strategia ma pewna
wadg: gdy przeciwnik (np. po wielu rozegranych rozgrywkach) domysli sig, ze zawsze wybier-
amy wiersz 2, zacznie wybiera¢ kolumng 1: wowczas W zawsze wygrywa tylko 1. Oczywiscie
woweczas, czyli gdy K wybiera zawsze 1, to W oplaca si¢ zmieni¢ stategi¢ i wybiera¢ wiersz 1.
Ale wowczas strategi¢ zmieni rowniez K itd. Innymi stowy, jesli obaj gracze maja ustalong jakas
strategi¢ czysta, to jednemu z nich oplaca si¢ zmieni¢ swoja strategi¢. (MOéwimy wtedy, ze nasza
gra nie ma equilibrium Nasha w strategiach czystych.)

Rozwazymy jednak bardziej wyrafinowane strategie. Strategiq mieszanq gracza W nazy-
wamy dowolny rozktad prawdopodobienstwa na wierszach macierzy A. Np. gracz W mogtby z
prawdopobiefistewm p; = % wybiera¢ wiersz 1 i z prawdopobiefistewm py = % wybieraé wiersz
2. (Analogicznie definiujemy strategi¢ mieszana dla gracza K). Jak wyglada optymalna strategia
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mieszana dla W? Gracz W maksymalizuje wartoS¢ oczekiwang swojej wygranej. Gracz K ma do
wyboru 2 ruchy. Gdy wybierze kolumne 1, warto$¢ oczekiwana kwoty, ktora zaptaci graczowi W
wynosi 4-p;+1-po. Gdy wybierze kolumng 2, ta warto$¢ wynosi (—1)-p;+2-py. Gracz K chee za-
placi¢ jak najmniej, a wigc wybierze bardziej korzystna opcje i zaptaci min{4p; +pa, —p1+2p2}.
Teoretycznie K mégtby grac przeciwko W réwniez uzywajac strategii mieszanej. Zauwazmy jed-
nak ze jesli, tak jak w powyzszej analizie, K zna p; 1 py to optaca mu si¢ grac jedna z 2 strategii
czystych, tzn. ming, +4,=1(¢1(4p1 + p2) + q2(—p1 + 2p2)) = min{4p1 + p2, —p1 + 2p2}. Stad,

q1,42=0
chcac mie¢ optymalna strategie dla W musimy rozwiaza¢ nastgpujace zadanie:

max min{4p; + pa2, —p1 + 2p2}

prt+pe=1 (37)
pi =0 dlai =1,2.
tatwo widaé, ze rozwiazanie spetnia réwnanie 4p, +p; = —p; +2ps, a wiec p1 = ¢, po = 2.

Taka strategia mieszana gwarantuje graczowi W wygrana o wartosci %
A jaka jest optymalna strategia (qi, ¢2) dla gracza K? Z analogicznego rozumowania jak dla
W dostajemy

min max{4q — q2,q1 + 2¢2}
G@t+q=1 (38)
>0 dla: =1, 2.

Znoéw widzimy, ze rozwiazanie spetnia rownanie 4q; — g2 = q1 + 2p2, A WigC q1 = @2 = %
Taka strategia mieszana gwarantuje graczowi K ,,wygrana” o wartosci —%. Czyli tyle samo co
dla gracza W! Oznacza to, ze jeSli W i K obiorg znalezione przez nas strategie, zadnemu z nich
nie bedzie oplacato si¢ zmieni¢ jego strategii. (Taka sytuacje nazywamy equilibrium Nasha.)
Czy otrzymany wynik jest przypadkowy? Oczywiscie nie, co potwierdza stynne twierdzenie
minimaksowe von Neumanna

Twierdzenie 16. W kaZdej 2-osobowej grze o sumie zerowej, istniejq strategie dla graczy Wi K
orazliczba 'V € R taka, Ze strategia gracza W gwarantuje mu wygranq V' niezaleznie od strategii
K oraz strategia K gwarantuje mu wygranqg —V niezaleznie od strategii W. Innymi stowy, dla
dowolnej macierzy A o wymiarach n X m,

zI:naxl Zgnln1 5 Djqiaj; = mm1 zr:nafl g Diqilj;. (39)
pp]>6 q;B I<ism q1>0 ppj>6 1<i<m
’ 1<j<n 7=7 1<5<n

Pokazemy teraz jak powyzsze twierdzenie wynika z twierdzenia o dualnoSci PL. Na poczatek,
podobnie jak juz zauwazyliSmy analizujac strategie graczy, zauwazmy ze dla dowolnego wektora
liczb (ay, ..., a,) mamy

min E g = mm o
Ygqi=1 <i<n

>0 1<i<n

Podobnie,
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max E q;0; = 1I£la<X (073
=1 i<n
245! 1 <izn ==

Stad, (39) jest réwnowazne ponizszej réwnosci.

n m
max  min g pjaj; = min  max qiQji (40)
>opj=1 i=1,..m £ Sgi=1 j=1,...,n %
;>0 J=1 >0 =1

Aby udowodnié prawdziwos¢ (40), rozwazmy nastgpujace zadanie o n zmiennych odpowiada-
jace lewej stronie réwnosci (40) (poszukiwaniu optymalnej strategii mieszanej dla gracza W):

max Hlil’ll‘zl,‘_”m Z?:l pjaji
Z;;l pj =1 (41)
p; >0 dlaj=1,...,n.
To nie jest zadanie programowania liniowego, gdyz funkcja celu nie jest liniowa. W tym
wypadku mozemy je jednak wyrazi¢ jako nastgpujacy rOwnowazny program liniowy:

max ¢t
Z;Llpjaﬁzlt dlai=1,...,m
Z?lejzl (42)
p; =0 daj=1,...,n.

Taki program mozemy rozwiazac algorytmem np. simplex (lub algorytmem wielomianowym
jesli mamy taki kaprys), co samo w sobie jest wazng informacja: mamy efektywny sposéb znaj-
dowania optymalnych strategii. Jesli teraz napiszemy program dualny do tego programu (zgod-
nie z zasadami podanymi w rozdziale [5.4) to dostaniemy nastgpujacy program:

min s
Soriqa;p<s dlaj=1,...,n
2?;1%‘:1
g >0 dlaz=1,...,m.

(43)

Powyzszy program jest réwnowazny programowi z prawej strony réwnosci (@0). Stad, silne
twierdzenie o dualnosci implikuje zadang réwnos¢.

5.7.3 Twierdzenie Yao

Rozwazmy abstrakcyjny problem algorytmiczny. Niech A oznacza zbiér wszystkich algoryt-
mow deterministycznych dla danych rozmiaru n oraz niech Z oznacza zbidr wszystkich instancji
problemu rozmiaru n. Wéwczas Z jest skoniczony. Zbiér A nie jest skonczony, ale mozemy
rozwazac jedynie algorytmy ktorych pesymistyczny czas nie przekracza jakiejs okreslonej (dostate-
cznie duzej) wartosci 1 tak ograniczony zbidr jest juz skoniczony. Niech 7' bedzie macierza o
kolumnach indeksowanych elementami A i wierszach indeksowanych elementami Z, w ktorej
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element ¢4 ; = T'(A, I) ma warto$¢ réwna liczbie krokow, ktére wykonuje algorytm A na in-
stancji /. Ponadto, dla rozktadu prawdopodobienstwa « na algorytmach ze zbioru .A niech zmi-
enna losowa A, oznacza algorytm wylosowany zgodnie z rozktadem «. Podobnie, dla rozktadu
prawdopodobienistwa 3 na instancjach ze zbioru Z niech zmienna losowa I3 oznacza instancje
wylosowana zgodnie z rozktadem S3.

Zastosujmy twierdzenie von Neumanna (a konkretnie réwnosé (40)) do tej macierzy. Otrzy-
mujemy

min max PriA, = AJta; = mﬁaxgléﬁlezzpr[[ﬁ =1tas.

a IeT
AeA
Roéwnowaznie,
min r?éaz;(]E[T(Aa, 1] = max glelﬂ]E[T(A,]ﬁ)]. (44)

Teraz zastanéwmy si¢, co tak naprawde¢ dostaliSmy. Jak mozemy interpretowal zmienna
losowa A, dla danego rozktadu a? Kazdy randomizowany algorytm Las-Vegas (czyli taki, ktéry
zawsze zwraca poprawng odpowiedz, ale wykorzystuje losowosS¢ i czas jego dzialania jest zmi-
enng losowa) dla naszego problemu mozemy traktowac jako pewien rozktad prawdopodobienstwa
na algorytmach ze zbioru A. Istotnie, kazdy taki algorytm korzysta z pewnej liczby bitow
losowych. Mozemy wartosci tych bitéw wylosowa¢ na samym poczatku algorytmu, a woéwczas
jego dalsze dziatanie jest juz zdeterminowane przez te bity (a wigc jest zgodne z pewnym algo-
rytmem ze zbioru A).

Skoro A, oznacza pewien algorytm randomizowany to lewa strona naszej rownosci oznacza
czas najlepszego (w sensie oczekiwanej ztoZonosci na najgorszych danych) algorytmu randomi-
zowanego Las-Vegas dla naszego problemu.

Natomiast z prawej strony wybieramy taki rozktad na instancjach, ktéry zmaksymalizuje
oczekiwany czas najlepszego algorytmu deterministycznego.

Wynika stad, ze rownanie (44)) daje nam sposéb na dowodzenie dolnych granic na ztozonos¢
algorytméw randomizowanych. Wystarczy mianowicie znalez¢ jakis zestaw ,,trudnych” instancji
i podac taki rozktad prawdopodobienistwa na tym zestawie, ze zaden algorytm deterministyczny
nie poradzi sobie z nim zbyt dobrze. Ten wniosek znany jest jako twierdzenie Yao.

Twierdzenie 17 (Twierdzenie Yao). Niech A, bedzie pewnym algorytmem Las-Vegas. Niech 3
bedzie pewnym rozktadem prawdopodobieristwa na instancjach problemu. Wowczas,

max E[T'(Aq, )] 2 min E[T(A, I)]
Przykladowe zastosowanie. Rozwazmy nastgpujacy problem. Majac dana macierzy n X n o
elementach ze zbioru {0, 1} stwierdzié, czy istnieje kolumna ztozona z samych zer. Uméwmy
si¢, Ze interesuja nas operacje postaci ,,sprawdZ dang komoérke macierzy”. Nasz zestaw ,,trud-
nych” instancji to zbiér wszystkich macierzy o elementach ze zbioru {0, 1}, w ktdrych kazda
kolumna zawiera doktadnie jedna jedynke. W rozktadzie § kazda z tych instancji ma rowne
prawdopodobieristwo, a pozostale instancje maja prawdopodobiefistwo 0. Rozwazmy dowolny
algorytm deterministyczny A uruchomiony na instancji /. Ile czasu potrzebuje A, zeby up-
ewniC sig, ze j-ta kolumna zawiera 1? Oznaczmy t¢ zmienng losowa przez X. Zatézmy teraz,
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ze elementy postatych komorek (poza j-ta komorka) maja ustalone wartoSci. Oznaczmy przez
A zdarzenie, Ze tak sig stato (mamy 2"("~ Y takich zdarzeri). Zbadajmy E[X|A]. Gdy pozostate
komérki maja ustalone wartosci to A czyta elementy kolumny j-tej w pewnej ustalonej kole-
jnosci. Prawdopodobienistwo, ze 1-ka bedzie akurat w i-tym przeczytanym przez niego ele-
mencie wynosi doktadnie % Stad, warunkowa warto$¢ oczekiwana liczby operacji zuzytych
na t¢ kolumne wynosi E[X|A] > >°" | 1 .i = 2L niezaleznie od tego, jakich wylosowanych
wartosci dotyczy A. Stad EX > "T_l Z liniowoSci wartosci oczekiwanej mozemy przesumowac
te warto$¢ po wszystkich n kolumnach dostajac razem, ze E[T'(A, I)] > "(”T_l) Z twierdzenia
Yao wnioskujemy, ze dowolny algorytm randomizowany Las-Vegas rozwiazujacy ten problem

.. .. . .. —1 .. . L . . .
dla pewnej instancji wykona co najmnie;j % operacji (w sensie warto$ci oczekiwanej).

5.7.4 przeplywy i przekroje

Rozwazmy problem maksymalnego przeptywu (niedouczony czytelnik jest proszony o przypom-
nienie sobie definicji problemu maksymalnego przeptywu i problemu minimalnego przekroju).
Zamiast maksymalizowa¢ catkowity przeptyw wyptywajacy z s mozemy dodaé nowa krawedz

(¢, s) o nieskoficzonej przepustowosci oraz zazada¢ warunku zachowania przeptywu (tzn. ) Ty =
0) takze dla Zrodta s 1 ujScia ¢. Otrzymujemy nastgpujacy program:

zmaksymalizuj Tis

z zachowaniem warunkéw ) (Zyw — Tww) =0  dlakazdegov € V 45)
Ty < ¢(v,w) dla wszystkich v,w € V
Ty = 0 dla wszystkich v, w € V

Zauwazmy, ze warunki zachowania przeptywu > (Zyw — Tww) = 0 mozemy zamieni¢ na
Y wey (Tow —Tuy) < 0. Istotnie, gdyby w rozwiazaniu dopuszczalnym dla pewnego wierzchotka
Y wey (Tow — Twy) < 0, czyli mniej wyptywa z v niz wptywa do v, to poniewaz catkowity
przeptyw wptywajacy do wszystkich wierzchotkéw jest rowny wyplywajacemu wigc z jakiego$
innego wierzchotka ¢ musiatoby wigcej wyptywac niz wptywaé, czyli rozwiazanie nie byloby
dopuszczalne. W ten sposéb otrzymaliSmy PL w postaci standardowe;:

zmaksymalizuj Tis

z zachowaniem warunk6w >\ (Tyw — Twy) <0 dlakazdegov € V (46)
Ty < (v, W) dla wszystkich v, w € V
Tpw = 0 dla wszystkich v,w € V/

Skonstruujmy program dualny. Dla kazdego warunku zachowania przeptywu program du-
alny bedzie zawieral zmienng z,. Podobnie, kazdemu warunkowi przepustowosci w (46)) odpowiada
zmienna y,,, w programie dualnym. Kazda zmienna x,,, programu (46) wystepuje raz w warunku
zachowania przeptywu dla v (ze wspétczynnikiem 1), raz w warunku zachowania przeptywu dla
w (ze wspotczynnikiem —1) oraz raz w warunku przepustowosci dla vw (ze wspdtczynnikiem
1). Zmienna z,,, bedzie wigc odpowiadac nieréwnosci o lewej stronie z, — 2, + Yy Zmienna
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Ty jEst nieujemna wige nieréwnos¢ bedzie postaci z, — 2, + Y >7, gdzie ? to wspdtczynnik
w funkcji celu przy ., czyli 1 gdy vw = ts10 w przeciwnym przypadku. Mozemy juz napisac
caty program dualny:

zminimalizuj Y o €V, W)Y

z zachowaniem warunkow 2, — 2y + Yo > 0 dla kazdego vw # ts
2t —Zs t s > 1 “47)
Ypw > 0 dla wszystkich v,w € V
Zy >0 dla kazdegov € V'

Zauwazmy, ze gdyby w optymalnym rozwiazaniu ys > 0 to skoro c(t,s) = oo,
wigc jest nieograniczony. Ale wtedy {6), jako program dualny do (7)), jest sprzeczny, a
przeciez zerowy przeptyw jest zawsze dopuszczalny. Stad v = 0. Uwzgledniajac t¢ réwnos¢
po niewielkich zabiegach kosmetycznych dostajemy:

zminimalizuj D o C(U, W) Yy

z zachowaniem warunkow  4,,, = 2z — 2y dla kazdego vw # ts
| (48)
Yow > 0 dla wszystkich v, w € V
2y, >0 dla kazdegov € V

Zauwazmy, ze gdyby dotozyé warunki z,,y,, € {0,1} to dostalibySmy doktadnie prob-
lem minimalnego przekroju! W szczegélnosci, dla minimalnego przekroju (S, S), rozwiazanie
postaci z, = Odlav € S, 2z, = 1dlaw € S, Yow = 2 — Zu jest rozwigzaniem do-
puszczalnym (48). Na podstawie stabej dualnosci dostajemy znajomy fakt: max-przeptyw <
min-przekrdj.

Gdyby teraz udowodnic¢, ze rozwigzanie optymalne ograniczonego do wartosci {0, 1}
jest tez rozwiazaniem optymalnym (48)), to z twierdzenia o dualnosci mielibySmy jako wniosek
twierdzenie o maksymalnym przeplywie i minimalnym przekroju, tzn. ze warto$¢ maksymalnego
przeptywu jest rowna przepustowosci minimalnego przekroju. Mozna tak uczynié, my jednak w
inny sposob pokazemy, ze twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju jest
szczegblnym przypadkiem teorii dualnosci PL.

Wystarczy pokazaé, ze min-przekrdj < max-przeptyw. Nawet mniej: wystarczy skonstru-
owaé dowolny przekrdj o przepustowosci < max-przeptyw. Niech x* bedzie optymalnym roz-
wigzaniem natomiast z*, y* optymalnym rozwigzaniem (48). Bez straty ogéInosci mozemy
zatozy¢, ze z; = 0 (jesli tak nie jest ustawiamy z; := z; — z., otrzymujac rozwigzanie do-
puszczalne o tej samej wartosci funkcji celu). Niech S = {v | 2} < 1}iT =V — S. Zauwazmy,
zes € Sorazt € T, awigc (S,T) jest przekrojem. Pokazemy, ze jego przepustowos¢ jest réwna
i, czyli ze ¢(S,T) = Y cqper (v, w) = xj,. W tym celu rozwazmy dwa rodzaje krawedzi
(v, w) przecinajacych przekrdj:

l.veS,weT. Wtedy vy, > 2 —z; > 0. Stad y;;,, # 01 na podstawie komplementarnych
warunkéw swobody, odpowiedni warunek w programie prymalnym musi by¢ spetniony z
réwnoscia, czyli z,, = c(v, w).
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2.veT,we S (v,w) # (t,s). Wtedy 2 — 2z + y*ow > 2z} — 2% > 0. Stad warunek
2y — 23 + y*vw > 0 w programie (48)) nie jest spetniony z réwnoscia, wigc na mocy

komplementarnych warunkéw swobody odpowiadajaca mu zmienna x,,, w ([@#6) jest rtéwna
0.

PokazaliSmy, ze

C(S7 T) - Loyw — Loy -
veES weT,veS

weT (w,v)#(t,s)

Jeszcze kilka przeksztalcefE-]

C(Sv T) = Z m;k)w - Z x;kuv

veS weT,weS
weT (w,v)#(t,s)
% * *
_xts+ E Low — E :xwv
veS weT
weT veS
% * * . * *
R DI DR el DD P
veSs v,WES weT w,vES
weT vES
_x * *
= Ty + E Lo — E Loy
veS wevV
weV veS
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6 Podziekowania

Szczegblnie goraco dzigkuje Adamowi Iwanickiemu za uwazng lekture wstgpnej wersji tego
tekstu i liczne uwagi oraz Marcinowi Musze za pomocne dyskusje. Dzigkuje takze studentom
wyktadu z algorytmiki: Jakubowi Bartodziejowi, Mateuszowi Machalicy i Marcinowi Ziomb-
skiemu za wychycenie literowek 1 drobnych usterek.

Literatura

e Notatki do wyktadu ,,Advanced Algorithms” E. Demiane’a i D. Kargera (2003)
http://courses.csail.mit.edu/6.854/fall03/

e Notatki do wyktadu ,,Advanced Algorithms” M. Goemans’a (1994)
http://www-math.mit.edu/~goemans/notes—-1p.ps

Hwhasciwie juz widaé, ze z prawej strony mamy przeptyw ptynacy przez przekrdj, a to jest rtowne po prostu z,
ale kto o tym pamigta?
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e O zastosowaniach PL do algorytméw aproksymacyjnych mozna poczytaé w
V. Vazirani ,,Algorytmy Aproksymacyjne” WNT 2005.

e O programowaniu liniowym (z perspektywy algorytmu Simplex) mozna tez poczytaé w
Cormen, Leiserson, Rivest, Stein ,,Wprowadzenie do algorytméw”, Wydanie > 6, WNT
2004.
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