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Algorytmy w teorii liczb

Teoria liczb jest dzialem matemtyki dotyczacym wtasnosci liczb naturalnych. Rozwaza
sie zagadnienia zwigzane z liczbami pierwszymi, podzielnoscig liczb, rozktadem liczb na
czynniki pierwsze, kongruencje itd. Formutuje si¢ takze wiele ciekawych problemoéow algo-
rytmicznych, z ktérych wiele ma wazne zastosowania, np. w kryptografii (dziedzina zaj-
mujaca sie szyfrowaniem informacji). Oto przyktad dobrze wszystkim znanego problemu
algorytmicznego:

Dane: liczby aibd
Problem: znalezé liczbe ¢ = a - b.

Znamy oczywiscie ,szkolny” algorytm rozwigzywania tego problemu. Powstaje py-
tanie jaka jest jego zlozonosé¢ czasowa. I tu wazna informacja: rozwazajac problemy teori-
oliczbowe jako rozmiar danych przyjmujemy dlugos$é zapisu liczby w pewnym uktadzie
pozycyjnym (np. dziesiatkowym lub dwéjkowym). Diugosé zapisu liczby = w uktadzie o
podstawie b bedziemy oznaczaé przez lhy(z).

Fakt 1. Dlugosé¢ zapisu liczby x w ukladzie o podstawie b wynosi lhy(z) = 1+ |log, z|.

Uzasadnienie. To, ze n jest dtugoscia zapisu liczby x w uktadzie o podstawie b oznacza, ze
T =Cp 0" o4+ b+ e
gdzie ¢; — to kolejne cyfry, tzn. 0 < ¢, 1 <boraz 0 <c¢;<bdlai=0,1,...¢, 5. Wtedy
bt > p L

Zlogarytmujmy obustronnie, otrzymujemy n > log, x > n — 1. To oznacza dokladnie tyle,
zen—1=|log,z|. A wieclhy(x)=n=1+ |log,x]|. O

Jedli interesuje nas ztozonos¢é asymptotyczna algorytmow, to nie ma znaczenia w jakim
ukladzie pozycyjnym liczymy, bo przeciez lh,(z) = 1+ [log, x| = 1 + L@ logy x| =
O(log, x). W dalszej kolejnosci bedziemy wiec zakladaé, ze liczby sa dane binarnie, tzn.
b = 2 oraz oznaczymy lh(x) = lhy(z).

Fakt 2. Niech lh(x) = n, lh(y) = m. Wtedy ztozonosci czasowe algorytméw ,szkolnych”
wynosza odpowiednio:

e dla dodawania: O(n + m),
e dla odejmowania: O(n + m),
e dla mnozenia: O(nm),

e dla dzielenia (obliczanie wyniku z dzielenia i reszty): O(nm).
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Dodawanie i odejmowanie dziala w czasie liniowym a wiec optymalnie. Okazuje sie,
ze mozna szybciej. Niech lh(a) = lh(b) = 2n. Przedstawimy liczby a i b w nastepujacej
postaci:

a:2"A1+A2, bZQnBl+BQ,

(22" + 2" A By + 2"(A; — A)(By — By) + (2" +1)AyB, =

22nAlBl -+ 2”14131 -+ 2”(14132 - AlBl - AQBQ —+ AgBl) + 2”14232 -+ AQBQ -
22" A1 By + 2" A By + 2" Ay B; + Ay By =

ab.

W pierwszej linijce mamy sposob obliczania iloczynu ab. Zauwazmy, ze mnozenie przez
potege dwojki 28 wykonujemy w czasie O(k) — liczby mamy zapisane binarnie a wiec takie
mnozenie to po prostu dodanie k zer na koncu. Oprédcz dopisywania zer mamy 6 operacji
dodawania i odejmowania, ktére w sumie zajmuja czas O(n) no i trzy mnozenia liczb
dtugosci n a wiec dwa razy krotszych. Te mnozenia wykonujemy rekurencyjnie. Jaka
ztozono$¢é ma nasz algorytm? Niech T'(n) bedzie liczba wykonywanych operacji. Wtedy:

T(2n) < 3T(n) 4+ Cn.
dla pewnej statej C'. Rozwiazemy réwnanie rekurencyjne:

T(1) =1,
T(2n) = 3T (n) + Cn.

Przy obliczaniu ztozono$ci wystarczy zatozy¢, ze n jest potega dwojki. Wtedy:
T(2) = 37 (2"1) + 021,
I dalej:

T2F) = 3TE"hH+ 02 =
= 3(TE" ) +02"%) vt =
3T (2"73) 4+ C2F73) + 30282 - C2F ! =

3EIT(20)  3FLC20 £ 3R 202t L+ 30282 1 02kl <
3Fe =

(210g23)k —

(2kz)log2 3‘

[IA

dla pewnej statej c. Stad T'(n) = n'°%23. Tymczasem

log, 3 ~ 1,585

czyli mamy algorytm w czasie O(n'5%) czyli duzo lepiej niz n?.
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NWD i Algorytm Euklidesa

Przypomnijmy kilka prostych poje¢. Zbior liczb catkowitych oznaczamy symbolem Z.
Liczba catkowita d > 0 jest dzielnikiem liczby cakowitej a, gdy dla pewnego k € Z ma
miejsce a = k - b. Piszemy wtedy d | a i méwimy, ze d dzieli a.

Przyktad: 2|10, 5|5 2 /3.
Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a 1 b to najwicksza liczba, ktéra jest jednoczesnie dziel-

nikiem a i dzielnikiem b, inaczej:

NWD(a,b) = max{d € Z : d | a oraz d | b}.

Przyktad: NWD(15,6) =3, NWD(18,12) =6, NWD(7,15) =1, NWD(a,0) =
6 dla a > 0.

Zajmiemy sie nastepujacym problemem algorytmicznym:
Dane: liczby aib
Problem: znalezé NWD(a, b).

Twierdzenie (algorytm ,szkolny”). Jesli mamy rozktad liczb a i b na czynniki pierwsze:

a]:p?l -ng."..pgn,
b=pitph? .. phn
to wtedy
NWD(CL7 b) _ prlmn(oclﬂl) . pr2nln(042ﬂ2) . pglin(an,ﬁn)'

Oczywiscie w powyzszym twierdzeniu dopuszczamy mozliwos¢ a; = 0, §; = 0 — dz-
ieki temu ten zapis ma sens nawet gdy pewna liczba pierwsza p; dzieli a ale nie dzieli
b. Zauwazmy, ze powyzszy wzor odzwierciedla doktadnie sposob, w jaki obliczaja NWD
dzieci w szkole. Zauwazmy jednak, ze taki algorytm ma jedynie znaczenie dydaktyczne
pozwalajace oswoié sie z faktem, ze wszystkie liczby ,sktadajg sie” z liczb pierwszych.
Gdybys$my chcieli taki algorytm zapisa¢ jako program komputerowy powstaje pytanie jak
znajdowac rozktady liczb na czynniki pierwsze. Okazuje sie jednak ze znajdowanie takiego
rozktadu to bardzo trudny problem: zeby roztozy¢ liczbe dtugosci n najlepsze znane al-
gorytmy potrzebuja czasu wyktadniczego w rodzaju O(e"l/3 lc’gm”). A jaka jest zlozonosé
Algorytmu szkolnego? Zatézmy, ze rozktadamy n-cyfrowa liczbe a. Bierzemy kolejne liczby
pierwsze (wystarczy od 2 do |/a]) i dla kazdej z nich sprawdzamy, czy dziela a. Tymcza-
sem prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie. Jest ©(k/logk) liczb pierwszych mniejszych od k.

Jesli a jest n-cyfrowa to 10" > a > 10"', czyli 1072 > /a > 10"1/2 a zatem
liczb pierwszych mniejszych od |y/a| jest ©(10"~1/2/n). A wiec algorytm szkolny tez jest
wyktadniczy. Pokazemy lepszy algorytm. Potrzebny bedzie nastepujacy fakt:
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Fakt 3. NWD(a + cb, b) = NWD(a, b).

Dowdd. Pokazemy, ze wspoélne dzielniki liczb a + ¢b, b sa takie same jak wspolne dzielniki
liczb a i b. Wtedy najwieksze wspolne dzielniki tez beda takie same.
Jeslid|aid]|btod] (a+ cb) czyli jedli d jest wspélnym dzielnikiem a i b to jest tez
wspolnym dzielnikiem a + ¢b i b.
Na odwrét, jesli d | (a + ¢b) oraz d | b, czyli (a + ¢b) = k-d oraz b = [ -d to
a=kd—cb=kd—cld—d(k—lc)awiecd | a. Stad d jest wsp6lnym dzielnikiem a i b. [J

Co wynika z tego faktu? Jedli chcemy obliczy¢ NWD(z,y) dla x > y to wykonujemy
dzielenie z reszta = przez y. Wtedy x = ky + r gdzie 0 < r < y (r jest reszta). Wiemy,
ze NWD(z,y) = NWD(ky + r,y) = NWD(r,y). Powtarzamy te operacje az jedna z liczb
bedzie rowna zero. Oto pseudokod algorytmu:

Algorithm 1 Algorytm Euklidesa
: function Euklides (a,b) : Integer
if b =0 then

Result +— a

else
Result « Euklides (b, a mod b)

Przyktad. Obliczymy NWD(574,252):

574 2252 + 70,
252 = 370+ 42,
70 = 1-42 428,
42 = 1-28+ 14,
28 = 2-14+0,

A wiec NWD(574, 252) = 14.

Whbrew pozorom algorytm Euklidesa wymy$lit Eudoksos w IV wieku p.n.e. Wymyslit
tez kilka innych pozytecznych rzeczy jak np. liczby rzeczywiste albo tzw. metode wycz-
erpywania, podobng do wspotczesnej catki Riemmana. Wkiad Euklidesa jest natomiast
taki, ze opisat on nasz algorytm w swoich Elementach.

Zastanowmy si¢ nad ztozonoscia algorytmu Euklidesa. Jaki jest pesymistyczny przy-
padek? Najgorzej jest gdy zawsze wynik dzielenia a div b < 1, bo wtedy liczby najwolniej
,spadaja”’. Tak jest dla liczb Fibonacciego. Dla przypomnienia n-ta liczba Fibonacciego
dana jest wzorem rekurencyjnym: F} =1, Fo =1, F, = F,,_1 + F,,_» dla n > 2. Kolejne
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liczby Fibonacciego to: 1,1,2,3,5,8,13,21,34, . ... Policzmy np NWD(21, 13):

Fy = 21=1-13+8,

F; = 13=1-8+5,
Fs = 8=1-5+3,
Fs = 5=1-3+2,
F, = 3=1-2+1,

F; = 2=2-14+0.

Widzimy, ze kolejne reszty z dzielenia to kolejne liczby Fibonacciego. Ma wiec miejsce
nastepujacy fakt:

Fakt 4. Dla dowolnego n > 0 jest NWD(F,, 4o, Fl,11) = 1 i algorytm Euklidesa wykonuje
doktadnie n dzielen.

Twierdzenie (Lamégo). Jesli a > b > 0 oraz b < Fiy1 to algorytm Euklidesa wykonugje
mniej niz k dzielen.

Uzasadnienie. Po pierwszym dzieleniu dostajemy dwie liczby, z ktorych wieksza jest mniejsza
niz Fi1. Nawet jesli odtad wynikiem z dzielenia zawsze bedzie 1, to tych dzielen bedzie
co najwyzej k — 1 (tyle by byto gdyby$my mieli dwie liczby Fibonacciego). ]

Whniosek 1. Algorytm FEuklidesa uruchomiony dla liczb a > b, z ktorych wieksza ma n
cyfr dziala w czasie O(n®).

Uzasadnienie. Zatozmy, ze Fj, < b < Fy,1. Wtedy wykona sie co najwyzej k dzielen.
Tymczasem wiadomo, ze Fj, > ¢*=2 dla k > 3, gdzie ¢ = %5 A wiec ¢F=2 < b. Wezmy
logarytm k —2 < log, b = O(lh(b)) = O(n) a wiec wykona si¢ O(n) dzielen, kazde w czasie
O(n?). Koniec uzasadnienia. O

A wigc algorytm Euklidesa dziata w czasie wielomianowym! Nasze szacowanie jest
jednak niedoktadne. Mozna pokazaé (i to elementarnymi metodami), ze

Twierdzenie. Algorytm euklidesa obliczajgcy NWD n-cyfrowej liczby a i m-cyfrowej liczby
b ma zlozonosé O(nm).



