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Rozdziatl 1
APROKSYMACJA.

Ogolne zagadnienie aproksymacji w przestrzeni liniowej

(X, || - ||) -przestrzen liniowa unormowana, P -podzbior przestrzeni X.

e Dla z € X poszukujemy elementu p € P takiego, ze ||z — p|| jest
wystarczajgco mate: p aproksymuje x.

e Dla z € X poszukujemy elementu p € P takiego, ze
Vge P lp—z| < llqg— |

p nazywa sie wtedy elementem najlepszej aproksymacji v € X przez
elementy podzbioru P.

Wtiasnoéci elementu aproksymujacego (w szczegélnosci elementu
najlepszej aproksymacji) zaleza od X, P i | -|. Dla tego, jesli mé-
wimy o aproksymacji, to musimy by¢ $wiadomi tego

e skad bierzemy element aproksymowany (z),
e gdzie szukamy elementu aproksymujacego (p),

e w jaki spos6b mierzymy jako$é aproksymacji (|| - ).

Istnienie elementu najlepszej aproksymacji

Twierdzenie 1.1
o (X,||-|l) - przestrzen liniowa unormowana,
o P C X - podprzestrzen skonczonego wymiaru.

Wtedy, dla kazdego x € X 1istnieje element p € P, najlepszej aproksymacyi
dla z.

Dowéd

1. Jedli x € P, to bierzemy p = x.



2. Jesli x € P, to p(x, P) = infeep |z —qf| = 7 > 0, gdyz P jest skon-
czonego wymiaru. Niech Q@ = PN{qge P | |lg— x| <r+ €}, gdzie
€ > 0 jest ustalona liczba. Wtedy @ jest zbiorem zwartym (dlaczego?).
Potézmy f(q) = |lg— x| dla g € Q; funkcja f jest ciagta i jest okreslona
na zbiorze zwartym @), a wigc na () osiaga swoj kres dolny. To znaczy,
ze istnieje p € () speliajagce warunek ||p—z|| = f(p) = infeq f(g). To
oznacza, ze p jest elementem najlepszej aproksymacji dla x. O

W sytuacji, o ktorej méwi Twierdzenie 1.1, element najlepszej
aproksymacji dla x € X moze by¢ jedyny lub nie, w zaleznoSci
od wlasnosci normy || - .

Przyktad

Niech X = R* = {(&,&%) | &.& € RY; P = {(&4,&)| & =0}, o =
(0,1).

1. Jesli w przestrzeni X przyjmiemy norme euklidesowq, ||y|| = /(£ + &3)
dla y = (&,&2), to jedynym elementem najlepszej aproksymacji dla
bedzie p = (1,0).

2. Jesli zas norme okreslimy tak: ||y|| = max{|& |, |&2|}, to zbiorem wszyst-
kich elementow najlepszej aproksymacji dla x w P bedzie odcinek
otwarty ((—1,0), (1,0)).

3. Jedli (na przyktad przy definicji normy z punktu 1.), jako zbiér P przyj-
miemy
P={(&,&) | &<1},

to okaze si¢, ze w P nie ma elementu najlepszej aproksymacji
dla x. (Dlaczego?).O

Obiektami, ktére najczesciej musimy aproksymowaé sa funkcje. Chodzi

nam zwykle o to, aby$my mogli zastapi¢ funkcje

bardzo skomplikowang
lub

taka, o ktorej wiemy zbyt malo
przez inng funkcje, z ktorg tatwo potrafimy sobie radzi¢. Takimi stosunkowo
tatwymi funkcjami sg, na przyktad, wielomiany. Ich wartosci potrafimy tatwo
oblicza¢ (patrz - ¢wiczenia: schemat Hornera).
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Najczesciej beda nas interesowaé funkcje ciggle okreslone na pewnym
ustalonym zbiorze zwartym Q € R<, majace wartosci rzeczywiste. (Gdy
d = 1, najczesciej bedzie Q = [a,b].) Niech wiec naszym zbiorem X bedzie
zbior wszystkich funkcji ciggtych okreslonych na Q0. W X tatwo okreslimy, w
sposob naturalny, operacje + - dodawania elementéw, oraz operacje mnozenia
ich przez liczby. W ten sposéb w zbiorze X zbudujemy strukture przestrzeni
liniowej. Mamy juz przestrzen liniowg X . Jesli ) jest zbiorem o nieskonczonej
mocy, to wymiar (algebraiczny) X jest nieskonczony.

W naszej przestrzeni liniowej X mozemy teraz okresli¢ norme na rézne
sposoby. Nasza przestrzen X stanie sie w ten sposdb przestrzeniq liniowg
UNOTMOWANQ.

Najczesciej w X uzywa sie normy "sup”; dla f € X

[ fllse2 = sup [ f(£)]-
teQ)

Jesli nie bedzie watpliwosci co do zbioru €2, bedziemy pisaé¢ krocej || f]]oo-
Zbieznosé w sensie normy || - || 0, to zbieznosé jednostajna w 2. Inna norma,
7 ktoéra bedziemy mieé¢ do czynienia to norma L?(£2)

1
I£1l2 = ([ 1£(0) a2t
Aproksymacja w sensie kazdej z tych norm ma inne wlasnosci.

INTERPOLACJA LAGRANGE’A

Niech X bedzie przestrzenia liniowa wszystkich funkcji ciagtych, okreslonych
na skonczonym przedziale domknietym [a,b] C R; niech P bedzie zbiorem
wszystkich wielomianéw jednej zminnej rzeczywistej. Szczegdlnym rodzajem
aproksymacji elementow przestrzeni X przez elementy jej podprzestrzeni P
jest interpolacja w sensie Lagrange’a

(1.1) Zadanie interpolacji wielomianowej, globalnej w sensie
Lagrange’a

W przedziale [a, b] dany jest uklad n+1 réznych punktow zwanych weztami:

A< T0< T < Ty << xp, <D



Dla f € X poszukuemy wielomianu P, € P, stopnia < n, o tej wlasnosci, ze
fx;) = Pu(a;) dla j =0,1,2,--- n.

Wielomian P, spelniajgcy powyzsze warunki to wielonian interpolacyjny
Lagrange’a dla funkcji f, i weztow zg,z1, -, x,.

Ten sposob aproksymacji pozwala prybliza¢ przy pomocy wielomianu P,
stopnia < n dowolna funkcje (nawet nie koniecznie ciagla!), okreslona jedy-
nie w zadanych weztach. Funkcje f, ktorej wartoéci znamy jedynie w weztach
wymienionych w sformutowaniu zadania (1.1), (moga to by¢ na przyktad wiel-
kosci otrzymane z pomiaréw eksperymentalnych), zastepujemy wielomianem
P,.

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a nie jest na ogét elementem naj-
lepszej aproksymacji!.

Twierdzenie 1.2
Zadanie interpolacji Lagrange’a (1.1) ma jednoznaczne rozwigzanie

Dowéd
1. Istnienie. Podamy konstrukcje rozwiazania, uzywajac tak zwanych wielo-
mianow bazowych Lagrange’a, zwigzanych z weztami xg, x4, - - -, x,. Kazdemu

weztowi przyporzadkowany jest wielomian stopnia n:

(o= (@)@ —a1) - (2~ 2 (@ —agn) - (@~ 2a)
12 b = o @y — o) (@ = 2@ — ) (@ — )’

dla 7 =0,1,---,n. Zauwazmy, ze
Li(zy) = 65 dla j, k= 0,1, m,

oraz ze kazda z funkcji [; jest wielomianem stopnia n. Stad natychmiast
wynika, ze

(1.3) Pu(x) = flay)l(@),
=0
jest wielomianem stopnia < n, oraz ze

&@wzi%M@ﬁzﬂm%
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co oznacza, ze P, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a, o weztach
Zo,T1, -, T, dla funkcji f.

2. Jednoznacznosé. Jesli poszukiwany wielomian P, zapiszemy w postaci
naturalney,

P,(x) = Z aja:j,
=0

to jest w postaci jego rozwiniecia wzgledem bazy wielomianéw 1, x, 22, - - -, 2",

to widzimy, ze zadanie (1.1) sprowadza sie do znalezienia wsp6lczynnikow
Qp, a1, a2, , Qp,

speliajacych ukiad n + 1 réownan algebraicznych liniowych

(1.4) S wlaj = f(z) dlak =0,1,--n.
=0
Macierza tego uktadu jest macierz Vandermonda:
1 x 23 ay - ab
1z 22 a3 ..l
(1.5) V=|1 2o 23 23 - a3

Wiadomo, ze macierz taka jest nieosobliwa, jesli wezty sa rozne. Zatem uktad
(1.4) ma jednoznaczne rozwiazanie. O

Zauwazmy, ze dowod Twierdzenia 1.2 zawiera dwa rézne algorytmy wy-
znaczania wielomianu P,. Jeden z nich okreslony jest wzorem (1.3), zas drugi
wzorem (1.4). Kazdy z tych algorytméw wyznacza ten sam wielomian P, w
postaci rozwiniecia wzgledem innej bazy podprzestrzeni wielomianow stopnia
<n.

Chwilowo zwréémy uwage na to, ze uktad réwnan (1.4) o macierzy Van-
dermonda (1.5) jest na ogdl, przy duzych wartosciach n, bardzo Zle vwarun-
kowany. To tez dla n duzych unika si¢ wyznaczania P, przy pomocy uktadu
(1.4).

Algorytm réznic dzielonych, to jeszcze jeden sposdéb wyznaczania wielo-
mianu interpolacyjnego Lagrange’a F,.



Zdefiniujemy najpierw réznice dzielone dla funkcji f, okreslonej w we-
ztach xg, 1, 29, -+, x,. Symbolem

f[.’lf(),xl, e ,.Tk]

oznaczamy k-tg réznice dzielong funkcji f dla weztéw xg, xq, xo, - - -, 2.
Réznice dzielone definiujemy rekurencyjnie:

e flx;] = f(z;) - zerowa réznica dzielona dla wezta z;,

o flxo,x1] = L=t _ hierwsza rézmica dzielona dla wezléw
J Tr1—Tg
171,

_ flrnea, e ]—flro, i, k 5znica dziel

o flxo, 1, 2] = P - k-ta roznica dzielona

dla wezléw xg, x1, -+, Tpy1-
Twierdzenie 1.3
flwo, w1, @0, ] =

Whniosek 1.3
Warto$é réznicy dzielonej flxo,x1,Ta, -+, x| nie zaleZy od porzedku argu-
mentow g, Ty, Tp. O

Zadanie 1.1
Udowodni¢ Twierdzenie 1.3. Mozna zastosowa¢ indukcje wzgledem k.

Twierdzenie 1.4
Wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla funkcji f : [a,b] — R, oraz wezldw

X0, X1, Lo, -+, Ty da Sie zapisac w postaci Newtona:

Po(x) = flwo] + flxo, v1](x — w0) + fl20, 71, 22) (7 — 20) (2 — 21)+

(1.6) + o+ flwo,xr, o wn) (= x0) (2 — 21) - (X — Tpq).



Uwaga. Mamy tu jeszcze jedno przedstawienie wielomianu P, przy pomocy
bazy newtonowskiej podprzestrzeni wielomianéw stopnia < n:

(x —xo)(x —21) - (T — ).

Wspbdtezynnikami rozwinigcia sg w tym przypadku, roznice dzielone.
Dowéd. (Indukcja wzgledem n.)

SprawdZzmy najpierw, ze wzér (1.6) wyznacza wielomian interpolacyjny La-
grange’a dla n = 1.

Pu(@) = Sao) + LT
Stad
Pi(z0) = f(0),

M(m —x0) = f(z1).

Ir1 — X
Poniewaz P; jest stopnia < 1, jest to zatem wielomian interpolacyjny dla
weztow xg 1 x7.

Pi(z1) = f(zo) +

Zadanie 1.2

Wykonaé¢ krok indukcyjny. Wskazéwka: Zakladamy, ze wzor (1.6) zachodzi
dla dowolnego ukladu k wezlow x;,, x;, - -+, x;,_,. Udowodni¢, ze wzdr ten
przedstawia tez wielomian interpolacyjny dla weztow xg, x1, - - -, xr. Trzeba

zauwazy¢ najpierw ze
Py(r) = Py () + flwo, 21, wp—1, Tx) (2 — 20) (T — 1) -+ (T — Tp-1),
i nastepnie sprawdzac, ze Py(x;) = f(z;), najpierwdlaj =0,1,2,--- k—1, w

koncu dla j = k, wykorzystujac to, ze réznice dzielone nie zalezg od porzadku
argumentow.



Tablica réznic dzielonych.

Kolejne roznice dzielone otrzymamy wypetniajac ponizsza tablice roznic dzie-
lonych. (Tablica dla n = 4.)

xQ fl=o]
flzo, 1]
@] flz1] flzo, z1, x2]
flz1, z2] flzo, 21, 22, 23]
e flza] flz1, z2, x3] flzo,®1, 22,23, z4]
flzg, z3] fla1, g, z3, 4]
z3 flzs] flzg, x3, x4]
flzs, z4]
Ty flzq]

Tablice tworzymy postugujac sie definicjg rekurencyjng roéznic dzielonych.
Zauwazmy, ze dla wyznaczenia wielomianu interpolacyjnego La-

grange’a w postaci Newtona potrzebujemy tylko gérnej diagonali

tablicy.

Zadanie 1.3 Napisz program obliczajacy wartos¢ w zadanym punkcie x

wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a, stosujac wzér (1.6) i tablice réznic

dzielonych.

Zadanie 1.4 Roéznice dzielone nie zaleza od porzadku argumentow. Wyciag-
gnij z tego wnioski dotyczace wzoru (1.6) i tablicy réznic dzielonych.

Oszacowanie btedu dla wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a.

Niech P, bedzie wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a dla funkcji f :
la,b] — R, o weztach

A< To< T < Ty < < xp, <D

Twierdzenie 1.4.Jesli f € C™([a, b]), to dla kazdego x € [a,b], w przedziale
otwartym
(min{x, zg, - - -, &, }, max{x, g, - -+, Tn })

istnieje punkt &(x), taki Ze

)
(n+ 1)!

f(z) = Py(x) w(),

gdzie w(z) = (x — xo)(x — x1) -+ (T — Tp,).

8



Uwaga: To twierdzenie podaje blad interpolacji w kazdym punkcie z € [a, b]. Za-
uwazmy, ze blad zalezy jedynie od wlasnosci funkcji aproksymowanej f, oraz od
wezléw interpolacji (w(z)).

Dowéd
Niech
f(ac)w—(glj)n(a:) gdy z £z, j=0,1,---,n
K(z) =
0 gdy v =2;, j=0,1,---,n
oraz

F(t,x) = f(t) = Pu(t) — K(z)w(t).

Potraktujemy ¢ jako zmienna, zas = jako ustalony parametr. Zauwazmy, ze
F(t,x) jest funkcja rézniczkowalna n + 1 razy w sposob ciagly jako funkcja
zmiennej t € [a,b]. Ponad to

F(z,z) =0,

F(zj,z)=0, j=0,1,---,n.

Jesi ¢ # x; 7 = 0,1,---,n, to F(t, ) traktowana jako funkcja zmiennej ¢,
zeruje sie w n + 2 rdéznych punktach przedziatu [a, b]

T, 20, T1y" "5 Tn-

Stosujac n + 1 razy twierdzenie Rolle’a do kolejnych pochodnych funkcji F
wzgledem ¢, widzimy ze

. %F(t, x) znika w n punktach miedzy kolejnymi weztami z, zq, - - -, x,,
a wiec n razy w réznych punktach przedziatu otwartego (a,b),

o g—;F(t, x) znika w n — 1 r6znych punktach przedziatu (a,b)
o %F(t7x) znika przynajmniej w jednym punkcie przedzialu (a,b).

Oznaczmy ten punkt przez &(x).



Zgodnie z definicja funkeji F'(¢, x), mamy

8n+1

Sl (t2) = Fr(E(2) = K(2)(n + 1) =0,

gdyz w D (t) = (n + 1)L
Stad, gdy x #2; 7=0,1,---,n

f(@) = Pa(x) _ f"V(E(2))

w(x) (n+ 1)!
lub inaczej
_ M)
f(x) = Pu(z) = Ww(m).
Wzor ten pozostaje prawdziwy, rowniez gdy x = x; j = 0,1,---,n. O

Whnioski

1. Z twierdzenia 1.5 wynika, ze jedli f € C"™([a,b]), to dla bledu inter-
polacji Lagrange’a mamy nastepujace oszacowanie w normie w normie
"sup” na przedziale [a, b]:

Hf(n—’—l) HOO7[G7b] Hw
(n+ 1)!

H 00,[a,b]

(1.10). If = Pallooa) <

We wzorze tym btad interpolacji jest szacowany z géry przez wyrazenie
zalezne od normy "sup” n + 1-szej pochodnej funkcji f.

2. Zadanie 1.5 Udowodni¢, ze jesli
a=20< Ty <To< -+ <xp=>,

to

n!hn—f—l
4 )

(1.11) lloo,fap) <

gdzie h = max;(zj+1 — ;).

Wskazowka. Zastosowac indukcje wzgledem n.

10



Ze wzoréw (1.10) i (1.11) wynika nastepujace oszacowanie btedu inter-
polacji Lagrange’a w zaleznosci od h:

1" oo fat vy

_Pn oo,|a S
Hf H Jla,b] 4<n+1)

To oszacwanie ma nastepujaca wade: liczba weztdéw jest zwigzana z
regularnodcia funkcji f. Zatem rzad pochodnej dazy do oo, gdy liczba
weztéw dazy do oo.

. Niech L,, bedzie operatorem (funkcja) przyporzadkowujacym funkcji
f € C([a, b)) jej wielomian interpolacyjny Lagrange’a dla danego, usta-
lonego uktadu n + 1 weztow:

Ly,: f— P,

Latwo zauwazy¢, ze jest to operator liniowy (dlaczego?). Przypusémy,
ze rozwazamy cigg uktadéw n + 1 weztow:

a<z;<a} <<z, <b

Pytanie Czy dla kazdego f € C([a, b))
(1.12) [ nf = Flloofat) = 0

gdy n — o0, przy dowolnym ciaggu uktadéw weztow.

Jest to pytnie o zbieznos$¢ interpolacji Lagrange’a dla dowolnej funkcji
ciagtej f. Okazuje sig, ze w przestrzeni C([a,b]) zaleznosé¢ (1.12) nie
zachodzi przy dowolnie wybranym ciggu uktadéw weztéw, bez dodat-
kowych zatozen o funkcji f. Inaczej méwiac interpolacja Lagrange’a nie
jest aproksymacjq zbiezng w przestrzeni C([a,b]).

Wzér (1.9) i oszacowanie (1.10) zakladaja, ze funkcja f ma tyle pochodnych
ciagtych, ile wynosi liczba weztow interpolacji. Nasuwa sie naturalne pyta-
nie, co mozna powiedzie¢ o bledzie interpolacji Lagrange’a jesli f ma mniej
pochodnych ciggtych miz liczba weztow interpolacyi. Mozna na nie odpowie-
dzie¢ wykorzystujac Twierdzenie Jacksona. To twierdzenie podaje oszaco-
wanie btedu dla wielomianu najlepszej aproksymacyi stopnia < n w sensie
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normy ”sup” na przedziale [a,b]. Jak wiemy, taki wielomian zawsze istnieje
(dlaczego?). Oszacowanie w Twierdzeniu Jacksona zalezy od stopnia reqular-
nosci funkcji f.

Twierdzenie Jacksona. Niech f € C%([a,b]), oraz niech Q,, bedzie wielo-
mianem stopnia < n, najlepszej aproksymacyi dla f w sensie normy ||-|so a,p)-
Wtedy

Hf - Qn”oo,[a,b] <
6w (f, 52), gdy [ € C([a, b)),
< :_)’b_TaHf/HOQ[mb]v gdy f € Cl([avb])v
Bt (o O sy, gdy f € Co([0,]), 5 22

Tutaj
w(f,7)=  sup  [f(t+At) - f(2)]

|At|<T,tt+T€Ea,b]
jest tak zwanym modulem cigglosci funkcji f na |a,b].
Majac Twierdzenie Jacksona potrafimy oszacowaé blad interpolacji La-
grange’a takze, gdy f € C*([a,b]), s < n.

Istotnie, niech P, bedzie wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a dla f
o weztach

a < T, Ty, Ty < b.

Oznaczajac przez 0, wielomian najlepszej aproksymacji, mamy
f_Pn:f_Qn+Qn_Pn-

Zauwazmy, ze wielomian iterpolacyjny Lagrange’a dla ), o podanych we-
ztach jest poprostu rowny @, (odpowiedz dla czego?). Mozemy wiec napisaé,
uzywajac funkeji bazowych Lagrange’a [; (patrz (1.2) i (1.3))

Qn = ilen(ij%
=0

B, = iljf(ﬂfj)-
=0
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Stad
f=Po=Ff—=Qu+ > Li(Qulx;) — f(z;))-
=0

Teraz szacujac

1f = Qullsofatt < I1f = Qullos oty + D illc,fa,t s 1Qu(z) — f(z)] =
=0 z€la,
- <1 + Z Hleoo,[a,b])Hf - Qn”oo,[a,b]-
=0

Zadanie 1.6. Udowodnij, ze jesli
a=20< Ty < - <xp=0>,

to

n! h
1.13 l; 0o,la S . — < \T "

gdzie h = max;(z;+1 — x;), h = min;(z;41 — ;).

Ostatecznie, wykorzystujac wzér (1.13), otrzymamy oszacowanie bledu
dla wielomianu interpolacyjnego P, dla weztow a = g < 1, -+ < x, = b:

jesli f € C*([a,b]), 0 < s<mn, to

(1.14) 1f = Balloofas) < (14 2(2)")f = Qnlloo,fas-

> >

INTERPOLACJA HERMITE’A
Zalézmy jak poprzednio, ze dane sa rézne wezty w przedziale [a, b]:
a<zg <1< < xp < b

Ponadto przypusémy, ze kazdemu z weztéw przyporzadkowana jest liczba
naturalna m; > 1, zwana krotnoscig wezta x;. Niech f € Cmaximi)=1([q p]).
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(1.15) Zadanie interpolacji (wielomianowej, globalnej) Hermite’a

Dla danej funkcji f, oraz danej tablicy weztéw i krotnosci

To I ) s T
mog M™M1 Mo -+ My

znalez¢ wielomian Py stopnia < M = (37_ym;) — 1 taki, ze

Twierdzenie 1.5 Zadanie interpolacyjne Hermite’a (1.15) dla funkcji f do-
statecznie reqularnej ma jednoznaczne rozwigzanie.

Dowéd. Zadanie 1.7 Udowodni¢ Twierdzenie 1.4.

Wskazéwka: Zapiszmy: Py (x) = Y2 a;27. Teraz widaé, ze zadanie (1.15)
polega na rozwiazaniu ukladu réwnan liniowych algebraicznych, z ktérego
nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki ag, aq, - - -, apr. Wypisz posta¢ macierzy tego
uktadu, oraz udowodnij, ze przy przyjetych zatozeniach jest ona nieosobliwa.
O

Uwaga

e 7/ podobnych wzgledow jak w przypadku interpolacji Lagrange’a, uktad
réwnan z zadania interpolacyjnego (1.15) przy wiekszych wartosciach
n, nie jest na ogo6l uzywany do numerycznego wyznaczania wielomianu
interpolacyjnego Pjy.

e Interpolacja Hermite’a moze by¢ uwazana za graniczny przypadek in-
terpolacji Lagrange’a, gdy pewne wezty interpolacyi w granicy sklejajq
sie. Stad mozna tatwo wyprowadzi¢ wnioski co do szacowania bledu
tego rodzaju interpolacji.

Dos¢ wygodny algortm realizujacy zadanie interpolacji Hermite’a jest
oparty na roznicach dzielonych. Aby go opisa¢ musimy zdefiniowaé rdznice
dzielone z powtorzeniami.

Roéznice dzielong o réznych weztach xg, z1, - - -, x,, 2 powtérzeniami odpo-
wiednio ko, k1, - - -, k, razy oznaczamy symbolem:
flzoko, 1K1, - - -, 2pkn).
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Jesliky = ky = -+ = k,, = 1, jest to zwykla réznica dzielona f[zg, x1, -, z,)];
jesli ktoras z liczb k; = 0, to oznacza ze wezel x; nie wystepuje. Z definicji
przyjmiemy:

_ )
ICE

orazdlak; <1,5=0,1,2,---,n:
flzoko, x1ky, -+ -, xpky] =

flroko — 1,1k, -+ xnkn] — flroko, z1ky, -« -, xpky, — 1]

Tn — X0

(1.16). -

Wzory (1.8) pozwalaja tworzy¢ i wykorzystywaé do budowy wielomianu in-
terpolacyjnego Hermite’a tablice roznic dzielonych, w podobny sposéb, jak w
przypadku interpolacji Lagrange’a.

Przyktad. Chcemy zbudowaé¢ wielomian interpolacyjny Hermite’a o dwoch
weztach xg < x; ikrotnosciach 4 i 3 odpowiednio. Wielomian bedzie stopnia
<4+3-1=6.

P (o) f (o)
P (o) = fD(xo)
PP (x0) = [®(x)
P (x) = 3) (o)

Ps(z1) = f(x)
P () = fOx)
PP (1) = ()

Zbudujemy najpierw tablice roznic dzielonych z powtorzeniami. W tej tablicy
wezel o krotnosci k pojawi sie k- razy i odpowiada¢ mu beda wartosci funkcji
f ijej k — 1 pochodnych, jako dane zadania. Startujac od danych zadania,
uzupelniamy tablice wykorzystujac wzér (1.8).

zg  flzo]
flzo2]
zQ flzol flzo3]
flzo2] flzo4]
zQ flzo] flzo3] flzo4, 1]
flzo2] flzo3, #1] flzo4, ©12]
zQ flzol flzo2, 1] flz3, 12] flzo4, ©13]
flzo, 1] flzo2, ©12] flz3, 13]
@] flz1] flzo,»12] flzg2, ©13]
flz12] flzo, ©13]
@] flz1] flz13]
flz12]
@] fle1]

15



Wielomian interpolacyjny Hermite’a Fs budujemy w oparciu o wzor analo-
giczny do wzoru (1.6). Aby wypisac prawidtowo jego poszczegdlne elementy
najlepiej krotne wezly rozmnozycé zastepujac wezet l-krotny x, I- ré6znymi
weztami, na przyktad
sl ah

Wypisaé wielomian interpolacyjny Lagrange’a wykorzystujac wzér (1.6), a
nastepnie spowrotem zidentyfikowaé¢ wezlty z}, x3, -+ xl jako xy. Nasz wie-
lomian P jest nastepujacej postaci:

Ps(z) = flxo] + flzo2](z — x0) + flzo3](z — z0)® + flwod](z — m0)*+

+flzod, 1) (x—20)*+ f0d, 12 (T —20)* (1 —21) + 104, 213] (2 —20)* (T —20)?.

INTERPOLACJA
TRYGONOMETRYCZNA

Czesto zachodzi potrzeba aproksymacji funkcji nie przy pomocy zwyktych
wielomiandow, ale przy pomocy wielomiandow trygonometrycznych.
Funkcje (zmiennej rzeczywistej), majaca wartosci zespolone postaci

n
Tn<x> = Z Cjemjv
=0

gdzie ¢; sa zespolonymi wspotezynnikami za$ i = v/—1, nazywamy wielomia-
nem trygonometrycznym stopnia < n. Nazwa trygonometryczny bierze si¢
stad, ze
e = (e") = cos(jx) +isin(jz).

Bedziemy rozpatrywaé funkcje f : [0, 27] — C, ktére sa okresowe z okre-
sem réwnym 27. Oznacza to, ze f(0) = f(2m). Takie funkcje mozna prze-
diuzyc¢ na caly prosta rzeczywista, i wtedy, po przedtuzeniu, spetniaja one

warunek f(z) = f(x + 2m).
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Bedziemy omawia¢ tu jedynie interpolacje przy pomocy wielomianéw try-
gonometrycznych - interpolacje trygonometryczng - dla nastepujacego uktadu
weztow rownoodleglych, lezacych w przedziale [0, 27]

2

(1.17) Zadanie interpolacji trygonometrycznej.

Poszukujemy wielomianu trygonometrycznego stopnia < n
Tn<x> = Z Cjemjv
=0

spetniajgcego warunk:

dla uktadu rownoodlegltych weztow xy = f—flk:

Twierdzenie 1.6 Zadanie interpolacji trygonometrycznej (1.17) ma jedno-
ZNaczne rozwigzanie.

Dowéd. Aby wyznaczy¢ wielomian T,,, mozemy rozwigza¢ uktad réownan
liniowych algebraicznych, z ktérego wyliczymy wspdtezynniki

¢j, j=0,1,---,n.

Latwo zauwazy¢, ze macierza tego uktadu jest, podobnie jak poprzednio,
macierz Vandermonda utworzona dla n + 1 réznych liczb z, = e, k =
0,1,---,n, a wiec jest to macierz odwracalna. O

Wygodnie bedzie oznaczy¢ funkcje bazowe rozwiniecia wielomianu 7,
pi(r) =€ j=0,1,---,n.

Zdefiniujemy rowniez, dla funkcji f, g okreslonych w rozwazanych tu weztach,

tloczyn skalarny

(f,9) = Z f(zr)g(ar).

k=0

17



Zauwazmy od razu, ze nasze funkcje bazowe ¢; j =0,1,---,n stanowia
uktad ortogonalny w sensie tego iloczynu skalarnego. Istotnie:

¢r7¢s Z ¢r T ¢s .T}k)

Z eAn+1(r 2
k=0
Oznaczmy q = elatr(r=s), Wtedy

(¢7’7 ¢s) Z q { 1—1q_q gdy q 7é 1
Poniewaz r — s jest liczbg catkowita, to

qn+1 — (einQ—L(r—s)>n+1 — ei27r(r—s) -1
Stad
(D, Ps) = 0rs(n+1).

Fakt ortogonalnosci uktadu funkcji bazowych ¢, k= 0,1,---,n pozwala
w prosty sposob wyrazi¢ wspolczynniki ¢; wielomianu interpolacyjnego 7,.

Mnozac stronami wzér (1.17) z prawej strony przez ¢, (), oraz sumujac
dla k =0,1,---,n otrzymamy

(Tn, &) = D (5, ¢r) = (f, br).
7=0

Ale (¢4, ¢r) = d;x(n+ 1), wigc

1
(118) CT’: 1(f7¢7’)7 T:O’l’...’n.
Wspétezynniki ¢; = (z f{) noszg nazwe wspotczynnikow Fouriera funkcji

f wzgledem uktadu ortogonalnego ¢, k = 0,1,--- n. Zadanie obliczania
wspOlczynnikoq Fouriera nazywa sie analizg fourierowskq za$ zadanie obli-
czania wartosci wielomianu interpolacyjnego T, () = 37_ ¢;d;(x) - syntezq
fourierowskq.
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Zauwazmy, ze
1

n+1

S flag)e ot

j=0

Cr =

zas .
To(z) = cje™.
=0

Mozna wiec powiedzie ze analiza i synteza fourierowska sprowadzaja sie do
obliczania kombinacji liniowych funkcji wyktadniczych.

Na przyktad, wyliczanie ¢y, c1, - - -, ¢, Przy uzyciu powyzszych wzoréw wy-
maga liczby dzialai rzedu (n + 1)? (mnozenie przez €™ uwazamy za jedno
dzialanie). Istnieje jednak algorytm bardziej oszczedny: FFT (Fast Fourier
Transform - Szybkie Przeksztalcenie Fouriera).

FFT FAST FOURIER TRANSFORM -
SZYBKIE PRZEKSZTALCENIE
FOURIERA

Algorytm FFT przedstawimy w szczegdlnym przypadku, gdy liczba we-
zl6w interpolacji spetnia rownos¢ N = n+1 = 2", dla pewnego catkowitego r.
Zajmiemy sie przypadkiem analizy fourierowskiej, czyli wyliczeniem wartosci
wspoltczynnika fourierowskiego, to jest wyrazenia

N-1
1 i27rqj

& :_Zf‘e_T7
q Nj:0 J

gdzie N = n+ 1 = 2" dla pewnego catkowitego r, i dla ustalonego g spo-
srod ¢ =0,1,2,---, N — 1. Przypadek syntezy fourierowskiej nie rozni sie od
analizy w sposob istotny.

Pomyst polega na tym, zeby nie wykonywac¢ zbednych obliczen: w tym
wypadku zeby nie wykonywacé mnozen przez 1.

Przeanalizujemy doktadnie wzér dla wspotczynnika ¢,. Zapiszemy naj-
plerw ¢ i 7 w systemie binarnym:

q=> a2 ' =2’ + @2+ +¢27,
P
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J= Z jr—m+12m_1 = jr20 + jr—121 +oet j12r_1-
m=1

W rozwinigciu binarnym liczby j rozmyslnie uzylismy numeracji cyfr binar-
nych w odwrotng strone. Stad, wyodrebniajac cze$¢ calkowitg wyrazenia,
ktora oznaczamy przez s, mamy

r r r—m-4+1

% _ ‘;_i _ Z qujr_m+12m+k—r—2 st Z J - Z gmtk—r— 2 N
m=1 k=1

poniewaz m + k —r — 2 < 0 dla czesci utamkowej. Biorac pod uwage to, ze
N = 27 ize e~ = 1, mozemy napisa¢ uzywajac zapisu binarnego wskaznika
Jprzy fj, = jijeds - r

Z fie o2 et Yy 2R 2

7=0
11 ! ;
:§§~~~— Z Z (Z fj1j2j3"'jr'
Jr=0 7,—1=0 Jj1=0
e T ook—1 1 - bl 2!
.~ 2milir2 "y e 25 k] e 2milir127 )y 2 k] L o 2milin2 q1]) o )

Porzadkujac ten wzoér otrzymamy ostatecznie

Cq =
1 1
l Z —271'2[_]1"2 ’" k Qk_lqk] . l Z (6_27”[]}—121_r Z;i 2’“_1%] ..
2 r=0 2 Jr—1=0
N _27”[J22_ S22k lgy) ¢ —2mi[j127 q1]
(1.19) 3 Z k=1 '3 > (e Fiviie)) o))
2=0 Jj1=0

Oznaczmy

gz dr) = frgawie
oraz okreslimy rekurencyjnie

1
Mo jo) = 5 D e WOy i),

Jj1=0

—_
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. . 14 IS ' '
CQ((J1(J2J3 .. 'Jr) S Z e 27i[j22 2(q120+q221)]c1<q1]2 . 'Jr),

g+ Qv - jr) =

q1q2 - 'Ql—ljl .. ,]7’)

DO | —

1
Z e—QWi[jL24((1120+q221+"'m21_1)]Cl—l (
J1=0

Ze wzoru (1.19) wynika, ze
1 1

=c" — —2mi[jr2 " (1 204q22 ++-qr2" 1] r—1
Co=C Qg q) = = Y e 2l (@2 a2 a2 1

q14q2 - - - gr .jr)-
2 jrio '

Oznacza to, ze po r krokach tego algorytmu rekurencyjnego wyliczymy wspot-
czynnik fourierowski ¢,. Zauwazmy teraz, ze gdyby$my wyliczali wszystkie
wspotczynniki cg, ¢, - - -, ey—1, to na kazdym kroku rekursji musielibysmy wy-
konaé liczbe operacji rzedu O(N). Zatem wyliczenie wszystkich wspétezyn-
nikéw kosztowaloby liczbe operacji rzedu O(Nr) = O(N log, N) (zamiast
O(N?), w przypadku bezposredniego stosowania wzoréw (1.18) definiujacych
te wspotezynniki).

Przyktad

Niech N = n+1 = 8 = 2% zatem r = 3. W tym przypadku algorytm
FFT wykonuje r = 3 kroki. Oto poszczegdlne etapy wypisane dla obliczenia
wspolczynnika ¢, = cgyq0q, -

°(000)

°(001)

(010)  ¢'(q,00)

A011)  (q101)  A(qiq20)

ce ce . Cg(Q1QQQ3> = ¢
’(100)  c'(q110)  *(qugal)

A(101)  Hqr11)

A(110)

A(111)
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INTERPOLACJA SPLAJNOWA

Przyktad. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ciagta. Przedzial [a, b] po-
dzielimy na N réwnych czesci przy pomocy punktéw

a=20<T1<Tag<---<xTN=0b

gdzie x; = o + jh, h = b_T“, 7 = 0,1,--- N. Dla kazdego podprzedziatu
[z, ;41] zbudujemy wielomian interpolacyjny Lagrange’a funkcji f o weztach
xj 1 xj41. Otrzymamy w ten sposoéb famang - funkcje przedziatami liniows,
interpolujaca w sensie Lagrange’a funkcje f na przedziale [a, b]. Oznaczmy
przez sy tak otrzymana funkcje przedziatami liniowa.

Zadanie 1.8 Uzywajac wiadomosci dotyczacych oszacowania btedu interpo-
lacji Lagrange’a

1. Udowodnij, ze || f — sn|oc,a) — 0 gdy N — o0,
2. Oszacuj blad f — sy gdy f € CY([a,b]), oraz gdy f € C?*([a,b]).

Widzimy wiec, ze funkcja interpolujgca sy zbiega jednostajnie
do f gdy N — oo nawet przy zalozeniu, ze [ jest tylko funkcja
ciggla. W tym przypadku sytuacja jest zupelnie inna niz w przy-
padku interpolacji globalnej jednym wielomianem interpolacyjnym
Lagrange’a dla weztéw ry < x1 < --- < zy. Dla interpolacji globalnej
nie bylo zbieznosci, gdy h — 0.

Funkcje sy zdefiniowane wyzej sa szczegbdlnym przypadkiem splajnow wie-
lomianowych.

Definicja. Niech 7 bedzie podziatem odcinka [a,b] dokonanym przy pomocy

wezlow a = xg < w1 < -+ < xy = b.  SP(m) jest przestrzenig liniowg
(z dziataniami + i - okreslonymi w sposéb naturalny) wszystkich funkcji sy,
ktore na kazdym z przedziatow [xj, 4], 7 =0,1,---, N —1 sq wielomianami

stopnia < n, polgczonymi w ten sposob, ze sy € C™([a,b]). Te przestrzenie
liniowe noszq nazwe przestrzeni splajnéow.
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W oméwionym przyktadzie wystepuje zadanie interpolacyi przy pomocy
splajnéw z przestrzeni SY(r). Zadanie tam oméwione wskazuje na to, ze in-
terpolacja splajnowa moze by¢ zbiezna juz dla funkcji ciaglych, a szybkosé
zbieznosci zalezy od gtadkosci funkcyi interpolowanes.

Szczegblng role odgrywa interpolacja przy pomocy elementow przestrzeni
S2n +1(m). Zadanie interpolacyjne w tym przypadku formutuje si¢ wyjatkowo
prosto. Rozpatrzymy tu przypadek tak zwanych B-splajnéw kubicznych; wte-
dy n = 1, a wiec przestrzen splajnow, to S§ (7). Sa to przedziatami wielomiany
stopnia < 3, ktore sa funkcjami klasy C?([a, b]).

Sformutowanie zadania interpolacji przy pomocy splajnéw
kubicznych z przestrzeni S3(7).

Przypuéémy, ze podzial m odcinka [a,b] definiuje nastepujacy uktad we-
ztow:
a=x0<x1<--<xNy=D0,

gdzie z; = xo + jh, h = b_T“ Okreslimy najpierw tak zwane B-splajny ku-
biczne, zwiazane z podzialem 7 odcinka [a, b]. W tym celu rozszerzymy prze-
dzial [a, b], oraz zbiér punktéw 7 dodajac punkty x_o, 1, oraz xx11 1 T2
Teaz
T {.T}_Q T <2< <IN <ITN+1 <.T}N+2}.

Z kazdym z punktéw x_i,z0, 21, -, TN, Tn41 zWigzemy funkcje Bj, 7 =
—1,0,1,---, N, N + 1, nalezaca do przestrzeni S%(7), tak zwany B-splajn
kubiczny, okreslony w sposéb nastepujacy:

Bj(x) =

(z — zj-2)° T € T2, 7]

R +3h%(x —xj_1) + 3h(z —xj_1)? = 3(x —z;)® =z € [xj_1, z

= ﬁ h? + 3h2($j+1 — .T) -+ 3h(37j+1 — .T})Q — 3(.Tj+1 — .T})g T € [.T}j, .T}j+1]
(242 — ) T € [Tj41, Tjs2]

[ ]

0 T ¢

Zadanie 1.9 Udowodnij, ze funkcje B;, j = —1,0,1,---, N, N 4+ 1 naleza do
przestrzeni S3 (7).
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Mozna udowodnié *, ze funkcje
B_1,Bo, B1,- -+, Bn, Bny1

stanowiq baze przestrzeni S2(r), gdzie m jest réwnomiernym podziatem
odcinka [a,b] przy pomocy weztéw

a=x0<x1<--<xNy =D,

b—a

N
Zatem, w tym przypadku, przestrzen S3(m) ma wymiar N + 3.

Ponizszy wykres przedtawia fragment wykresu funkeji B;, ograniczony do

jej nosnika, to jest do zbioru [x;_s,x;10]. Na osi poziomej wykresu, punkty

0, 1, 2, 3, 4 sa przyporzadkowane odpowiednio punktom z;_o, x;_1, z;, T;41,

.Tj:l’o—i-jh, h = jZO,l,,N

Tjt2-

Element bazowy przestrzeni splajnow kubicznych

'Patrz P.M.Prenter ”Splines and Variational Methods”. Ksiazka jest w bibliotece
WMIM.
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Wielko$¢ nosnika funkcji bazowej B; ma istotne znaczenie przy rézych
operacjach obliczeniowych z uzyciem splajnéw z przestrzeni S3(r). Zauwaz-
my, ze jedynie funkcje B;_o, Bj_1, Bj, Bji1, Bji2 majg nosniki o nie roz-
tacznym wnetrzu z nosnikiem funkeji B;.

Przy wykorzystywaniu funkcji z przestrzeni S3(7), pomocna moze byé
nastepujaca tablica wartosci funkcji B;, B’ i Bj:

L lze o | 2 [ 2y |54 ]
B 0 1 1 L | 0
B0 [3/h| 0 |=3/h| 0
B0 [ 6/h% | —12/h% | 6/hZ | ©

(1.20) Zadanie interpolacji typu Lagrange’a przy pomocy
splajnéw z przestrzeni S3(r).

Najprostszym zadaniem interpolacyjnym dla przestrzeni S3(7) jest na-
stepujace zadanie typu Lagrange’a:
Niech bedzie dany réwnomierny podzial © odcinka [a,b]:

T a=xg<T1<--<xTN=0b
b—a
N
Dla danej funkcji f € C([a,b]), posiadajgcej pierwsze pochodne (jednostron-

ne) okreslone w punktach a i b, poszukujemy splajnu interpolacyjnego
s € S%(7) spetniajgcego nastepujgce warunki:

.Tj:l’o—i-jh, h = s jZO,l,,N

o §'(xg) = f'(x0) - warunek brzegowy,
o s(x;) = f(x;) dlaj=0,1,---, N - warunki interpolacji,
o J(xn) = f'(xN) - warunek brzegowy.
Komentarz. Warunkéw interpolacji jest tylko N + 1, za$
dim(S3(7)) = N + 3.

Zatem samych warunkoéw interpolacji nie wystarcza do jednoznacznego wy-
znaczenia splajnu interpolacyjnego s. Dlatego dodane sa dwa warunki brze-
gowe.
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Ponizsze twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci definiuje jednocze-
$nie dobry algorytm wyznaczania splajnu interpolacyjnego.

Twierdzenie 1.7 Zadanie interpolacyjne (1.20) ma zawsze jednoznaczne
TOZWIGZANIE.

Dowéd. (Uwaga: dowdd zawiera dobry numerycznie algorytm wyznaczania
splajnu interpolacyjnego s € S3(m)).

Poniewaz
N+1
s(xg) = Z ¢;Bj(xy) k=0,1,--- N,

j=——1
N+1

s'(z0) = Y ¢;Bj(x0),
=1
N+1

s(an) = D ¢ Bj(xn),
J=1
to wykorzystujac tablice wartosci funkcji B; i B;, otrzymamy nastepujacy
uktad rownan algebraicznych liniowych, z ktorego mozemy wyznaczy¢ wspot-

czynniki

C-1,C0,C1,**,CN,CN+1-
(1.21) Ac= f,
gdzie
C:[6—17607017"'7CN7CN+1]T7
f=1F(x0), (o), f(a1),- -+, flan), f'(an)],
3/h 0 3h 0 0 0 -~ 0 0 0
1 4 1 0 0 0o --- 0 0 0
(1.22) A= |
0 0 0 0 0 0o --- 1 4 1
0 0 0 0 0 0 - =3/ 0 3/h
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Uktad réwnan (1.21) moze z powodzeniem stuzy¢ do wyznaczania splajnu
interpolacyjnego s € S2(7). Zauwazmy od razu, ze macierz A jest zupehie
inna niz w przypadku interpolacji wielomianowe;j.

Zadanie 1.10 Wykorzystujac podane nizej Twierdzenie Gershgorina
udowodnij, ze macierz A jest nieosobliwa.

Zadanie 1.11 Oszacuj wsp6étzynnik uwarunkowania A.

Zadanie 1.12 Napisz program znajdujacy splajn interpolacyjny, oraz wyli-
czajacy jego wartosci w zadanych punktach. Zadbaj o optymalnosé.

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania uktadu (1.21) jest réwnoznaczne z
istniniem jedynego splajnu interpolacyjnego. O
Twierdzenie Gershgorina ? Niech A = (a;;); j=1.2....n bedzie macierzq kwa-
dratowq o elementach zespolonych.

Wszystkie wartosci wltasne macierzy A mieszczq sie w zbiorze

A=Ul_K; CC
lezgcym na plaszczyzinie zespolonej C, przyczym
Kj={z€C| |z—ay|< > lagl,j=1,2-- n}
i=1,i#j

Jesli zbior A jest niespojny, to kazda z jego sktadowych zawiera wartosci
wtasne macierzy A.
Na zakonczenie podamy pewne oszacowania bledu interpolacji splajnowe;.

1. Jesli f € C?%([a,b]) i s jest splajnem interpolacyinym, to
f ; jest splaj polacyjnym,
If = sll2 < 8B?|| f"]|2,
1f = 8'll2 < 4R f"[|2,
1f" = s"ll2 < [[f" |2

2Patrz ksigzka Gantmachera ”Matrix theory”. Oryginal rosyjski jest w bibliotece
WMIM
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2. Jedli f € C*([a,b]) i s jest splajnem interpolacyjnym, to
1f = sll2 < 64R%[ f""]12,

I = Sl < 3207
17 = ol < 821"z

Wszystkie normy w powyzszych wzorach sa normami z przestrzeni L?([a, b]).
Dowdd jest w cytowanej juz ksigzce: P.M. Prenter ”Splines and Variational
Methods”.

DFT
DYSKRETNA TRANSFORMATA
FOURIERA
(Discrete Fourier Transform)

Dyskretna transformata Fouriera - w skrocie DFT - jest waznym narzedziem
majacym liczne zastosowania. Typowym przyktadem zastosowania DFT jest
przetwarzanie sygnaléw. DFT jest blisko ”spokrewniona” z interpolacja try-

gonometryczna. DFT przeksztatca ciagi liczb zespolonych na inne takie ciagi.
Niech bedzie dany ciag skoniczony

u = {U07 Uy, - 7UN—1}-

Bedziemy zawsze zaktada¢, ze nasz ciag jest przediuzony w obie strony w
sposob periodyczny, to znaczy, ze dla kazdego k

Uk = UN+k-

W wyniku zastosowania DFT do tego ciggu otrzymamy inny ciag

~

U= {7107U1, cee ,ﬁN—l}
gdzie

N1
U =— Y e N Ry,
N &
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Czasem jest wygodnie uzywac takiego oznaczenia:

~

g, = (),

Jak interpretowaé¢ wynik transformaty? Kolejnym funkcjom wyktadniczym
zmiennej catkowitej j

dr(j) = e F* k=012 N -1

mozemy przyporzadkowac kolejne czestotliwosci ktore one ze soba niosa. Kaz-
dej z rozwazanych funkcji wyktadniczych przyporzadkujemy czestotliwosé re-
prezentowang przez liczbe okreséw tej funkcji, ktore mieszczg sie w zakresie
indekséw (argumentéw) 0 < j < N.

Aby zorientowaé sie w sytuacji, rozpatrzmy przypadek, gdy N = 4. War-
tosci funkcji ¢ (7) dla réznych k i j podaje ponizsza tablica.

H H Jj=0 ‘ j=1 ‘ j=2 ‘ j=3 ‘ j=4 H liczba okreséw H

k=0 1 1 1 1 1 constans
k=1 1 i -1 -1 1 1
k=2 1 -1 1 -1 1 2
k=3 1 -1 -1 i 1 1
k=4 1 1 1 1 1 constans

Wida¢ stad, ze maksymalng czestotliwo$¢ niesie funkcja
$2(j) = ¢ (7)-

Ogolnie mozna powiedzie¢, ze maksymalne czestotliwosci znajdujg sie w oko-
licy %, gdyz N nie zawsze jest parzyste. Kolejne elementy transformaty DFT
U sa przyporzadkowane kolejnym funkcjom ¢y i mowig o udziale odpowiada-
jacych im czestotliwosci w ciagu {ug, uy, - -+, un—1}, gdyz sa to wspotezynniki
Fouriera dla tego ciggu.

S

Transformatg odwrotng ciggu
u = {uo,u1, -, un-1}.

jest ciag
a = {o, U1, -+, UN—1},



gdzie
N-1
. i2Zkj
U = Y Ny,
J=0

Zadanie 1.13. Udowodnij, ze u=u.

, X .. .. . N—-1 _—i2%(k—j)s _ { 0 gdy k 7£]
Wskazowka: udowodnij najpierw, ze > ., e ‘N N gdy k=
Przesuniecie. Niech dla catkowitego p

U, 4p = {Up, Uip, Uzgp, -+ UN—14p}-

Jest to ciag u przesuniety o p.

Zadanie 1.14. Udowodnij, ze

~

(. 4p), = ¢ R,

Norma. Niech [|u|§ = + S35 uj/?.

Zadanie 1.15. Udowodnij, ze

H—AH /_1 H—H
u = Ullo-

Splot. Splotem dwoch ciggdéw

u = {U07 Uy - 7UN—1}-
v = {007 Uy 7UN—1}-
nazywamy ciag
N-1
(g*y)k = Z uk_jvj.
=0
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Zadanie 1.16. Udowodnij nastepujace wtasnosci splotu:

1. uxv=v*u.
2. Niech u - v = {ugvo, usvy, -+, un_19n-1}. Wtedy u* v =t x 0.
3. Udowodnij, ze (4 - 0) = ~(u*v).

FILTRY. Zadanie 1.16 p.3 mozna wykorzysta¢ do budowy filtrow. Na
przyktad filtr wycinajacy najwyzsze czestotliwosci mozna zbudowac tak. Ozna-
czmy

H = {Ho, H,---, Hy1},

gdzie
R 1 gdy s=1,2,---,p—1
Hy =40 gdy s=pp+l--- N—p—1
1 gdy s=N-pN—p+1,---,N—1
Ciag

A

u-

tociag u pozbawiony wyrazéw o wysokich czestotliwosciach, ktére mieszcza
sie w przedziale indekséw [p, N — p+ 1], (trzeba tu zalozy¢, ze 0 < p < %)
Odfiltrowany ciag oryginalny, to

1
N(ﬂ*ﬂ)-

Latwo znalezé¢ H

p-l ) N1 )
Hk — Z@ZWSk + Z e’W‘Sk.

s=0 s=N-—p

Oczywiscie mozna budowaé rézne inne filtry, bardziej wyrafinowane niz filtr
pokazany powyzej.

Zadanie 1.17. Znajdz odfiltrowany ciag oryginalny
1
N (wx H).
Znajdz odfiltrowany ciag innym sposobem, jako (@ ~Vﬂ ).
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Rozdzial 2
METODY PRZESTRZENI HILBERTA.

Aproksymacja w przestrzeni unitarnej.

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem aproksymacji w przestrzeniach unitar-
nych. Przestrzen unitarna to taka przestrzen liniowa H nad cialem R,
(przestrzen unitarna rzeczywista), lub nad cialem C, (przestrzeil unitarna
zespolona), w ktorej jest okreslony iloczyn skalarny:

(,-): Hx H— R,
gdy przestrzestrzen jest rzeczywista,
(,-): Hx H—C,

gdy przestrzen jest zespolona. Iloczyn skalarny jest funkcja dwoch zmiennych,
liniowa wzgledem pierwszego argumentu:

(ax + By, z) = a(z, 2) + B(y, 2),

1 antysymetryczna:
(z,y) = (y,2).°

Ponadto (x,z) > 0 dla kazdego elementu x przestrzeni H, za$ (z, x) = 0 jedy-
nie, gdy x = 0. Te ostatnie warunki pozwalaja okresli¢ norme ||z|| = +/(x, z).
Przestrzen unitarna, ktora jest zupelna nazywa sie przestrzenig Hilberta.

Dziatajac w przestrzeni unitarnej, gdzie norma jest indukowana przez ilo-
czyn skalarny, otrzymujemy dodatkowe narzedzie, ktorego nie mieli-
$my dotychczas: iloczyn skalarny, a co za tym idzie, pojecie orto-
gonalnosci.

Zadanie 2.1 Udowodnij, ze kazda przestrzen unitarna jest silnie unormo-
wana, to znaczy, ze warunek ||z + y|| = ||z] + ||y|| zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje stala a > 0 taka, ze y = aux.

Wiemy juz, ze w dowolnej przestrzeni unormowanej, w jej podprzestrzeni
skoniczonego wymiaru istnieje co najmniej jeden element najlepszej aproksy-
macji dla dowolnego punktu tej przestrzeni.

3Jedli H jest przestrzenia rzeczywista - to jest to symetria: (z,y) = (y, 7).
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Twierdzenie 2.1 Jes$li przestrzen H jest silnie unormowana - na przyktad,
gdy jest przestrzenig unitarng, element najlepszej aproksymacji w dowolnej
podprzestrzent V- C H jest jednoznacznie wyznaczony.

Dowéd. Przypusémy, ze tak nie jest, i ze dla elementu x € H w podprze-
strzeni V', istnieja dwa rozne elementy najlepszej aproksymacji vy i vo. Odrazu
zauwazmy, ze wtedy napewno « ¢ V. Niech ||z — v || = ||z — v2|| = e. Wtedy

V1 + Vg
2

1 1
I — I=Sl(@ =)+ (2 =)l < 5(llz — o] + o —wall) = e,
i poniewaz odlegtos¢ x i zadnego elementu V' nie moze byé mniejsza od e,
widzimy, ze

Iz = v1) + (2 = va)[| = [z = v | + [l = va| = 2e.

Poniewaz przestrzen H jest silnie unormowana, to istnieje a > 0, ze x — vy =
a(x—wy). Zauwazmy odrazu, ze o # 1, bo w przeciwnym wypadku musiatoby
V] — QU2

by¢ v = we. Stad z = =22, co oznacza ze z jest kombinacja liniowg

elementéw z V| a wiec x € V, co nie jest mozliwe. O

Niech znéw V' C H, bedzie podprzestrzenia H i niech x € H. Element
vo € V nazywa si¢ rzutem ortogonalnym z na V jesli

(x —vp,v) =0 dla kazdego v € V.

Wiadomo, ze jesli H jest przestrzenia Hilberta i V = V (podprzestrzen
V' jest domknieta), to dla kazdego x € H istnieje rzut ortogonalny na V.
My skonstruujemy rzut ortogonalny dla x, w przypadku, gdy dim(V) < oo,
V = span{é1, pa, -+, dn}, gdzie uktad {1, -, P,} jest liniowo niezalezny.

Niech vy bedzie szukanym rzutem ortogonalnym elementu x € H na pod-
przestrzen V. Z warunku ortogonalnosci otrzymamy nastepujace réwnania:

( —wvo,0x) =0 dla k=1,2,---n

. . [ .
Poniewaz vy € V', to vo = >°7_ ¢;c;, to ostatecznie

(21) i¢j7¢k x(bk) ]{?21,2,"',77/
7j=1
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Uktad réwnan liniowych algebraicznych (2.1) zapiszemy w postaci macierzo-
wej:

(2.2) Gc =z,

gdzie G = (gk )k j=1,2ms Gk; = (¢;, bx) nazywa si¢ macierzqg Gramma, ¢ =
[c1,¢9, -+, o] jest szukanym wektorem, za$ x = [(z, ¢1),- -, (z, ¢n)]T.

Zadanie 2.2 Udowodnij, ze macierz Gramma jest nieosobliwa i dodatnio
okreslona, jesli uktad {¢1, ¢a, -, P} jest liniowo niezalezny. Ponadto G =

G*.

Uktad (2.2) nazywa sie ukladem réwnan normalnych, i ma jednoznaczne
rozwigzanie. Nie zawsze jednak rozwigzywanie tego uktadu jest dobrym al-
gorytmem wyznaczania rzutu ortogonalnego. Dlaczego tak moze by¢ - wyja-
$nimy dalej.

Na szczegblng uwage zashiguje przypadek, gdy baza ¢1, ¢o, -, ¢, jest
ortogonalna. Wtedy macierz G jest diagonalna i na diagonali ma kolejno

elementy ||¢1]|%, [|#2]1%, - - -, [|6nl|?, za$ rozwiazanie jest postaci
(.’,U, (bk)
(2.3) L= , dla k=1,2,---,n.
12
Wspodtezynniki ¢, to wspotczynniki Fouriera elementu x wzgledem bazy
¢17¢27 o '7¢n-

Przedstawienie rzutu ortogonalnego vy jako

(24) Vo = i Cj(bj = i (.T, (bj) ¢j

j=1 j=1 H%HQ
nazywamy rozwinieciem Fouriera elementu x, wzgledem bazy ortogonalnej
¢1, P2, - -+, . Przypomnijmy, ze z takim rozwinieciem spotkaliSmy si¢ juz

przy omawianiu interpolacji trygonometryczney.
Twierdzenie 2.2 Rzut ortogonalny elementu x € H na podprzestrzen V
(jesli istnieje), jest elementem najlepszej aproksymacyi dla x w V.

Dowdd. Niech v € V' bedzie dowolnym elementem, za$ vy, rzutem ortogo-
nalnym x na V. Wtedy mozemy napisa¢ v = vy + w, gdzie w € Vi

lz—v[* = (z—vo—w, 2 —vo—w) = [[—vo||*+(z—vo, w)+(w, 2—vo) +][w]* =
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= Iz = voll* + [|wll?,

gdyz vy jest rzutem ortogonalnym z. Stad, oczywiscie ||x —vl|| > ||z —vol| , co
oznacza, ze vy jest elementem najlepszej aproksymacji dla x w V', poniewaz
v € V jest dowolny. O

Z tego twierdzenia wynika, ze rzut ortogonalny, jesli istnieje, to jest wy-
znaczony jednoznacznie.

Przyktad. Niech A bedzie macierza prostokgtng o m-wierszach i n-kolum-
nach, gdzie m > n.

A= [a17a27 o 7an]7
gdzie

_ T

aj = [ayj, agj, -, ]

jest j—ta kolumng macierzy A. Niech b = [by, b, -+, b,]T bedzie wektorem,
b € R™. Poszukujemy wektora x = [x1, 29, - -, x,]7, takiego aby

(2.5) |6 — Az||* = min .

zeR1
Zadanie (2.5), to liniowe zadanie najmniejszych kwadratow - w skrécie LZNK.
Zadanie to mozemy interpretowaé jako poszukiwanie elementu najlepszej a-
proksymacji w podprzestrzeni span{ay,as,---,a,}, dla wektora b € R™.
Uzyta tu norma, to norma euklidesowa [|b|* = 37", b3. Wypiszmy uktad
rownan normalnych dla tego zadania:

(2.6) AT Ax = A™b.

Jest to uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi. Jesli macierz A jest
rzedu n (rank(A) = n, n - maksymalny mozliwy rzad!), to macierz AT A jest
nieosobliwa, i uktad jest jednoznacznie rozwigzalny. Zauwazmy, ze warunek
rank(A) = n oznacza, ze wektory ay, as, - - - , a,, stanowia uktad liniowo nieza-
lezny. Wyobrazmy sobie teraz, ze n = m. Wtedy maierz A jest kwadratowa,
i przy zalozeniu, ze rank(A) = n, jest nieosobliwa. Zalézmy dodatkowo, ze
AT = A, i wezmy pod uwage dwa uktady:

Ax =0,
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(teraz ten uklad jest jednoznacznie rozwiazalny - nie ma zatem potrzeby
odwotywania si¢ do zadania LZNK!). Drugi uktad, to (2.6):

AT Ax = ATb.

Nie trudno zauwazy¢, ze wspotczynnik uwarunkowania dla naszej normy, dla
macierzy A wynosi

|)\mam|
|)\mzn| ’
gdzie Apaz 1 Amin to odpoweiednio, wartosci wlasne A o maksymalnym i

minimalnym module. (Zastanéw sie - dlaczego tak jest!) Dla drugiego uktadu
otrzymujemy natomiast

cond(A) = [|A[|[|A7H] =

cond(AT A) = cond(A?) = (@)2
Oba ukltady sa réwnowazne, zas wspolczynnik uwarunkowania drugiegiego
z nich, jest kwadratem wspodlczynnika uwarunkowania pierwszego.
Gdy wspotczynnik uwarunkowania A jest duzy - to wspotczynnik uwarunko-
wania AT A moze okazaé¢ sie ogromny, co moze, w najlepszym razie powaz-
nie utrudni¢ rozwigzywanie numeryczne tego drugiego zadania. Te wszystkie
rozwazania nie dotycza oczywiscie malenkich zadan, gdzie wynik mozemy
wyliczy¢ ”odrecznie, na papierze”. Wida¢ stad potrzebe znalezienia innego
wyjscia dla zagadnien LZNK, (a ogdlnie, dla poszukiwania rzutu ortogonal-
nego), nie opartego na rozwiazywaniu uktadu normalnego. Dla niektérych
zadan LZNK stosuje sie czesto, algorytm tak zwanego rozktadu "QR” macie-
rzy A. O tym algorytmie bedzie jeszcze mowa w dalszej czesci tego rozdziatu.

Operator rzutu ortogonalnego.
Niech V' C H bedzie podprzestrzenia przestrzeni H. Zalézmy, ze Dla
kazdego x € H istnieje rzut ortogonalny na V. Wtedy operator P
P:-H—-YV,

przyporzadkowujacy elementom H ich rzuty ortogonalne na V jest dobrze
okreslony. Nie trudno sprawdzi¢, ze P jest operatorem liniowym na H i ze

(2.7) PP =P
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Niech teraz z i y beda dwoma dowolnymi elementami H. Mamy:
(Pz,y) = (Px, Py +y — Py) = (Px, Py),
gdyz (Pz,y — Py) = 0, bo Py jest rzutem ortogonalnym elementu y. Dalej:
(Px,y) = (Px, Py) = (Px — x + z, Py) = (z, Py),

poniewaz (Pz — z, Py) =0, gdyz Pz jest rzutem ortogonalnym elementu z,
oraz Py € V. Udowodnilismy wiec, ze

(2.8) (Px,y) = (z, Py).

Réwnosé (2.8) oznacza, ze P jest operatorem samosprzezonym, czyli jest
rowny swojemu operatorow: Sprzezonemu:

P =P

Ostatecznie mozemy napisac, ze operator rzutu ortogonalnego, to taki opera-
tor liniowy P: H — H, Ze

P=PP=P".

Zadanie 2.3

e Udowodnij, ze warunki P = PP = P* charakteryzuja operator rzutu
ortogonalnego z H na PH.

e Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, zas

V= Span{(bh ¢27 o 7¢n}7

gdzie elementy ¢;, j = 1,2, ---,n sg liniowo niezalezne. Udowodnij, ze:

1. Kazdy operator liniowy P : H —,, V jest postaci Px = Y7_, ¢;(z,;),
gdzie ¢, j = 1,2,---,n jest pewnym ukladem liniowo niezalez-
nym w H.

2. Operator P*, sprzezony do P, jest postaci P*(r) = 37, ¥;(z, ¢;).
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3. P jestrzutem (PP = P) wtedy i tylko wtedy, gdy bazy {¢1,- -, ¢n}
i {1, -, ¥} sa wzgledem siebie biortonormalne - to znaczy, ze

(Gk, V1) = Ok
4. Rzut P jest rzutem ortogonalnym na V', wtedy i tylko wtedy, gdy
span{r, -+, dn}t = span{r, -+, ¥n}.
Zadanie 2.4 Skonstruuj rzut ortogonalny P : H —,, V = span{¢}.
Algorytm Gramma-Schmidt’a

Ten dobrze znany algorytm wykonuje nastepujace zadanie:

Dany jest w przestrzeni rzeczywistej Hilberta H uktad liniowo niezalezny

X1, X9, Ty
Nalezy skonstruowac uktad ortonormalny

41,492, 5 qn
taki, ze dla kazdego k, k =1,2,---,n

spanf{xy, Ta, - -+ ok} = span{q, g2, -+, e }-
Przypomnimy najpierw wersje klasyczng tego algorytmu.
Algorytm G-S K

e Definiujemy

p1 = Tq,
P1
q1 =
P

stad
xr1 = 01,141, gdzie Q11 = H.T}lH
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e Mamy juz qi1,qe, -+, qx—1, 0 zadanych wlasnosciach. Okreslimy:
k—1
(2.9) =Tk — Y iy
j=1
gdzie (pg,q;) =0dlaj=1,2,---,k — 1. Z tych warunkéw wynika, ze
ap; = (T, q;) dla j=1,2,--- k-1

Teraz okreslamy

Pk
G = 7
x|
Stad
k
T = Z Qk,j45,
j=1
gdzie
Qkj = ('Tk?qj) dla .] = 1727'”7]{;_ 17
zas
, k—1 .
apr = [Ipell = (2l = D o ;)7
j=1
Zadanie 2.5 Udowodnij, ze jesli uktad xq, xs, - - -, z, jest liniowo niezalezny,

to algorytm G-S K generuje ciag g1, qo, - - -, ¢ 0 zadanych wtasnosciach.

Zadanie 2.6 Niech H = R™ i oznaczmy przez A macierz, ktérej kolumnami
sg liniowo niezalezne wektory xy, xo, - - -, x,. Udowodnij, ze algorytm G-S K
mozna zapisa¢ tak:

A=QR,
gdzie @) jest macierza ortogonalna, Q = [q1,qa, -, Gnl, za$
11 0 0 0 cee 0
Qo1 Q29 0 0 s 0
RT = |a31 Q32 033 0 s 0
Qn1 Op2 Qpg -+ - Qpp

) )

Jest to tak zwany rozktad QR macierzy A - rozklad na na iloczyn macierzy
ortogonalnej i trojkatnej gorne;j.
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Okazuje sie, ze algorytm G-S K jest bardzo niedobry pod wzgledem nume-
rycznym: btedy zaokraglen moga po nawet nie wielkiej liczbie krokéw spra-
wic, ze obliczone wektory q1, qo, - - - , g zatracg ortogonalnosé¢. Mozna te wade
w znacznej mierze wyelimiowac, stosujac Poprawiony Algorytm Gramma -
Schmid’a G-S P. Zatlozymy teraz, ze H = R™, m > n.

Aby zdefiniowaé algorytm G-S P zapiszemy najpierw wzér (2.9) w nieco
innej, rownowaznej postaci

k-1 k-1 k-1 k-1

Pr = Tk — Z(Jfk’ Qj>Qj = Tk — Z (qujTllfk =Tk — Z Qjxy = (1 — Z Qj)xka
=1 =1 =1 =1

gdzie Q; = q;q] jest macierza kwadratows wymiaru n x n. !

Zadanie 2.7 Uwaga! zrobienie tego zadania jest wazne dla zrozumienia al-
gorytmu G-S P! Sprawdz, ze:

e Macierze Qq,Qs, -, Q, stanowia uklad rzutéw ortogonalnych, i wza-
jemnie do siebie ortogonalnych. To znaczy, ze

1. QiQ; = Q;Q; = 0;;Q;,
2. Qj :Q; dla j=1,2,---,n,

3. Q; : H — span{q;} jest to rzut ortogonalny na podprzestrzen
jednowymiarowsg!

° I—Zle Qi =UI—-Q1)(I—-Q2) - (I—-Qr)dlak =1,2,---, n; ponadto
poszczegdlne czynniki komutuja.

Wykorzystujac powyzsze zadanie wnioskujemy, ze

Pe = = Qr-1)({ — Qr—2) - (I = Q1)

Teraz okreslimy nowe wektory:

Pk1 = Tk,

4Pamietamy, ze wektory, to macierze o jednej kolumnie, i ze stosujemy tu reguty mno-
zenia macierzy!
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Prjr1 = (I — Qj)pry, dla j=1,2,-- k—1,
Pk = Dk k-

Zawazmy, ze:

b (pk‘,j7Qj) = (([ - Qj—l)pk,j—hqj‘) = (pk,j—h%) - (Qj—lpk,j—hqj‘) =
(pm—hqj) - (pk,j—qu—Mj) = (pk,j—qu‘)’

wiec stad wynika, ze
(pk‘7j7Qj> = (pk,j—qu) == (pk,17Qj) = (%%) = O 4,

® Dij+1 = DPrj — QiPry = Prj — 6(Prjs4G) = Prj — @ow,; dla j =
1,2, k— 1.

Mozemy teraz zdefiniowa¢ poprawiony algorytm Gramma-Schmidt’a G-S P.

Algorytm G-S P.

e Okreslamy

P11 =21
oraz »
1,1
T
[Pl
e Juz mamy:
q1,492, *, qk—1,
oraz
11
Q2 g2
Orp—11 Qg—12 - Og_1k-1

Obliczamy wspotczynniki oy ; 1 wektory py; dla j =1,2,--- k:

Pk1 = Tk, Of1 = (pk,1,(J1),

ki = (Prj>4i), Prj+1 = DPrj — Qi)
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Qi1 = (Pkk—1,Q-1); Pk = Dhk—1 — Qo1 Qh—1-

Wyliczamy teraz kolejny wektor gy:

Pk .
qx = 1 Qg = HpkkH
[F2m|

Sprobujmy odpowiedzie¢, dlaczego ta wersja algorytmu Grammma - Schmi-
dt’a jest numerycznie lepsza od G-S K. Przyczyna lezy w sposobie liczenia
wspOtczynnikéw oy, j, j = 1,2, k.

| W wersji klasycznej (G-S K) | W wersji poprawionej (G-S P) |
\ ok = (Tk, q5) = (P11, 45) ‘ k= (Prj> 4) ‘

Gdybyémy mogli wykonywac obliczenia, uzywajac arytmetyki ” prawdziwej”,
obie wersje niczym by sie nie réznily. Btad numeryczny przy obliczaniu ilo-
czynu skalarnego ay; = (g, q;) jest tym wiekszy, im wigksze normy majg
czynniki. Najtatwiej to wyjasni¢ obserwujac btad iloczynu dwoch liczb a i b.
Ich reprezentacje w arytmetyce komputerowej to a(1l + €,) i b(1 + €,). Stad
mamy blad iloczynu A = |a(1 + €,)b(1 + €,) — ab| = |al||b||(es + € + €a6p)]-
Jest on proporcjonalny do |a||b]. [loczyn skalarny zachowuje sie analogicznie.
Czynnik ¢; ma norme réwna 1, zatem wszystko zalezy od normy x; = pi 1 lub
Dr,j- W algorytmie G-S K mamy zawsze z, podczas, gdy w G-S P wystepuja
wektory py. ;. Obliczymy kwadrat normy ||px ;||?. Mamy:

Pk = Pk,j—1 — ¢j—10k j—1,

Hpk,jHQ = (Prj-1 — @10k j—1,Pkj-1 — @j-10%kj—1) =
= | = af oy = lprj2ll® —ai ;o —aijoy =
= = [lpra|* - 042,1 - 042,2 - O‘i,j—l < lpeall® = llzl*.
Zatem zawsze, gdy j > 1 jest ||px;||* < |2k

Powréémy jeszeze na chwile do zadania LZNK

| Az — b||> = Min.
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ZauwazyliSmy juz, ze rozwiazywanie uktadu normalnego moze nie by¢ naj-
lepszym sposobem. Pokazemy tu inny sposéb nie odwotujacy sie do macierzy
AT A. Przypuéémy, ze kolumnami macierzy A sa liniowo niezalezne wektory

a17a27"'7an7

nalezace do przestrzeni R™, m > n. Mowimy wtedy, ze zadanie LZNK jest
reqularne. Dokonajmy rozkladu "@Q R’ macierzy A. Mozna to zrobi¢ przy
pomocy algorytmu G-S P, zastosowanego do kolumn macierzy A. Otrzymamy
zadanie

|QRx — b||* = Min,

gdzie () jest macierza o n kolumnach ortonormalnych, zas R jest macierza
trojkgtng gorng wymiaru n x n. Oznaczmy teraz y = Rx. W ten sposob nasze
zadanie sprowadzilo sie do

1Qy — bl = Min,

czyli do wyznaczenia rzutu ortogonalnego wektora b na podprzestrzen gene-
rowang przez n ortonormalnych kolumn macierzy ). Wspotrzednymi wektora
y sa wiec wspotczynniki fourierowskie wektora b wzgledem bazy kolumn ma-
cierzy Q). To znaczy:

y=Q"b.
Poniewaz jednak szukamy wektora x, nie wektora y, to ostatecznie musimy
rozwiagzac¢ uktad z macierza trojkatna

Rz = Qb.

Zadanie 2.8 Dopasowanie krzywej o rownaniu wielomianowym do zadanego
uktadu puktow.
Przypusé¢my, ze mamy dany uktad m punktow na ptaszczyznie

('rkhyk‘) k:l’Q’...’m.

Poszukujemy krzywej, o rownaniu

n
y:Zajxj n<m,
j=0

ktora najlepiej pasuje do zadanego uktadu punktow.
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Sformutuj powyzsze zadanie, jako zadanie LZNK.

Sformutuj warunki na to, aby zadanie byto reqularne.

Zbuduj algorytm typu "réwnania normalne”.

Zbuduj algorytm typu "rozklad QR 7.

e Rozwaz szczegdlny przypadek n = 2.

Zadanie 2.9 Dana jest funkcja f € L?(a,b) i uklad liniowo niezalezny

{¢17¢27 o 7¢n} C L2<a’7b)'

Znajdz element najlepszej aproksymacyi dla f w podprzestrzeni

Span{¢17 ¢27 e 7¢n} C L2<a’7 b)

e Wykorzystaj metody opisane wyzej.

e Oznacz: , .
Flercasen) = [ (@) = 3 cjos(@)do
a j=1
i wyznacz minimum funkeji F'(¢q, o, -+, ¢p).

e Porownaj wyniki.
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WIELOMIANY ORTOGONALNE

Ogélna teoria

Niech p :— RT bedzie funkcjg catkowalng. Zalozymy chwilowo, ze jej no-
$nik jest zbiorem nieskoniczonym w przedziale [a,b]. Bedziemy interesowaé
si¢ przestrzenig liniowa rzeczywista

L3f0,0) = 117 0,8 — R, [ f(a)pla)dr < oo}

W tej przestrzeni iloczyn skalarny jest okreslony wzorem

b

(210) (£.9), = [ @) f@)gx)dz,

za$ norma jest
b 1 1
£l = ([ pla)fl@)de)t = (£, )7
funkcja p nazywa sie wagq.

Definicja. Wielomiany ortogonalne zwiazane z iloczynem skalarnym (-, -),,
to ciag wielomianow
By, Py,

takich, ze

1. Py(z) = arz® + wyrazy stopnia nizszego od k, oraz ay > 0 dla k =
0,1,---. Wynika stad, ze wielomian Py jest stopnia doktadnie k,

2. (Pe, B), = 0rall P12,

Oczywiscie wielomiany ortogonalne Fy, Py, - - -, P, stanowig baze przestrzeni
Vi wszystkich wielomianéw stopnia < k.

Poniewaz wielomian z P (z) € Vi1 jest wielomianem stopnia k + 1, wiec
istniejg wspotczynniki oy, 7 =0,1,---,k+ 1 takie, ze

(2.11) xPy(x) = Zoakijj(az).
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Nie trudno zauwazy¢, ze ze wzgledu na ortogonalnosé

('TP/W PJ)P

(2.12) g = ,
! 155113

=0,1,2,-, k+ 1.

Zauwazmy jeszcze, ze dla oy p+1 mamy takze inny wzor

k
1
(2.13). kgt Prerillo = (lz Bl = D2 o l1P5175)2
j=0

Zadanie 2.10 Odpowiedz, dlaczego istnieja zawsze rzeczywiste wspotczyn-
niki gy k=0,1,--- 7=0,1,---, k+ 1

Wzér (2.11) mozemy zapisaé w postaci
(2.14) aPy(x) =) oy Pi(2)
=0

okreslajac dodatkowo ay,; = 0 dla j > k + 1. Ze wzoru (2.14) wynika
b
(wPe B)y = | ple)ePu(@)Pi@)ds = (P, Pe),,

a
oraz
2 2
ar||BlI" = awrl| P|"

Poniewaz zas dla k > [+ 1 oy = 0, to réowniez oy = 0, dla ! < £k — 1;
oznacza to, wzory (2.11) i (2.14) maja na prawde postaé

(2.15) ka(a:) = Oék7k_1Pk_1(.T) + Oék7kPk(.T) + Oék7k+1pk+1 (.T)
Udowodnilismy wiec nastepujace

Twierdzenie 2.3 Wielomiany ortogonalne spetniajg zawsze formute troj-
cztonowq postaci

1P (2) = app-1Pe-1(2) + appPe(x) + g g1 Pey1 (),

gdzie

P, P,
CB P iy j =k -1k

an, = Lk L)
S
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1
s — ([l Pl — o s [1Pe[l; — ol Pll7)2
o [Pl

|

Zadanie 2.11 (Wazne!) Niech dany bedzie uklad weztéw w przedziale [a, b]:
a<zy<m <o <y, <D,
oraz odpowiadajacych im liczb dodatnich
Pos P s s

tak zwanych wag. Okreslimy iloczyn skalarny ”dyskretny”:
(f,9)0 = >_ P f(x5)9(x;)
=0

dla f,g: [a,b] — R.
Okresl wielomiany ortogonalne z wagq dyskretng i zbadaj ich wlasnosci. Jak
wyglada formuta tréjcztonowa? Ile jest takich wielomianow?.

Uwaga. Formuta trojcztonowa moze shuzy¢ do generowania ciaggu wielomia-
noéw ortogonalnych, pod warunkiem, ze na przyktad, znamy sposob unormo-
wania tych wielomianéw (znamy ich normy || Py, £ = 0,1, - --). Tak jest, gdy
interesuja nas wielomiany ortonormalne, dla ktérych || Py||, =1 k=0,1,---.
Inny sposob unormowania ciggu wielomianéw moze polega¢ na zadaniu z
gbry wartoéci wspotezynnika przy z¥ wielomianu P, k = 0,1, ---. Na przy-
ktad czesto mamy do czynienia z tak zwanymi wielomianami monicznyms,
to jest wielomianami postaci:

Py.(z) = 2* 4+ wyrazy stopnia nizszego niz k.
Zauwazmy, ze dla wielomianow monicznych
Qg1 = 1,
a zatem formuta tréjeztonowa jest postaci;

2Py (x) = o g1 Ppo1 (2) + ok Pe(2) + Pt (),
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gdyz
rPy(z) = 2" +  wyrazy stopnia nizszego niz k4 1.

Zadanie 2.12 Zmajdz ogdlny zwiazek miedzy wspotczynnikami ai, gdzie
Pi(z) = arz® + - - -, a wspdtezynnikami formuly tréjeztonowej ay ;.

PRZYKEADY WIELOMIANOW
ORTOGONALNYCH

Wielomiany Czebyszewa 1-go rodzaju.
Wezmy pod uwage funkcje
Ti(x) = coskf, gdzie 6 =arccosz k=0,1,---, |z|]<1

Zadanie 2.13
1. Udowodnij, ze

0 dla  k#I
L B
o VIl=a? T dla k=10

Zauwazmy, ze oznacza to, ze funkcje T, k = 0,1,--- sa ortogonalne z

wagq p(z) = \/1%7 w przedziale [—1, 1].

2. Wykorzystujac znany wzor
1
cos kf cos 10 = 5[605(/{: —1)0 + cos(k + )],

udowodnij, ze funkcje Ty, T1, T3, - - - spelniaja nastepujaca formulte troj-
cztonowq
Tis1(x) + Ti—1(x) = 22T ().

3. Znajdz Ty(z) i Ti(z), oraz postugujac sie formuta tréjeztonowa udo-
wodnij, ze T} jest wielomianem stopnia k postaci

2k=12* 4 wyrazy stopnia nizszego od k.

Jest to k-ty wielomian Czebyszewa pierwszego rodzaju.
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4. Wyznacz pierwiastki wielomianu Tj. W jakim zbiorze zwigzanym z wie-
lomianami T} lezg te pierwiastki? Wyznacz rowniez punkty, w ktérych
Ty przyjmuje warto$¢ +1 lub —1. Ile jest takich punktéw w [—1,1]?

5. Udowodnij, ze dla dowolnego z € C

(z+V2—1DF+ (2 — V22— 1)F

Ti(2) = 5 ,

k=01,

Wskazéwka. Skorzystaj z formuly tréjcztonowe;j.
6. Udowodnij, ze wérdd wielomianéw wy(z) stopnia k, takich, ze
wy(r) = 2¥ +  wyrazy stopnia nizszego od k
najmniejszg norme || - ||oo,(—1,1] ma wielomian

21T ().

Wskazéwka. Przypusé ze istnieje inny wielomian o tej wlasnosci, ale o
mniejszej normie ”"sup” i rozwaz réznice tych wielomianéw. Jakiego jest
stopnia ta réznica? Rozwaz punkty w ktérych wykresy tych wielomiandéw
sie przecinaja. Ile jest takich punktow?

7. Niech xg < —1, i rogzwazmy zbior wszystkich wielomianéw wy stopnia
< k spehiajacych warunek wg(zg) = 1. Udowodnij, ze wsrdéd wielo-
mianéw z tego zbioru najmniejsza norme || - ||o0,—1,1) ma wielomian

Ty (z)
T(20)
Wyciagnij stad nastepujacy wniosek: niech 0 < a < b; wérod wielo-
mianéw wy stopnia < k spetlniajacych warunek wy(0) = 1, najmniejsza
norme || - ||oc,ja,p) Ma wielomian
()

Ty (2te)

Wskazéwka. Przeprowadz dowdd ”ad absurdum”. Skorzystaj z tego, ze Ty,
w k + 1 réznych punktach przedziatu [—1, 1] przyjmuje naprzmian wartosci
+1 i -1. Jesli istniatby wielomian stopnia < k i mniejszej normie, to policz
w ilu punktach wykresy tych wielomianéw musialyby sie przecina¢? Co stad
wynika?
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8. Niech

Tk(b—l—a—QJ})
Rk(a:) = 71)_3
Ty (F2)
Udowodnij, ze
1 \/g_ 1
| R [l oo,a.t) = T BTy < 2(=)"
T = e

Wskazdéwka. Skorzystaj z wzoru

(z4+ V22 -1 4 (2 — V22 - 1)F

Ti(2) = 2 , k=01,
Wielomiany Legendre’a
Sa to wielomiany ortogonalne w przedziale [—1,1] z waga p(z) = 1. Dla
wielomianéw Legendre’a
Ry, P, -
mamy nastepujace zwiazki:
PQ(.I‘) = 1,
P(x)==z
Formuta tréjcztonowa jest postaci
2k +1 k 2
P = P _ P P 2 = .
Wielomiany ortogonalne Hermite’a
Sa to wielomiany Hy, Hy,---, ortogonalne w przedziale (—oo,0) z waga
p(z) = e*". Zachodza dla nich zwigzki
HQ (.I‘) = 1,
Hi(z) = 2z.

Formuta tréjcztonowa jest postaci

20Hy(x) = 2kHyp—1(2) + Hpar (z), || Hil2 = /728K
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WEASNOSCI EKSTREMALNE
WIELOMIANOW ORTOGONALNYCH

W zadaniu dotyczacym wielomianéow Czebyszewa poznalismy juz dwie wia-
snosci ekstremalne tych wielomianéw. Sformutowane sg one w punktach 6 i
7 tego zadania. Te wtasnosci odnosza si¢ do normy “sup” na odpowiednim
przedziale. Okazuje sie, ze inne wielomiany ortogonalne maja réwniez po-
dobne wtasnos$ci ekstremalne, jednak zwigzane z norma odpowiedniej prze-
strzeni typu Lz(a, b). Fakt, ze pewne wielomiany ortogonalne maja minimalne
normy w okreslonych klasach wielomianow decyduje o roli jakie odgrywaja
one w zagadnieniach obliczeniowych. Twierdzenia podane ponizej dowodzimy
w przypadku funkeji wagowych ”ciagtych”, okreslonych na przedziale [a, b].
Sa one rowniez prawdziwe dla funkcji wagowych dyskretnych, o ktérych mowa
w Zadaniu do Twierdzenia 2.3. Przeprowadzenie dowodéw ponizszych
twierdzen w przypadku dyskretnym zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Wielomiany jadrowe

Niech Fy, P, - - - bedzie ciggiem wielomianéw ortogonalnych z waga p w prze-
dziale [a,b]. Wielomian dwdch zmiennych x i y stopnia k ze wzgledu na obie
zmienne r 1y

(2.16) Ki(z,y) = Kily, 1) = Y

J=0

i) Py(y)
155117
nazywa sie wielomianem jgdrowym stopnia k.

Twierdzenie 2.4 Niech w, bedzie dowolnym wielomianem stopnia < n.
Wtedy

(2.17) wn(e) = [ o) K p)enly)dy

Dowéd. Mamy wy,(v) = >7_yc;jPj(x) i, poniewaz Py, Py,---, P, jest bazgy
ortogonalng przestrzeni wielomianéw stopnia < n,
. (wTL’Pj)P

= T D e j:0717”'7n'
S (P
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Zatem
PPy (x)
[l

5

wn(z) = iochj(@ =Y, )y =

J=0

= /abp(y)wn(y) Zn: %dy - Abp(y)Kn(x,y)wn(y)dy-D

J=0

Whiosek 1. Niech Q) bedzie dowolnym wielomianem stopnia < n, za$ niech
K, (x,y) bedzie wielomianem jgdrowym. Wtedy

(2.18) [ o) = 2) K, ) @u)iy = 0.

Dowdéd. Niech z bedzie ustalone i niech wy(x) = (z — 2)Q(x); wy(x) jest
wielomianem stopnia < n, zatem

b

wy () = /abp(y)Kn(x, Y)wn(y)dy = / p(y)(y — 2)Q(y)dy = (x — 2)Q(x).

a

Potézmy teraz z = z; otrzymamy

0= /abp(y)(y —7)Kn(z,9)Q(y)dy. O

Wezmy pod uwage wzor

b
(2.19) [ 0o0) = 2Kl 1)Q)dy =0
Zauwazmy, ze jesli A < a <y < b, to dla ustalonego A funkcja zmiennej y

w(y) = (= A)ply)
jest nie ujemna dla y € [a, b], a wiec moze ona odgrywacé role nowej wagi dla
nowego tloczynu skalarnego
b b

(2.20) (fi9)w = /a w)f(y)g(y)dy = / p(y)(y — N f(v)g(y)dy.

a
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Zatozmy, 7ze A < a <y < b. Wtedy

(@Ko = [ o)y~ N (A 9)@ily)dy =0

dla kazdego wielomianu Q; stopnia [ < n, a wiec takze dla Q;(z) = K;(\, x).
Stad

Whniosek 2. Wielomiany jgdrowe
KO()‘v ')7 Kl()‘v ')7 KQ()‘v ) e
stanowiq uklad wielomianéw ortogonalnych z nowg wagg w(x) = (x — X\)p(z)

w przedziale [a,b].

(*) Rozwazmy teraz nastepujace zadanie na minimum normy: po-
szukujemy wielomianu w, stopnia < n, ktéry dla ustalonej liczby
o, oraz dla ustalonej liczby «, spelnia warunek

wy(x0) =

i ktéry ma najmniejszg norme || - ||,.

Twierdzenie 2.5 Rozwigzaniem zadania (*) na minimum normy || - ||, jest

wielomian
Kn (377 xO) o

wopt(x> = Kn(l’o,ﬂfo)

Dowéd. Dowolny wielomian w,, stopnia < n spehiajacy warunek wy,(zg) =
a przedstawimy w postaci rozwiniecia wzgledem bazy Fy, Py, -- -, P, wielo-
mianéw ortogonalnych z waga p na przedziale [a, b]

wnle) = 3 e,y (o),

Jesli wy,(xo) = a, to

Q= Z Cij<x0>7
=0
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i stad

A CO
o _<jzo JPJ( 0)) (Z JHPHPHPHp>

=0
Z nieréwnosci Schwarz’a otrzymamy

2 - ( ) 2 w 2 Ta. T

j0 JO

lub inaczej

042

(2.21) 7}(,”(330’ 7o)

< JJwall-
Obliczmy teraz norme wielomianu K, (xg, x).

| K (o, )Hi = /ab p(2) K, (20, 2)2dw =

Py (a0) Py () < Bi(ao) P(a)
IR & AR

=0

M= T

p(x)de =

'M@

J

"\ Pj(wo) P (0) /b
= = [ p(x)Pj(x)P(x)dr =
jo§ 15512 P12 Ja ’
S J (z0) Fi( 370) 2
= IHPH = n(«rOer)-
2 2 B IR Z HPH2
Stad
K,(xo,") o? o?
2 n ’ 2
il2 = o) 2 Y g )= —
HQ pth HaKn(.TQ,.TQ) Hp Kn(l’o,xo)Q (‘rO .To) Kn(l’o,xo)

Wobec nieréwnosci (2.21) mamy

1Qupel < llwally

gdzie w, jest dowolnym wielomianem stopnia < n spetiajacym warunek
wy(z9) =a. O

Komentarz. Zatézmy teraz, ze o < a < b. Wtedy funkcja
w(z) = (z —xo)p(z), =€ la,b]
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przyjmuje tylko wartosci nieujemne, gdy = € [a,b], a wiec jest prawidtowa
funkcja - waga. Udowodnilismy, (patrz wniosek z Twierdzenia 2.4), ze wielo-
miany jadrowe Ky(x,z9) k=0,1,--- sa ortogonalne z wagg w na przedziale
la,b]. Z drugiej strony, Twierdzenie 2.5 méwi o tym, ze wielomian jadrowy
K, (x,z0) po odpowiednim unormowaniu:

Kn('r7 xO) a
Kn(x07 .TQ)

realizuje minimum normy || - ||,. Zauwazmy, ze na odwrdt, dowolne wielo-
miany ortogonalne z pewna waga w na przedziale [a, b] moga by¢ uwazane
za wielomiany jedrowe pochodzace od wielomianéw ortogonalnych z waga
plx) = % na przedziale [a, b]; zatem po odpowiednim unormowaniu bedg

one realizowa¢ minimum normy || - ||, w zadaniu (x). Wykorzystamy ten fakt
w dalszej czesci tego rozdziahu.
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ZASTOSOWANIA WIELOMIANOW
ORTOGONALNYCH

Wielomiany ortogonalne stosuje sie w bardzo wielu réznych dziedzinach ma-
tematyki obliczeniowej. Zajmiemy si¢ tutaj tylko dwoma przyktadami takiego
zastosowania.

Optymalne wezly interpolacji wielomianowej
Lagrange’a

Powréémy na chwile do interpolacji Lagrange’a przy pomocy jednego wielo-
mianu na przedziale [a, b]. Zalozymy, ze funkcja interpolowana

f:la,b] = R

ma n + 1 pochodnych ciagltych w przedziale [a,b], w ktéorym mamy n + 1
roznych weztow
A< o<1 <ZTo-< Ty <b.

Wiemy, ze w tym przypadku blad interpolacji wyraza s¢ wzorem

_ [(E())

w(z),

gdzie P, jest wielomianem interpolacyjnym, za$ £(z) jest pewnym punk-
tem przedziatu otwartego (min{z,zo}, max{z, z,}). Zadajmy sobie pytanie,
czy mozna tak dobrac wezly interpolacji zeby blgd byl mozliwie najmniejszy.
Wezmy pod uwage wielomian stopnia n + 1

w(x) = (x —xo)(x — 1) -+ (T — )5

Zauwazmy, ze jest to tak zwany wielomian moniczny. Wiemy (patrz Za-
danie p. 6 - Wielomiany Czebyszewa), ze na przedziale [—1, 1] wielomian
moniczny 277,11 ma minimalng norme ”"sup”. Przekszttcenie liniowe Hlf—i_a%
przeprowadza odcinek [a, b] na odcinek [—1, 1]. Nie trudno znalez¢ pierwiastki
przeksztatconego wielomianu, znajac pierwiastki to < t; <ty < --- < t,, wie-
lomianu 7},41.
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Zadanie 2.14 Znajdz pierwiastki przeksztatconego wielomianu Czebyszewa.
Oznaczmy liczby znalezione w Zadaniu 2.13 przez

Yo <Y1 <Yz < -+ < Yp-

Jesli przyjmiemy jako nowe wezly interpolacyi liczby y;, 7 = 0,1,2,---.n
(wszystkie one leza w przedziale [a,b]!), to uzyskamy wielomian interpo-
lacyjny Lagrange’a dla ktérego wyraz w(z), wystepujacy w wyrazeniu na
btad bedzie mial minimalna norme ”"sup” na przedziale [a,b]. Okazuje sie,
ze efektem tego optymalnego doboru wezldéw interpolacji jest znaczne polep-
szenie wiasnosci aproksymacyjnych wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a.
Mozna udowodnié, ° ze dla przedziatu [—1, 1], jesli weztami sa pierwiastki ¢,
wielomianu Czebyszewa T),11, czyli liczby

2j + 1

t; = cos 2
I )

T, j:071727”'7n7

to mamy nastepujace oszacowanie dla wielomianéw bazowych Lagrange’a

Li()
n+1

2
> illss-11) < =In(n) +4
=0 T

Postugujac sie Twierdzeniem Jacksona podaliSmy oszacowanie btedu dla
wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a w zaleznosci od stopnia gladkosci
funkcji interpolowanej f. Zatézmy teraz, ze f € C1([—1,1]). Z naszych osza-
cowan uzyskanych dla wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a P, wynika,
ze

1f = Pallooo1,y < (L 4+ D lloo—1,) 1 — Qnllosy-1,15
=0

gdzie @, jest wielomianem najlepszej aproksymacji w sensie normy "sup” dla
funkcji f. W rozwazanym przypadku mamy

6
[ Q”HOQ[—M] < g”f/Hoo,[—l,l]-

5Patrz: S.Paszkowski ” Zastosowania numeryczne wielomianéw i szeregéw Czebyszewa”
PWN 1975
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Stad
2 6
17 = Pallecgor < G+ () 2 F lega

Poniewaz @ — 0, gdy n — oo, widzimy, ze jesli uzywamy optymalnych
weztéw, to, przy zaloieniu, ze f € CY([—1,1]), wielomian interpolacyjiny

Lagrange’a zbiega w normie "sup” do funkcji f, ktorq intertpoluje.

Zadanie 2.15 Dla dowolnego, ograniczonego przedziatu [a, b] znajdz oszaco-
wania odpowiadajace opisanemu wyzej przypadkowi przedziatu [—1, 1].

Metody wielomianowe rozwigzywania
numerycznego ukladéw réwnan
algebraicznych liniowych

Zajmiemy sie teraz pewng klasa metod numerycznych iteracyjnych rozwia-
zywania uktadow rownan algebraicznych liniowych. Sg to tak zwane metody
wielomianowe. Zajmiemy sie uktadem réwnan algebraicznych liniowych po-
staci

(2.22) Az =d,

gdzie macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, wymiarunxmn. Wezmy
pod uwage nastepujacy proces iteracyjny Richardsona

xo dowolny wektor "startowy”,

r
(2.23) Trar = Tp + —.

dk
Wektor r, = d — Axy, jest tak zwanym reziduum, za$ qx, k = 0,1,--- jest

liczbg zwana wspotczynnikiem relaksacji. W ten sposéb okreslilismy calq klase
metod zalezna od wyboru ciagu wspdtczynnikow relaksacyi {q;}j=o1,.... Wspol-
czynniki relaksacji bedziemy wybiera¢ tak, aby spetnione byto okreslone kry-
terium optymalnosci procesu (2.23) zapewniajace szybkq zbieznosé procesu
Richardsona. Interpretacja tego procesu jest prosta: nastepny wektor przy-
blizajgcy rozwigzanie x réwnania (2.22) wybieramy w ten sposob, ze do po-
przedniego przyblizenia dodajemy poprawke proporcjonalng do reziduum na
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poprzednim kroku. Wspotezynnikiem proporcjalnosci jest odwrotnosé wspot-
czynnika relaksacji.
Zmajdziemy najpierw zalezno$¢ miedzy kolejnymi reziduami

r A
e = d— Azgy =d — Az + =) = (I = =)y

dk dk

Stad wnosimy, ze dla kazdego k =0,1,2,---
A A A
2.24 re = (I — I— I =,
( ) o= Qk—1>< Qk—2> ( (Jo> ’
gdzie rg = d — Azy. Oznaczmy
x x x

2.25). Rulz)=(1— 21— -2y...0-2L
229 (o) = (1= o)1= )1 )

Wielomian stopnia k okredlony wzorem (2.25) nazywa sie k-tym wielomianem
rezidualnym. Zauwazmy odrazu, ze

Ri(0) =1,

Ri(q))=0 j=0,1,---k—1

Ogolnie: kazdy wielomian Wy, stopnia k taki, ze Wi (0) = 1 bedziemy nazywad
k-tym wielomianem rezidualnym. Kazdy taki wielomian musi byé¢ postaci
(2.25). Wynika stad, ze dla naszego procesu Richardsona

T = Rk(A)T’Q,

gdzie Ry jest k-tym wielomianem rezidualnym.

O macierzy A zalozylidmy, ze jest symetryczna i dodatnio okres$lona. Niech
wiee jej widmo® o(A) C [a,b], gdzie 0 < a < b. Oszacujemy z gbry norme
euklidesowa k-tego reziduum

Irll* = (rie, ri) = [ Ru(A)roll” < IR (A7l
ale poniewaz macierz A jest symetryczna

IRk (A)]| = Jmax, [Be(M)] < sup [Ri(2)| = [ Billoc fo.e)

z€la,b

6zbi6r wszystkich wartosci wlasnych
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Wiemy, ze norme || Ri||c, o, Mminimalizuje przeksztatcony wielomian Czeby-

szewa 1-go rodzaju

T(H=2)
Ty (e

b—a

ktérego norme szacujemy z gory’ przez liczbe

2(\/;_1)%.

b+1

a

Stad mamy optymalne oszacowanie k-tego reziduum:

b
b_q
(2.26) Il < Q(Ll)k 170/l o0, a.-

b

a

Zauwazmy, ze

b
2—1
Ve
Ny
a wiec proces iteracyjny (2.23) jest geometrycznie zbiezny. Jego szyb-
ko$¢ zbieznosci okresla liczba
o

JE+1

Zauwazmy, ze moglibysSmy przyjaé¢ dla celow oszacowania, ze

)0, gdy k — oo,

< 1.

a= min A = \,;
AEO'(A) mn sy

b= max A = Az
A€o (A)

Ale dla wspdlezynnika vwarunkowania k(A) macierzy A mamy

)\max
K(A) = o

"Patrz, Wielomiany Czebyszewa, Zadanie p.71i 8.
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Stad ostatecznie
K 1 .
(2.27) Il < 2(F===—=)"lIroll.

Nalezy tu podkreslié¢, ze wzér (2.27) nie moze by¢, poza bardzo szczegblnymi
przypadkami, traktowany jako oszacowanie szybkosci zbieznosci procesu ite-
racyjnego Czebyszewa, o ktérym bedzie mowa w nastepnym paragrafie. Poza
bardzo specjalnymi przypadkami, nie znamy liczb A\pin ant Apaz, zas kon-
kretny algorytm Czebyszewa moze by¢ okreslony, gdy znane sa liczby a i
b. Wzér (2.27) bedzie jednak nam przydatny w daszej czesci tego rozdziatu.
Poniewaz liczby qo, q1, - - -, qx—1 sa pierwiastkami przeksztatconego wielomianu
Czebyszewa Ty, (=22 wiec potrafimy je tatwo znalezé. Majac te liczby mo-
zemy zbudowad

Dwupoziomowa metode Czebyszewa

Przy pomocy tego algorytmu wykonujemy N krokéw iteracyjnych dla N
zadanego z gory

r
Thor =T+ —, k=0,1,---N—1,
4k
gdzie TN(%) =0,7=0,1,2,---,N — 1, za$ z( jest dowolnym wekto-
rem startowym - na przyktad xyo = 0. Latwo sprawdzamy, ze wspotczynniki

relaksacji sa postaci

b b — 27 +1
a;_ — 5, 2a, gdzie sj:cos(%

(228 g = )
dlaj=0,1,---, N —1. W tej chwili nasz algorytm jest okreslony z z doktad-
nos$cig do kolejnosci wspotczynnikow relaksacyi. Gdybysmy mogli wykonywaé
obliczenia uzywajac “prawdziwej” arytmetyki sprawa kolejnosci nie odgry-
wataby zadnej roli. Jednak arytmetyka “komputerowa” rézni si¢ od “praw-
dziweg” i uzycie wspotczynnikow relaksacji w nie wtasciwej kolejnosci moze
spowodowa¢ silne zaburzenie procesu, wprowadzajac duze btedy. Wiasciwy
dobdr kolejnosci, to taki, przy ktérym, kolejne iloczyny czynnikéw (1 — qij) we
wzorze na reziduum stopniowo si¢ réwnowazq. To znaczy, liczby ¢; wystepuja
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w takiej kolejnosci, ze po duzym czynniku nastepuje maty i dzigki temu nie
nastepuje ani gwalttowny wzrost ani gwaltowny spadek wielkosci czesciowych
iloczynéw. 8 Podamy tu, za wspomniang praca, sposéb znajdowania opty-
malnej kolejno$ci numerdéw we wzorze (2.28), dla N =2, p =0,1,2,---. Dla
p =0, mamy 7; = 0 i oczywiscie nie ma tu watpliwosci co do kolejnosci. Jesli

znamy juz kolejno$é numeréw dla N = 2P~

{.j17.j27 e 7j2p_1}7

to dla N = 2P bedzie:

{j172p —1 _.j17.j272p -1 _.j27.j372p -1 _.j37”'7.j2p_172p -1 _j2p_1}'

Przyktad.

Ip| N | ciag numeréw

0|1 0

1] 2 0, 1

2| 4 0, 3, 1, 2

38 0, 7, 3, 4, 1, 6, 2, 5

4160, 15, 7, 8, 3, 12, 4, 11, 1, 14, 6, 9, 2, 13, 5, 10

Metoda Czebyszewa moze by¢ uzywana w dwoch wersjach:

1. Ustalamy N dostatecznie duze dla osiggniecia zadanej doktadnosci i
wykonujemy N krokéw opisanym algorytmem, pamietajgc o wiasciwej
kolejno$ci wspotczynnikow relaksacy.

2. Wersja cykliczna.

(a) Wybieramy jakie$ N i zg. Wykonujemy N krokéw metody zacho-
wujgc zawsze wtasciwg kolejnosé wspotczynnikow relaksacy.

(b) Jako zq przyjmujemy wyliczone xy i wykonujemy znéw N krokéw

iteracyjnych

(¢) Powtarzamy punkt (b), az do uzyskania zadanej doktadnosci.

8Sciste uzasadnienie - patrz V.I.Lebedev i S.A.Finogenov ”O probleme vybora itera-
cionnych parametrov....” Zurnal vy¢. matem. i mat. fiziki T.11 Nr 2 1971
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Wada metody Czebyszewa jest to, ze aby ja stosowac z optymalng mozliwa
efektywnoscia, musimy zna¢ mozliwie doktadne dolne i gorne oszacowanie
widma macierzy A, a i b. Mozna pokazaé, ze metoda Czebyszewa bedzie funk-
cjonowata rowniez gdy podamy zbyt wysoka wartos¢ dla a, jednak zbieznosé
bedzie wolniejsza niz to wynikaloby z wyprowadzonych wyzej oszacowan.
Istnieje takze inna wersja metody Czebyszewa, tak zwana trzypoziomowa
metoda Czebyszewa.

Metody gradienté6w sprzezonych
Sa to metody wywodzace sie rowniez od procesu iteracyjnego Richardsona

.
Tpar =2k + —, k=0,1,2,-
gk

gdzie punkt startowy x( jest dowolny, zas r, = d — Axy. O ukladzie
Axr =d

zakladamy, jak poprzednio, ze macierz A wymiaru m x m jest symetryczna
1 dodatnio okreslona. Dla takiej macierzy mamy nastepujacy rozkiad spek-
tralny:

A=QTAQ
gdzie QTQ = QQT = I, oraz A jest macierzg diagonalng majaca na gtéwnej
przekatnej wartosci wlasne macierzy A:

A0 0 0 0 O
A= 0 X 0 O 0 O
0O o0 0 0 0 A\

Zatozymy, bez zmniejszania ogblnosci, ze
O< A <A< <\,

Wspodtezynniki relaksacji qr bedziemy teraz dobiera¢ tak, aby uzyskac, nie
optymalne oszacowanie reziduum ry, jak to byto w przypadku metody Cze-
byszewa, ale aby zminimalizowacé pewng norme reziduum 1y dla kazdego
k=1,2,---. Norme, o ktorej mowa, zwiazemy z pewna wybrana przez nas
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macierzg wagowqg wymiaru n X n B. O tej macierzy zatozymy, ze jest ona
symetryczna i dodatnio okreslona i ze

B=Q"DQ,
gdzie
d 0 0 0 0 O
D 0 do 0 0 0 O
o 0 o 0 - 0 d,
oraz d; > 0 dlaj = 1,2,---,n. Oznacza to, ze macierze A i B majg takie

same wektory wlasne, i ze komutujg, to znaczy, ze AB = BA. Ze wzgledu
na to, ze macierz B jest symetryczna i dodatnio okreslona, to mozna przyjac
jako nowg norme wektora x € R™

lzllp = (B, x)>.

Rezidua r; procesu Richardsona bedziemy minimalizowa¢ w sensie takiej
wladnie normy. Przyktadami macierzy B o zadanych wlasnosciach sa AP,
p>0iAL
Proces iteracyjny okreslimy tak, aby dla kazdego ustalonego n reziduum
rn, = d — Az, po n krokach iteracji mialo najmniejsza mozliwa norme || - || 5:
|rnllB = min.
Pamig¢tamy, ze dla procesu Richardsona
T = Rk(A)T’Q,
gdzie Ry (z) jest wielomianem rezidualnym, to jest takim wielomianem stop-
nia k, ze Ry(0) = 1. Pierwiastki tego wielomianu sa wspélczynnikami relak-
sacji q; naszego procesu. Ze wzgledu na to, ze Q7Q = I mamy
(2.29) lrall% = rEBr, = r§ Ry(A)BR,(A)rg =
=10 Q" Rn(M)QQ"DQQ" Ry(A)Qro =g Q" Ru(A)*DQro =

= San<A>2DSO = Z /{ZJdeRn()\j)Q
j=1
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gdzie so = [k1, ko, -+, k] = Qro 1 [|s0]] = [|Qurol| = ||70]]. Oznaczmy teraz

o )\17 )\27 )\37 ...7 )\m
(2:30) p _{k:%dl, K2dy, K2y, -, kadm}'

Jest to dyskretna funkcja - waga okre$lona na widmie o(A) macierzy A. Uzy-
wajac tej funkcji - wagi, mozemy napisac

(2.31) Iralls = D_ kjdiRn(X;)* = || Rull;.
j=1

Zatem nasze zagadnienie zostato sprowadzone do zadania wyznaczenia wielo-
mianu R, stopnia n spetniajgcego warunek R, (0) = 1, ktéry ma najmniejszq
norme ||-||, zwigzang z dyskretng funkcjqg wagowq p, okreslong wzorem (2.30).
Znamy rozwiazanie tego zadania: podaje je Twierdzenie 2.5. Optymalnym
wielomianem jest wielomian jodrowy

K,(0,z)
K, (0,0)’
gdzie
 B(x) P(y)
K, (.T, y) = Z W7
Jj=0 Jlp
za$ wielomiany Fy, P, ---, P, sa ortogonalne w sensie iloczynu skalarnego

dyskretnego z waga p
(£,9)0 = 2_ F(N)g(N)k3d;.
=0

Przypomnijmy (patrz Wniosek 2. z Twierdzenia 2.4), ze wielomiany ja-
drowe K, (0, ), a wiec takze wielomiany optymalne

K, (0,2)

K, (0,0)’

sa ortogonalne w sensie iloczynu skalarnego dyskretnego okreslonego przez
funkcje wagowa

i )\17 )\27 )\37 Ty )\m
(232> W= { k%dl)\h /{;gdg)\g, k§d3)\37 ) k2 dmAm } .
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Ta obserwacja pozwoli nam zbudowac algorytm iteracyjny inaczej niz w przy-
padku dwupoziomowej metody Czebyszewa, gdzie wykorzystywalismy znajo-
mosé¢ pierwiastkéw wielomiandw rezidualnych R, (byty to pierwiastki ”prze-
sunietych” wielomianéw Czebyszewa). Teraz nie znamy z géry pierwiastkéw
wielomianéw rezidualnych R,,, a wyznaczanie ich numeryczne, bytoby bar-
dzo pracochtonne i wobec tego mijatoby si¢ z celem. Nasz algorytm oprzemy
na formule trojcztonowej dla wielomianéw optymalnych. Wypiszmy formute
trojcztonowy dla optymalnych wielomianéw rezidualnych

an (.T) = an,n—an—l(x) + Oén,an (.T) + Oén,n—l—an—i—l-
Poniewaz R, (0) = 1, to podstawiajac x = 0 otrzymamy
Onn—1 + Qn.n + Onpntl = 0.

Ktadac teraz
Onpntl = _(an,n—l + an,n)a

otrzymamy
TR () = a1 (Bn-1(2) = Rog1(2)) + onn(Ra(2) — Ry ().
Stad wynika nastepujacy zwiazek dla reziduéw
Ary, = apn-1(Tn—1 — Tnt1) + Qnpn(Tn — Tg1),
gdyz, jak pamietamy, r,, = R,,(A)ro. Mamy jednak
Tnol —Tnt1 =d— Axyy —d+ Axpi = A(Tp1 — Tpoa),

oraz
Tn—Tnt1 =d— Az, —d+ Axpyy = ATy — )

Poniewaz macierz A jest nieosobliwa, po podstawieniu do (2.33) mozemy
"skrocié przez A7, i wtedy dostaniemy nastepujacy zwiazek miedzy z,_1, T,
oraz Tpyq

1
2.34 Tpi1 = ————————|Tn + Qpnn1Tn_1 + OpnTnl.
(2.34) l— an,n[ n—1Tn-1 nTn]
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gdzie r, = d — Ax,. Wypiszmy teraz jeszcze wzory dla wspétczynnikow we
wzorze (2.34):

(ana Rn—l)w
Onn-1= 7 p 2
[Rn1]2
Qpn = CERin’ RQn)w .
[ RnllZ

Przechodzac do macierzowej postaci tych wzoréw dostaniemy

Sy ki di A R (A Bna (A;)

Upn—1 = m
' Sy kidiA Ry ()2
(BA%*r,,mp1)

2.35 =

( ) (BATn_l,Tn_1)7
oraz podobnie

(BA%*r,,r,)

2.36 o = —————2>.

(2.36) An, (BAr,, )

Jedli sprecyzujemy jaka jest posta¢ macierzy wagowej B, to wzory (2.34),
(2.35) i (2.36) beda okresla¢ n — ty krok

Metody Gradienté6w Sprzezonych.
Najczesciej uzywa sie:

o B=1=QTIQ - otrzymamy wtedy tak zwang Metode Minimalnych
Reziduéw, w skrocie CGMR - Conjugate Gradients Minimal Residuals.

o B=A"1=QTA'Q - otrzymamy wtedy tak zwang Metode Minimal-
nych Btedow, w skrocie CGME - Conjugate Gradients Minimal Errors.

Przyjrzyjmy sie wzorom w obu przypadkach
1. CGMR
Wtedy B=1

o — <BA2Tn7 Tn—l) _ (AQTTM Tn—l) _ 7’5—1‘427%
-1 = - -
o (BAry_1,7n-1)  (Arp_1,1mm1) 1l Arp_y’
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B (BA%*r,,r,) B rT A%r,
ann - -

’ (BAr,, ) I Ar,,

1
Tp+l = —[Tn + Onn—-1Tn—1 + Oén,najn]-
Onn—1 + Qn.n

Algorytm ten minimalizuje na kazdym kroku norme euklidesowa rezi-
duum
7l = 7570

. CGME
Wtedy B = A~
(BAQTny Tn—l) (AT’n, Tn—l) o TZ:_lATn

P — =
mn—l (BAr,—1,75-1) (Tn—1,Tn-1) T 1Tn1’

(BA?rn, ) 1) Ar,

Qnpn =

’ (BAr,rn)  rlr,
1
Tpt+1 = —[Tn + Onn—-1Tn—1 + Oén,najn]-
Onn—1 + Qn.n
Algorytm ten minimalizuje na kazdym kroku norme || - || 4-1 reziduum
7. Mamy

H'r’nHi_l = 'r’gA_l'rn.

Poniewaz r,, = d — Az, = Ax — Ax,, = A(x — x,) = Ae,, wiec
rnllie: =175 A7 e, = el AA™ Ae,, = el Ae,, = ||enl|3.

Poniewaz e, = z — z, gdzie x jest doktadnym rozwigzaniem uktadu
Ax = d, mozna wigc interpretowac to wyrazanie jako norme z wagg A
btedu przyblizenia na n-tym kroku e,, - stad nazwa.

Poréwnajmy wtasnosci Dwupoziomowej Metody Czebyszewa, i opisa-
nych wyzej algorytméw Metody Gradientéw Sprzezonych - w skrécie
CG. Oba typy metod, w opisanych wersjach, mogg by¢ stosowane do ukta-
dow rownan

Ax =d,

gdzie macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona. Pierwsza rzecz ktora
sie rzuca w oczy to to, ze we wzorach okreslajacych metody CG, z,1 zalezy
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od dwoch poprzednich przyblizen x,, i x,,_1, podczas gdy dla metody Czeby-
szewa T,y zalezato tylko od z,. O metodach CG moéwimy, ze sg one trzy-
poziomowe. Metoda Czebyszewa mogta by¢ stosowana wtedy, gdy znany
byt przedzial [a, b] taki ze 0 < a < bio(A) C [a,b]. Metody CG takiej infor-
macji nie potrzebuja. Ponadto, o ile metoda Czebyszewa jedynie minimalizo-
wata oszacowanie z gory dla reziduum, to metody CG minimalizujg poprostu
norme tego reziduum. Dla dwupoziomowej metody Czebyszewa trzeba byto
wybiera¢ w specjalny sposdb kolejnos¢ wprowadzania wspoélczynnikéw
relaksacji. W metodach trzypoziomowych taki problem wogdle nie wyste-
puje.

Zastanowmy sie jeszcze nad sprawg startu algorytmow trzypoziomowych
CGMR i CGME. Aby proces wystartowal trzeba poda¢ dwa wektory x i

x1. Przyjmujac xy dowolnie, z; dobieramy korzystajac ze wzoru
T
T1=xo+ _07
4o

gdzie qq jest tak dobrane, aby ||r1||% = Min.
Zadanie 2.16 Znajdz x; dla CGMR i dla CGME.

Zadanie 2.17 Opierajac sie na formule trojcztonowej dla przeksztatconych
wielomianéw Czebyszewa skonstruuj wersje trzypoziomowq metody Czeby-
szewa.

Na koniec zastanéwmy si¢ nad ocena szybkosci zbieznosci dla metod CG.
Metody te minimalizuja na kazdym kroku norme reziduum

V (5 Bra) < |[Ba(A) |11 Blllroll-

Norme euklidesowa macierzy R,(A) szacujemy tak samo jak w przypadku
metody Czebyszewa ||R,(A)|| < || Rnlloo,fap- Ale w tych metodach reziduum
r,, jest minimalizowane ze wzgledu na wszystkie wielomiany rezidualne. Stad
wynika, ze aktualne jest oszacowanie dla normy euklidesowe;j

VEA) =1
7l SQ\/HBH(ierl) :
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gdzie k(A) jest wspdtezynnikiem uwarunkowania dla normy euklidesowej ma-
cierzy A.

Preconditing w metodach wielomianowych

Oszacowanie normy reziduum dla metod gradientowych, ktore jest tez gra-
nicznym, optymalnym oszacowaniem dla metody Czebszewa

Ved) -1
7l SQ\/HBH(ierl) :

wskazuje na to jak bardzo waznag role dla zbieznosci tych metod odgrwa
wspotczynnik uwarunkowania macierzy uktadu A. Dlatego prawie nigdy nie
stosuje sie takiego algorytmu bez wilaczenia do niego preconditingu, to jest
takiego wstepnego przeksztatcenia uktadu rownan

Ax =d

na réwnowazny uktad ) }
Ay =d,

dla ktorego wspdtezynnik k(A) jest znacznie mniejszy niz x(A). Szczesli-
wie si¢ sktada, ze takie przeksztatcenie daje si¢ stosunkowo tatwo wiaczy¢
odrazu do kazdego procesu podobnego do procesu iteracyjnego metody gra-
dientow sprzezonych. Najczesciej stosowane metody preconditingu polegaja
na znalezieniu macierzy M blizkiej macierzy A, na przyktad w tym sensie, ze
k(M1 A) jest blizkie 1, dla ktorej rozwiazanie ukladu

Mz=1b

jest fatwe. Podamy jeden z takich sposobéw.? Poniewaz A = AT jest dodat-
nio okreslona, to macierzy preconditingu M bedziemy réwniez szuka¢ wsrod
macierzy symetrycznych i dodatnio okreslonych. Kazda macierz symetryczna
i dodatnio okreslona ma pierwiastek, to znaczy istnieje taka macierz syme-
tryczna i dodatnio okreslona, ktorej kwadrat jest rowny tej macierzy. Tak
wiee M = CC'i A = GG. Przyjmiemy A = C'AC~'id = C~'d. Uzasadnie-
nie takiego rzeksztalcenia jest takie: A = C"'GGC ™', a poniewaz macierz M

9Patrz ksiazka: G.H.Goloub & C.F.van Loan ”Matrix Computation”.

70



byta blizka macierzy A, to macierz C' powinna by¢ blizka macierzy G, a wiec
wspolezynnik uwarunkowania cond(C~*GGC ') powinien by¢ nie wielki.
Algorytm zbudujemy tak, ze wyliczanie pierwiastka C' = v/M nie bedzie
wogole potrzebne. Pokazemy jak to zrobi¢ na przyktadzie algorytmu CGME.
Zastosujmy ten algorytm do uktadu fly = d.
Jesli mamy juz wyznaczone y; dla j =0,1,---,n, to

1

- . <~ [Sn + &n,n—lyn—l + &n,nyn]a
Onn—1 + Qn.n

Yn+1 =

gdzie s, = d — Ay, = C~Y(d - AC™y,) jest reziduum na n-tym kroku tego
procesu iteracyjnego, zas

oo
- S, As,
Apn-1 = 7
Sn—15n-1
~ sl As,
an,n - STS .
n<n

Przyjrzyjmy si¢ wzorom na wspotczynniki &, ;, j = n—1,n. Wygodnie bedzie
oznaczy¢ teraz

zr = C 'y,
dla k =0,1,2,---; wtedy sp = C~'ry, gdzie 1, = d — Axy. Na przyklad dla
&n,n—l

sz_lflsn B rI'  C-'C~r*AC~'Cr,

n—1

Qpp-1 = T - T
; a1
Sp_1Sn—1 rp_1C71C

Niech z; bedzie rozwigzaniem uktadu preconditionera

Mz; = r;.
Mamy wigc
. 2T Az,
(2.37) (i1 = m
i podobnie
(2.38) G = Z’?TA -
2Ir,

n
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gdzie, zgodnie z naszymi oznaczeniami ry = d — Axy.
W ten sposéb, n-ty krok algorytmu CGME z preconditingiem ma naste-
pujaca postac:

e Przypusémy, ze juz mamy xg, 1, - - -, T, Oraz z, wyliczone jako rozwig-
zanie tatwego uktadu preconditionera

Mz, =1, r,=d— Az,.
o Wyliczamy &, -1 1 & przy pomocy wzoréw (2.37) i (2.38), oraz

1
( ) i Onn—1 + Qnn

[zn + &n,n—lxn—l + &n,nxn]a
gdyz z,41 = C y,4 1, jak latwo zauwazyé

$p=C"r,=C"'Mz,=C"1CCz, = Cz,.

Na koniec wyliczamy 7,11 = d — Axp,11, Oraz 2,41, rozwigzujac ukiad
preconditionera Mz,11 = Tpiq.

Aby proces mogt wystartowaé potrzebne sa dwa punkty zo i x;. Punkt xg
wybieramy dowolnie oraz ktadziemy

<0
T =T+ q_7
0
gdzie
r'A
do = T .
ZO TO

Zadanie 2.18
e wyjasnij dla czego wtasnie tak nalezy wybrac¢ x1,
e zbuduj wzory dla algorytmu CGMR z preconditingiem.

Tak wiec algorytm CGME z preconditingiem rézni sie tylko tym od
oryginalnego algorytmu CGME, Ze na kazdym kroku wyliczamy dodatkowo
wektor z rozwiazujac ltatwy uktad preconditionera Mz = rp. W algorytmie
nie wystepuje nigdzie macierz C' = v/ M.
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Inna wersja metod typu CG "

Przedstawimy tu, na przyktadzie metody CGME, inng, rownowazng z pun-
ktu widzenia arytmetyki ”doktadnej”, wersje metody CGME. Wersja ta po-
chodzi (prawdopodobnie) od G. Golub’a. Do$wiadczenia pokazuja, ze przed-
stawiona ponizej wersja algorytmu ( bedziemy ja oznaczaé¢ skrétem CGGG),
radzi sobie lepiej w praktyce obliczeniowej. Wydaje sie, ze algorytmy oparte
bezposrednio na formule 3-cztonowej, gdy wspoétczynniki musza byé¢ wyli-
czane w trakcie biegu algorytmu, napotykaja na podobne trudnos$ci nume-
ryczne jak, na przyktad, algorytm Gramma-Schmidta. Zauwazmy odrazu, ze
nie dotyczy to zadnej z wersji metody Czebyszewa (zastanéw sie dlaczego).

Wersja CGGG nie jest oparta na algorytmie ortogonalizacyjnym, lecz na
znajdowaniu minimum funkcjonatu, i to stopniowo, poprzez rozwigzywanie
kolejno jednowymiarowych zadan na minimum. Czesto si¢ zdarza, ze podobne
algorytmy, ktore stopniowo modyfikuja dane wejsciowe, sa bardziej odporne
na destrukcyjne dziatanie btedéw zaokraglenia. Istnieje podobny algorytm
iteracyjny przeznaczony dla zadan o macierzach dowolnych, odwracalnych
(patrz algorytm Y.Saada GMRES).

Przedstawiona poprzednio teoria metod CG nie staje sie w ten sposob
bezuzyteczna, gdyz dostarcza nam wiele istotnych informacji: na przyktad o
szybkosci zbieznosci takich metod.

Bedziemy zajmowagé sig, jak poprzednio, uktadem réwnan liniowych alge-
braicznych wymiaru n X n

(2.40) Az =d,

gdzie macierz A jest rzeczywista, symetryczna i dodatnio okreslona. Dla na-
szego roéwnania (2.40) okreslimy funkcjonat
_aTAr 4

(2.41) fl) = ———a"d.

Niech e = x*—x, gdzie z* jest rozwiazaniem zadania (2.40), bedzie " wektorem
btedu”. Nie trudno zauwazy¢, ze

eTAe— T A le|la® — =¥

flay =SS S

OPatrz G.H.Golub & C.F.van Loan 'Matrix Computations’
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zatem funkcjonal f i norma ||e|| (ktéra jest funkcjonalem od zmiennej z!)
osiggaja zawsze ekstremum w tym samym punkcie.

Zadanie 2.19 Znajdz minimum bezwarunkowe funkcjonatu f. W jakim
punkcie jest ono osiggane?

Lemmat Zatozmy, ze

o dy,dy, -+, d,_1 jest ukladem ortogonalnym w R™ w sensie iloczynu ska-
larnego (-, )4, to znaczy di Ady = 6x||di|)4,

® 1o, X1, -, Tn_1 jest ciggiem wektorow z R™, okreslonych rekurencyjnie:

xo - dowolny,

(2.42) Thr1 = Tp +agdg, k=0,1,---,n—1,
gdzie
dT’T’k
2.43 = =d— Ay,
( ) Qf d{Adk’ Tk Tk
Wtedy:
[
Tn =" - rozwigzanie zadania,
[

vk, flzr) = gé%};f(ﬂfo + 2),

gdzie Vi, = span{do,dy,- -, dg_1}.

Dowdd. Poniewaz dy,dy,---,d,_1 jest baza ortogonalng w przestrzeni R™,
to rozwiazanie z*, réwnania (2.40), oraz o mozna rozwina¢

> dTd
=Y c;d;, gdzie ¢; = ——,
=7 7 dTAd;
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n—l . dTA.TQ
mo =Y 7;dj, gdzie v; = djTAdj'

J=0

Ze wzoréw rekurencyjnych (2.42)(2.43) wnioskujemy, ze Vk,0 < k <n
Tk — To = apdp + andy + -+ + Oék_ldk_l,

gdzie
dij . df(d — A.Tj) . de.Tj

T dTAd; dTAd, 7 dTAd;

Zauwazmy, ze ze wzgledu na A-ortogonalnosé bazy

a;

J—1

djTAa:j = djTA(ZO asds) = djTA;UO,

a wiec
(2.44) aj=c¢j—v, j=0,1,---,;n—1
Stad )
" — To = Zajd—nzo ¢ — ;) =x" — o,
J

a wiec r,, = ™.
Poniewaz macierz A jest dodatnio okreslona, aby udowodni¢, ze
f(ax) = min f(zo + 2),
wystarczy pokzaé, ze
Vh € Vi = span{do,dy, -+ ,dx—1}, f'(zx)h =0,
lub réwnowaznie, ze
Vj=0,1,--,k=1, d} (Az, —d)=0.

Mamy
dj (Axy — d) =
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k—1
= () + a; — ¢;)dj Adj,
i ze wzgledu na to, ze o; = ¢; — ;

Teraz zdefiniujemy algorytm CGGG.
e Wybieramy dowolnie z¢, oraz przyjmujemy dy = rg = d — Axy.
e Jedli juz mamy xg, x1, -+, 1 do,dy - - -, dg, to okreslamy
Tpy1 = T + apdy,
Trpe1 = Tk — apAdg,
dyv1 = Try1 + Brdy,
gdzie

T T
dpry  TETE

B diArge TEaTR
~dTAdy,  dT Ady a '

d{Adk N T%Tk

B =

Q

Zadanie 2.20 Udowodnij, ze zaproponowany wybor wspotezynnikow oy, i Oy
pociaga spetnienie warunkow

o nicch §(a) = F(xs + ady), whedy d(a) = minger 6(a),
o dl, Ady = 0.

Zadanie 2.21 Udowodnij, ze wspotczynniki oy i G mozna wyrazi¢ w sposob
wygodniejszy dla obliczen

T T
g = LTk B = Tht1Th+1
d{Adk ’ T%Tk
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Zadanie 2.22 Udowodnij (przez indukcje), ze dla algorytmu CGGG
Vi, 1<k<mn, Vi=span{dy,dy,---,dx_1} =

= span{ro,r1, -, Te—1} = span{rg, Arg, - - .’Ak—l,,,o}_

Twierdzenie 2.5 Jesli ry,_1 # 0, to dla algorytmu CGGG
1. Vi = span{dy,dy, -+ ,dr—1} = span{ro,ri, -, rp_1} =

= span{rgy, Arg, - -+, A¥ g},
2. dlaj<l<k-—1, djT'm:O,
8. dl Ady = o, 4]|di)3,  0<1,j<k-—1,
4. dla ey, =x* —xp, |lex|d = minsey, |2* — (20 + 2) 3.

Dowé6d. Dowdd punktu 1. - patrz Zadanie 2.22.
Zastosujemy indukcje jednocze$nie do punktow 2. i 3. Mamy

rdro
dOT'rl = 'r’OT('r’O — apro) = TOTTO — dOTOAdO dOTAdO =0
oraz T A
dT Ady = dT A(ry + fody) = dT A(ry — L2940y = 0.
4T Ad,

Krok indukcyjny.
Z zatozenia indukcyjnego

diry =01 d] Adj
dla 7 < [—1. Zajmiemy si¢ najpierw wyrazeniem djT'r’l. Niech j < [—1; wtedy
dle = df("’l—l — Oél_lAdl_l) = dle_l — al_ldedl_l = 0,

poniewaz djT'r’l_l = 01 d;Ad;—1 = 0 z zalozenia indukcyjnego. Teraz niech
j =1—1. Mamy

T
di_qTi-1

= o s = o ) = o s = L

dl [ Ady_, = 0.
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Podobnie,
dedl = de(T’l — ﬁl_ldl_l) = deT’l — ﬁl—ldedl—l-

Zatozmy najpierw, ze j < [—2. Wtedy z zatozenia indukcyjnego djTAdl_l =0.
Natomiast

Ad; € span{Ady, Ady,---, Ad;_2} C span{rg, Arg,- - -, Al_lfro} =V,

i wtedy d] Ar; = 0, poniewaz

-1
Ady =Y ey,
s=0

i udowodnilismy juz, ze d'r; = 0 dla s = 0,1,---,1 — 1. Pozostaje do roz-
patrzenia przypadek, gdy j = [ — 1; ale wtedy df | Ad;, = 0, z definicji ciagu
do, dy - - -. Wreszcie, warunek 4.

el = min la* = (o + )13

wynika stad, ze funkcjonat f osigga minimum na V; w tym samym punkcie
xk. Wynika to bezposrednio z Lemmatu, gdyz uktad dy, dy, - - -, dx_1, ktory
konstruujemy jest A-ortogonalny. O

Whiosek 3. Algorytmy CGGG i CGME sq réwnowazne, gdyz oba w wy-
niku wykonania k - krokow dajg wektor realizujgcy warunek

lex]| A% = min 2 = (zo0 + 2)[[%.
z€span{ro,r1,,Tk}

Aby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze algorytm CGME spet-
nia na kroku k zaleznosé

T T Th_
xk:$0+—0+—1+"'+£€‘/]§,
QO q qrk—1

gdzie r, = d — Az, iq;, j=0,1,---,k — 1 sa pierwiastkami wielomianu
rezidualnego Ry(x) dla tego algorytmu. O
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Zadanie 2.23 Dobierajac odpowiednio macierz wagowa B, skonstruuj od-
powiednik metody CGMR podobny do CGGG.

Zadanie 2.24 Wzorujac sie na sposobie preconditingu opisanym dla metod
CGME i CGMR skonstruuj podobny preconditing dla CGGG.
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Rozdziatl 3
ROZWIAZYWANIE UKEADOW
ROWNAN LINIOWYCH
ALGEBRAICZNYCH

Metody iteracyjne ”tradycyjne”

Bedziemy zajmowac si¢ uktadami réwnan algebraicznych liniowych
(3.1) Az =d,

gdzie A jest macierza kwadratowg wymiaru m X m nieosobliwg. Rozwig-
zywanie ukladéw réwnan liniowych algebraicznych jest jednym z najwaz-
niejszych zadan z ktérymi zajmuja sie metody numeryczne. Takie bowiem
zadania wystepuja jako czesci sktadowe bardzo wielu innych zagadnien nume-
rycznych liniowych i nieliniowych. We wspolczesnej numeryce mamy czesto
do czynienia z uktadami o ogromnych rozmiarach, rzedu setek tysiecy réow-
nan. Takie zadanie jest praktycznie niskonczenie wymiarowe. Bardzo wielkie
uktady dos¢ czesto odznaczaja sie regularng budowa; sa to czesto uktady o
macierzach pasmowych to jest majacych niezerowe elementy zgrupowane je-
dynie na pewnej liczbie diagonal potozonych wokét gtéwnej diagonali. Taka
szczegbdlng budowe, ze zrozumiatych wzgledow technicznych, staramy sie zwy-
kle zachowa¢ podczas procesu obliczen. Dlatego do uktadow tego typu chetnie
stosuje si¢ rozmaite metody iteracyjne, ktoérych cecha jest to, ze podczas dzia-
tania nie zmieniaja macierzy uktadu. W poprzednim rozdziale poznalismy
juz takie metody: byta to metoda Czebyszewa oraz dwie wersje metody
gradientow sprzezonych. Jedli stosujemy metody iteracyjne, jest wazne,
aby dla osiggniecia wystarczajacej dla naszych celow doktadnosci, wystar-
czyto wykona¢ znacznie mniej iteracji niz wynosi wymiar zadania.
Stad dbatosé o szybko$é¢ zbieznosci metod iteracyjnych. Ten aspekt sprawy
na ogét eliminuje z konkurencji zwykte metody bezposrednie typu eliminacji
GauB’a. Metody bezposrednie stosujemy na ogot do zadan o nie wielkich
rozmiarach. W tym wyktadzie bedziemy zajmowac si¢ jedynie metodami ite-
racyjnymi.
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Przypomnienie.
Normy. W przestrzeni liniowej macierzy kwadratowych mozna zdefiniowaé
rozne normy. Takie normy mozna podzieli¢ na dwie klasy:

1.

Normy operatorowe - indukowane przez odpowiednie normy w prze-
strzeni wektorowej R™ (lub C™). Traktujemy wtedy macierz jako ope-
ratordziatajacy na tej przestrzeni wektorowej o wartosciach w tej samej
przestrzeni. Zgodnie z ogélna definicja normy operatora

|All = sup [[Ax]].
llz[=1
Po prawej stronie tego wzoru wystepuje norma ||- || w przestrzeni wekto-

rowej. Zatem postac¢ normy macierzy bedzie zaleze¢ od tego jakg norme
przyjmiemy w przestrzeni wektorowe;j.

Macierz kwadratowa wymiaru m X m mozna takze traktowac jako wek-
tor wymiaru m?. Mozna wiec uzywaé réwniez normy wektora z tej
przestrzeni jako normy macierzy. Przyktadem takiej normy jest norma

Frobieniusa .

1Al = (3 ai;)2.

ij=1
Oczywiscie normy tego typu maja calkiem inne wtasnosci niz normy
operatorowe.

Najczesciej uzywane normy operatorowe macierzy to:

1.

1<i<m

m
1Alloo = max 3 Jai;|.
j=1

Odpowiada ona normie wektorowej ||z||co = maxi<j<m |Tl.

m
JA[l1 = max > |a;,l-
=1

1<j<m

Odpowiada ona normie wektorowej ||z[|; = Y7L, |z;].
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4] = max 5

Odpowiada ona euklidesowej normie wektorowej
uu 1
lzll = (3 1% 2.
j=1

Liczby s;, s; >0, j =1,2,---,m  sa wartosciami szczegdlnyms
macierzy A, to jest wartosciami wlasnymi macierzy AT A.

Zadanie 3.1 Udowodnij, ze wzory podane powyzej okreslaja normy opera-
torowe macierzy indukowane przez podane normy wektorowe. Ktore z tych
norm sg tatwe do obliczenia?

Uwarunkowanie. Jesli dane uktadu réwnan Ax = d zaburzymy przy po-
mocy niewielkich zaburzen macierzy A, AA i wektora d, Ad, to rozwigzanie
zaburzy sie i bedzie postaci x + Ax. Wzgledne zaburzenie rozwigzania ||”A$ T'”
liczone w ustalonej normie wektorowej mozna oszacowa¢ w zaleznosci od
wspélezynnika vwarunkowania macierzy A, cond(A) = ||Al|||[A7Y]] liczonego

w odpowiedniej normie macierzy. Zachodzi oszacowanie

lldll |A

=] — 1- cond(A)%

(3.2) | Ax|| - cond(A) (184l M>.

Zadanie 3.2 Udowodnij, ze zachodzi nieréwnosé (3.2).

Wzér (3.2) pokazuje, jak wazng role odgrywa wspotezynnik uwarunkowania
macierzy przy numerycznym rozwiazywaniu uktadu (3.1).

Metody bezposrednie. Wspomnimy tu tylko najwazniejsze algorytmy.

Eliminacja Gauf3’a.
Algorytm sktada sie z dwoch krokéw
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e Sprowadzenie uktadu do postaci tréjkatnej

r xr r T x r xr r T x

r xr T T x r xr T 3

r r r T x r=d = |- - x x xz|lx=d

r xr T T x T x

r xr r T x T
Odmiany:

— bez wyboru gtéwnego elementu,
— 7 czesciowym wyborem gléwnego elementu,

— z pelnym wyborem gltownego elementu.

e Rozwiazanie uktadu o macierzy trojkatne;j.

Metoda Householdera. Jest to rozktad typu A = QR, gdzie () - macierz
ortogonalna, R - macierz tréjkatna gorna. Macierz @) jest iloczynem m — 1
macierzy Householdera zbdowanyh przy pomocy macierzy postaci H = [ —
2uu’’, gdzie uTu = 1; sg to macierze ortogonalne i symetryczne

Q = Hm—le—2 e Hl-

Macierz Householdera H; eliminuje j-ta kolume macierzy A to znaczy do-
prowadza ja do takiej postaci, ze ponizej elementu o nomerze j wystepuja
tylko zera.

Zadanie 3.3 Przypomnij jak wyglada algorytm Householdera, jak wyznacza
si¢ macierze H;, jakie sa cechy tej metody.

Metoda Cholesky’ego - Banachiewicza. Polega na rozktadzie macierzy
symetrycznej i dodatnio okreglonej A nailoczyn A = LLT gdzie L jest macie-
rzg tréjkatna dolng. Nastepnie rozwigzujemy dwa uktady trojkatne. Wersja
tej metody w zastosowaniu do uktadu o macierzy trojdiagonalnej nosi popu-
larng nazwe metody progonki.

Zadanie 3.4 Przypomnij dowéd istnienia rozkladu A = LLT dla dowol-

nej macierzy symetrycznej i dodatnio okreslonej A, oraz algorytm rozktadu
Cholesky’ego - Banachiewicza.
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Klasyczne metody iteracyjne

Ogélny dwupoziomowy schemat iteracyjny.
Nasz uktad Ax = d przeksztalcamy w dowolny sposéb do postaci

(3.3) x=Cz+0b,

tak, aby uktady byly réwnowazne.

Przyktady typowych przeksztalcen do postaci (3.3).

1. x = x+ kr, gdzie k jest skalarem k # 0, za$ r jest reziduumr = d— Ax.
Mamy wtedy

(3.4) = (I —rA)x+ Kd.

2. Ogolniej, x = x + Br, gdzie B jest macierza odwracalng. Otrzymamy

(3.5) v = (I — BA)z + Bd.

3. Zawsze mozemy napisa¢ A = L + D + U, gdzie

e [ - trojkatna dolna bez diagonali (Left),
e D - diadonala,
e U - trojkatna gorna bezdiagonali (Upper).

Jesli D! istnieje, to mamy nastepujace czesto uzywane formy typu
(3.3):

e Postac Jordana

(3.6) x=-DYL+U)z+ D',
o Gauf- Seidel

(3.7) r=—(D+L)'U+(D+L)'d
e Podrelaksacja - Nadrelaksacja. Niech w # 0,

(3.8) Dz = (1 —w)Dx —w[(L+ U)x —d].
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Majac réwnanie postaci (3.3)
xr=Czxr+b,

mozemy, startujac od dowolnego wektora xy € R™, wygenerowaé ciag
Lo, T1, L2y,

przy pomocy procesu iteracyjnego

(3.9) Tpt1 = Cay +b.

Zauwazmy, ze proces (3.9) w trakcie dzialania nie zmienia macierzy
uktadu. Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze jesli proces (3.9) zbiega, to zbiega do

rozwiazania x rownania Ax = d.

Kazdej z wymienionych wyzej form uktadu réwnan odpowiada pewna

metoda iteracyjna.

1. Metoda Iteracyjna Richardsona

Tptl = T + KT,

gdzie r, jest reziduum na n-tym kroku: r, = d — Ax,. Prces ten w ogdl-
niejszej postaci poznaliémy juz przy omawianiu metody Czebyszewa
i metod gradientéw sprzezonych. Teraz wspétczynnik relaksacji K jest
staty.

. Metoda Jacobiego
Dxypiy = —(L+U)x, +d,

wymaga rozwigzania na kazdym kroku iteracji uktadu réwnan z macie-
rza diagonalna D.

. Metoda Gaufl’a -Seidel’a

wymaga rozwigzania na kazdym kroku iteracji uktadu réwnan z macie-
rza tréjkatng dolna D + L.
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4. Metoda nad (pod) - relaksacji
(D+wl)zpy = [D(1 —w) —wU]x, + wd

jest uogdlnieniem metody GauB’a - Seidel’a, (metode Gaufi’a - Seidel’a
otrzymujemy dla w = 1).

Warunki zbieznos$ci procesu iteracyjnego (3.9)
Niech x € R™ bedzie rozwiazaniem réwnania (3.3). Odejmujac stronami
rownania

r=Cx+b

Tpni1 =Cx, +0

otrzymamy
ent1 = Cep,

gdzie oznaczyliSmy e = x — xy - blgd na k-tym kroku iteracji. Otrzymujemy
stad

(3.10) er = C*eg.

Stad ||en|| = ||C™eoll < ||C]|¥|leo]], dla dowolnej normy || - ||. Widzimy wiec,
ze |len]| — 0, gdy n — oo, jedli |C]| < 1.

Zatem, warunkiem dostatecznym zbieznosci ciggu (3.9) jest ||C]| <
1. Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci procesu iteracyjnego (3.9)
podaje nastepujace

Twierdzenie 3.1. Cigg {zk}r=12,.. okreslony procesem iteracyjnym x,11 =
Cx, + b jest zbiezny do rozwigzania x uktadu Ax = d wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie wartosci wtasne macierzy C' majg moduly < 1.

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy w przypadku, gdy C = CT. Mamy wtedy,
po zastosowaniu Twierdzenia Jordana o rozktadzie spektralnym

C'=QAQ" gdzie Q"Q=QQ" =1,
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za$ A jest macierzg diagonalng, na jej diagonali leza wartoséci wtasne A.
A1
A= N
Am
Stad CF = QA*QT i jasne jest, ze C* — 0, gdy k — oo, wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego j = 1,2,---,m, |\;| < 1. O.

Zadanie 3.5 Postugujac sie rozktadem spektralnym Jordana na klatki jorda-
nowskie dowolnej macierzy kwadratowej C', przeprowadz dowdd twierdzenia
3.1 bez zalozenia o tym, ze CT = C.

Powyzsze twierdzenia pozwalaja znalez¢ warunki zbieznosci dla niekto-
rych z opisanych procesow.

Zadanie 3.6 Udowodnij, ze warunkiem dostatecznym zbieznosci Metody
Jacobiego dla uktadu Az = d jest istnienie takiej liczby p, 0 < p < 1 ze dla
kazdego i =1,2,---,m

m
> ais] < plaigl,
=1

gdzie A = (ai;)ij=1,2,m
Uwaga Nie potrzebne tu jest zalozenie o symetrii macierzy A.

Przeprowadzimy dyskusje zbiezno$ci procesu iteracyjnego Richard-
sona. Zalozymy teraz, ze macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona.
Zatem dla kazdej wartosci wlasnej A\; macierzy A zachodzi warunek

0 < An <A < A,

gdzie \,, - minimalna, zas A\y; - maksymalna warto$¢ wtasna macierzy A.
Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznosci procesu Richardsona

T+l = Tn + KTy

jest, aby widmo macierzy C' = [ — kA byto zawarte w przedziale otwartym
(—1,1). Kazda wart6s¢é wlasna Ao macierzy C jest zwiazana zaleznoscia

)\Czl—FL)\A,
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z pewng wartoscig wlasng A4 macierzy A. Stad mamy warunek konieczny i
dostateczny zbieznosci

0< kA <2,
lub
< 2 2
K< — = ——,
A [JA]
gdzie || - || jest norma euklidesowa macierzy. Iteracja jest najszybciej zbiezna

gdy maksymalna co do modutu wartos¢ wtasna macierzy C osigga wartos$é
minimalng. Nie trudno stwierdzi¢, rozwazajac trojkaty utworzone przez pro-
sta o réwnaniu y = 1 — kx, 08 x oraz odcinki rownolegte do osi y wyprowa-
dzone z punktow x = A\, i A\yy w kierunku tej prostej, ze warunek ten jest
spetniony, gdy wspotczynnik relaksacji £ przyjmuje wartoscé

2

Kopt = ——————.
PE N+ A

Odpowiada to sytuacji, w ktorej wspomniana prosta przecina o$§ x w $rodku
odcinka [Ap,, Aar]. Modul maksymalnej wartosci wlasnej macierzy C' dla k =
Kopt (jest to norma euklidesowa tej macierzy) jest réwny wspotczynnikowi
zbieznosci metody Richardsona w przypadku optymalnym. Latwo obliczamy
ten wspoélczynnik:

L —1 _cond(A) -1

i—fri +1  cond(A)+1

Warto poréwnaé¢ ten wspoteczynnik ze wspodtczynnikiem zbieznosci Metod
Gradientéw Sprzezonych, ktére mozna uwazaé¢ réwniez za metody Richard-
sona, jednak ze zmiennym wspotczynnikiem relaksacji. Dla Metod Gradien-
tow Sprzezonych wyprowadzilismy:

\Jcond(A) — 1

cond(A) +1

Poniewaz cond(A) > 1 to wspélczynnik zbieznosci dla metod Gradientéw
sprzezonych jest mniejszy, a wiec Metody Gradientow Sprzezonych zbiegaja
szybciej niz rozwazana tu metoda.
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Procesy iteracyjne dwupoziomowe w postaci
kanonicznej

Dla uktadu Ax = d bedziemy rozwaza¢ procesy iteracyjne dwupoziomowe w
postaci kanonicznej

(3.11) B@%—Axn —d,
gdzie 7 > 0 jest stala, zas B jest pewna macierzg nieosobliwg. Zauwazmy
odrazu, ze jesli proces iteracyjny (3.11) jest zbiezny do pewnego wektora z,
to granica x ciagu g, 1, - - - wygenerowanego przez proces (3.11) jest rozwia-
zaniem uktadu réwnan Az = d. Procesowi iteracyjnemu (3.11) mozna nadaé
postaé (3.9)

Tpi1 = Ty — 7B Hd — Azy,).

Macierzy B we wzorze (3.11) mozna nadaé¢ nastepujaca interpretacje. Wzory
te mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci
Tn4+1 —

L B Az, = B~d.
-

a powyzszy proces iteracyjny rozwiazuje uktad réwnan postaci
B 'Ax = Bl

rownowazny uktadowi oryginalnemu Ax = d. Ten nowy ukltad, moze mie¢
lepsze wlasnosci numeryczne, jesli odpowiednio dobierzemy macierz B. Przez
wlasciwy dobér B mozemy, na przyktad, obnizycé wspotczynnik vwarunkowa-
nia macierzy uktadu:

cond(B™'A) < cond(A).

Operacja przejscia od uktadu Az = d do réwnowaznego uktadu B~'Azx =
B7ld o mniejszym wspoétczynniku uwarunkowania, to znany juz nam z po-
przedniego rozdzialu preconditing. Zatem, mozemy uwazaé, ze proces (3.11)
zawiera w sobie operacje preconditingu. Aby uzyska¢ pozadany efekt powinno
sie jako B dobiera¢ macierz bliskg A, ale taka, zeby uktad Bz = g byt {a-
twy do rozwigzania, postugiwanie sie procesem (3.11) wymaga bowiem na
kazdym kroku rozwiazania uktadu réwnan z macierza B.
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Wygodnie nam bedzie teraz operowaé relacjg nierowno$ci miedzy macie-
rzami. Niech A i B beda macierzami kwadratowymi wymiaru m x m. Relacje
te rozumiemy w nastepujacy sposob

A>(>)B
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego niezerowego wektora r € R™
(A= B)z,z) > (>)0.

Jesli A = AT > 0, to z tg macierzg mozemy zwigzaé¢ nowy iloczyn skalarny
i nowg norme w R™ (z,y)a = (Ax,y) i ||z]|a = /(Az, x). Normami tego
rodzaju postugiwalisémy sie juz poprzednio.

Komentarz. Jak dobrze wiadomo, wszystkie rodzaje norm sa rownowazne
w przestrzeni R™; oznacza to, ze dla dwoch dowolnych norm || - || i || - ||2 w
R™ istniejg state dodatnie « i (3, takie, ze dla x € R™

allzlly < [lzlls < Al

Potrzeba rozrézniania norm nie jest tak wyrazna jesli interesujemy si¢ tylko
jedng przestrzenig. Potrzeba ta jednak staje si¢ znacznie bardziej ewidentna,
gdy mamy do czynienia nie z jednym zadaniem w ustalonej przestrzeni, ale
z ciggiem zadan w ciggu przestrzeni skonczonego wymiaru. Z taka sytuacja
spotykamy si¢ dos¢ czesto, na przyktad rozwazajac uktady réwnan liniowych
otrzymane z aproksymacji rownan rozniczkowych. State o i 3, okreslajace
réwnowazno$¢ norm || - [[1 1 || - ||2 moga zalezyé od n.

Potrzebna bedzie nieréwnosé, ktoérej prosty dowdd proponujemy jako

Zadanie 3.7 Niech B > 0 (nie zakladamy symetrii macierzy B) i niech

xr € R™, x # 0. Udowodnij postugujac sie rozktadem spektralnym macierzy

symetrycznej, ze

B+ BT
2

za$ wyrazenie (Bx,x) mozna oszacowaé z dotu i z géry w nastepujacy sposéb

(Bz,z) = ( x,x)

0 < Aminlle]® < (B, 2) < Al
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gdzie 0 < Mnin < A\maz to najmniejsza i najwieksza wartosé wtasna macierzy
B+ BT
5

Twierdzenie 3.2 Rozwazamy uktad rownan
Ax =d,
oraz proces iteracyny dla tego ukladu

Tyl — T
pott Ar,=d >0, xzy - dowolne.
T

Jesli A = AT > 0, oraz jesli B—ZA > 0, to proces iteracyjny jest zbiezny do
rozwigzania x rozwazanego ukladu réwnan w normie || - [|a. Inaczej mowigc
|zn — x||a — 0 gdy n — oo.

Dowdd. Jesli x jest rozwigzaniem, to

Tr—x

B + Az =d,

-
i oznaczajac e, = x — x, (blad na n-tym kroku iteracji) otrzymamy
(3.12) BEELT L de, = 0.

T

Jest to rownanie bledu. Zauwazmy, ze

_ Cpyl T En  TEpp1 — €

=Ty 2 1

Wstawiajac to wyrazenie do (3.12), dostaniemy

(B— ZA>€n+1 — €n +A€n+1+€n

= 0.
2 T 2

To ostatnie réwnanie pomnozymy skalarnie przez 2(e,+1 — €,); otrzymamy

T €n+l1 — €p €Ept1 — €
2r((B - 54) 7 )+ llensalls = llealls =0,
T T
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skad ze wzgledu na warunek

T e — €, € — €
—A) n+1 n’ n+1 n>20
2 T T

(B -

mamy
0 < [lensal% < llenll%-

Wynika stad, ze ciag liczbowy {||e,||4} jest zbiezny, jako ciag malejacy i
ograniczony z dotu przez 0. Pozostaje wiec pokazaé, ze zbiega on do zera. Ze
zbieznosci tego ciagu wynika, ze ||e,—1]|*—||ex||* zbiega do zera, a zatem ((B—
FA)Ttl=tn fntl=tn) takze zbiega do zera. Korzystajac teraz z nieréwnosci
udowodnionej w Zadaniu 3.7 wnosimy, ze istnieje stala dodatnia A > 0, dla
ktorej

T €n+1 — €p €Ept1 — €n
Alenst — en|]> < (B — =A) == 0
lenss = eall? < (B — Sa)Set=te Con 8y g

gdy n — oo, awiec |len1 — e,|| — 0. Z réwnania (3.12)

Ae. — _g&ntl —Cn
" T
Poniewaz A = AT > 0 to istnieje macierz "pierwiastek z A”, takze syme-
. . P 1 .. . . _1 . .
tryczna i dodatnio okreslona Az. Istnieje wiec takze A~2. Mnozac ostatnig
rownos¢ przez te macierz dostaniemy

Ate, = —A3pEHl O
n T .
Stad ) )
(A_ien,A_ien) = (Aenven) = HenHi =
_ 2
AP < Attt g gy s o
T
.

Twierdzenie to mozna wykorzystac¢ przy dowodzie zbieznosci procesu ite-
racyjnego GauBl’a - Seidela. Zatézmy znéw, ze A = AT > 0. Mamy

(L+ D)xpi = —Uzxy, +d.
Zapiszemy ten proces w postaci kanonicznej (dodajemy stronami —(D+L)x,,)

(L + D)(xps1 — xn) + Az, = d.
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Zatem B=L+ D it =1, wiec

L D ¥ L D LT
B-lA=L+D-2-2— S
2 2 2 2 2 2 2
Trzeba sprawdzi¢, czy B — $A > 0.
L-LT D 1 T

Ale (Lz,z) = (L"z,z), zatem B — ZA = 1(Dz,z) > 0, poniewaz macierz
dodatnio okreslona ma diagonale dodatnia (dlaczego?).
Zatem proces Gauf3’a - Seidela jest zbiezny zawsze, gdy macierz
ukladu A jest symetryczna i dodatnio okreslona.

Zadanie 3.8 Zbadaj zbieznos¢ procesu iteracyjnego nad - pod relaksacji dla
uktadu Az = d z macierza A symetryczna i dodatnio okreslona:

(D+wl)zpy =[(1 —w)D — Uwlx, +wd, 7 - dowolne,

gdzie wspolczynnik w > 0.

Udowodnij, ze proces jest zbiezny, gdy 0 < w < 2. Dla 0 < w < 1 proces
nazywa sie podrelaksacjg zas dla 1 < w < 2 nadrelaksacjg. Dla w =1 to po-
prostu proces Gaufi’a - Seidela. Wiadomo, ze przy dodatkowych zatozeniach
o macierzy uktadu istnieje optymalna wartos¢ parametru w, przy ktorej pro-
ces zbiega znacznie szybciej niz przy innych jego wartosciach. Metoda z taka
wartoScia parametru jest nadrelaksacja i nosi nazwe (SOR).
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Rozdzial 4
KWADRATURY NUMERYCZNE

Bedziemy zajmowac si¢ teraz aproksymacja catek. Zauwazmy odrazu, ze
jedynie bardzo nieliczne funkcje potrafimy scatkowaé poprzez wykorzystanie
wzorow. Dlatego bardzo waznym zadaniem obliczeniowym jest numeryczne,
przyblizone obliczanie catek.

Niech p : [a,b] — R™T bedzie funkcja catkowalna, - funkcjg wagq. Be-
dziemy zajmowac sie aproksymacja funkcjonatu

(1.1 1) = [ pla)fa)ir.

gdzie funkcja - waga p jest ustalona, zas argumentem funkcjonatu jest funkcja
ciaglta f : [a,0] — R. I jest funkcjonatem ograniczonym, a wiec ciaglym,
okreslonym na przestrzeni Banacha C'([a, b]) wyposazonej znang nam dobrze
norme || - oo, fa.b)-

Zadanie 4.1 Oblicz norme funkcjanatu 1.

Funkcjonat (4.1) bedziemy starali sie aproksymowaé innym funkcjonatem nad
przestrzenig C([a, b)) - kwadraturg numeryczng. Tutaj bedziemy rozpatrywaé
jedynie kwadratury postaci

(4.2) sziﬁmﬂ

Liczby a < g < 21 < -+, < 2, < b nosza nazwe wezlow kwadratury (4.2),
zas A; 7 =0,1,2,---,m to wspdlczynniki tej kwadratury.

Definicja. Kwadratura numeryczna (4.2) jest rzedu p, jesli dla kazdego wie-
lomianu P stopnia < p zachodzi Q(P) = I(P), za$ istnieje wielomian Py
stopnia p, taki ze Q(Po) # I(Py).

Obliczmy norme funkcjonatu Q. Z definicji

Q= sup |Q(f)].

Hf”oo,[a,b]zl
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Oszacujemy z gory, dla f speliajacego warunek || f||oo a5 = 1:
QU< D 1A f ()] < D144
=0 =0
Stad, ze wzgledu na to, ze wyrazenie 37", [A;| nie zalezy od f,

QI < > 14,1
j=0

Wystarczy teraz pokazac, ze wartos¢ 37 | A;| jest osiagana dla pewnej funk-
c¢ji o normie réwnej 1. Nie trudno taka funkcje ciagla znalez¢:

f(a:)—{ sgn(A4;) dla z=1z; 7=0,1,---,m
O Uliniowa ciagla  dla innych wartoéci x € [a, b

Ostatecznie mamy

QI =" 141
7=0

Przypuéémy, ze dany jest cigg ukladéw weziow w przedziale [a, b],
a<zy <zl <zy <--o-<an<b,

oraz zwiazany z nim cigg kwadratur numerycznych {Q™}n—12...

(4.3) Qm(f) = 3 AT ().

J=0

Zajmiemy si¢ najpierw sprawg zbieznosci ciggu kwadratur numerycznych
(4.3) do funkcjonatu I. Doktadniej, odpowiemy na pytanie

Przy jakich zatozZeniach

Q™(f) = I(f) gdy m — oo

dla dowolnej funkcji cigglej f : [a,b] — R.
Bedzie nam potrzebne nastepujace
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Twierdzenie 4.1 (Helly) Niech bedg dane
e Funkcjonal liniowy i ograniczony F : C([a,b]) — R,

e Cligg funkcjonatow liniowych {F,}n=o1,.. Fn:C([a,b]) — R dla kto-
rych istnieje stata K > 0, taka Ze dla kazdego n, ||F,| < K (cigg
wspdlnie ograniczonych funkcjonatéw),

o Zbior G, gesty*' w przestrzeni C([a,b]).

Jesli dla kazdego g € G, zachodzi |F,(g) — F(g)] — 0 gdy n — oo, to dla
kazdego f € C([a,b])

Dowdéd. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozyé, ze || F'|| < K. Niech
g € G bedzie dowolnym elementem zbioru gestego G. Mamy dla dowolnego
f € C(la, b))

< [E(f) = Ea(D] = [F(f) = F(g) + F(g) = Fulg) + Fu(g) — Fu(f)] <

< [F(f) = F(g)l + |F(9) — Fu(g)| + [Fulg) — Ful(f)].
Z przyjetych zatozen

[E(f) = F(9)| < KIS = glloo ),

[Fn(g) = Eu(H)] < KIIf = 9lloc o)

Przyjmijmy, ze wzgledu na gestos¢ zbioru G, ze element g zostal tak dobrany
do f, ze || f = gllso,ja) < 5%, gdzie € jest dowolng liczba dodatnia. Ze wzgledu
na zalozenie o zbieznoéci na zbiorze G, mozemy znalezé¢ takie ng, ze dla
n > ng [|[Fa(g) = F(9)|lscas) < 5. Ostatecznie widzimy, ze dla dowolnego
f € C([a,b]) i dla dowolnego e dodatniego istnieje takie ng, ze dla kazdego
n > ny

IE(f) = Fa(f)llcoat) < €0

117bhiér gesty w przestrzeni metrycznej X, to taki zbiér, ktérego domkniecie jest réwne
X.
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Mozemy interpretowaé teraz jako F nasz funkcjonat I(f) = [° p(x)f(x)dz,
jako F, - kwadratury numeryczne Q,(f) = >j_, A7 f(z]), jako zbioér gesty
G - zbiér wszystkich wielomianéw jednej zmiennej.'?

Mozemy teraz sformutowaé

Twierdzenie 4.2 Niech dla catki (4.1) I(f) = [ p(z)f(z)dz bedzie dany
cigg kwadratur numerycznych (4.3) Qu(f) = Xj_o A} f(x;) prayczym zakla-
damy, ze

1. A} >0 57=0,1,2,---,n n=1,2,--,
2. kwadratura numeryczna Qn,, n=20,1,2--- jest rzedu conajmniej 1,
3. Qn(w) — I(w), n — oo dla dowolnego wielomianu w.

Wtedy dla kazdego f € C([a,b]) Qun(f) — I(f) gdy n — oo. (Moéowimy
krotko, Ze kwadratura (), jest zbiezna dla kaidej funkcji z C([a,b]).

Whiosek. Zalozenie 1. oraz 2. Twierdzenia 4.2 jest spetnione, jesl kwadra-
tura numeryczna QQ, jest rzedu conagmniej n.

Wobec tego, jesli kwadratura numeryczna QQ, jest rzedu przynajmniej n,
oraz ma wspotczynniki dodatnie, to jest zbieina dla kazdej funkcji cigglej z
przestrzeni C([a,b]).

Dow6d Wniosku. Niech kwadratura numeryczna @,, bedzie rzedu n. Jest
oczywiste, ze spelnione jest zatozenie 1. Twierdzenia 4.2. Ponadto, z defini-
cji rzedu kwadratury, Q,(w,—1) = I(w,—1) dla dowolnego wielomianu w,,_,
stopnia co najwyzej n — 1. Stad wynika, ze Q,(w) — I(w) dla n — oo,
gdyz dla n wiekszych od stopnia wielomianu w, @, (w) = I(w). O

Dowé6d Twierdzenia 4.2. Jesli kwadratura numeryczna @), jest przynaj-
mniej rzedu 1, to przyjmjac f(z) =1

Qn(1) =I(1) dla kazdego n.

127g0dnie z Twierdzeniem Weierstrassa zbiér wszystkich wielomianéw jest gesty w
przestrzeni C([a, b]) ze wzgledu na norme || - ||oo,[a,5]-
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To znaczy, ze dla kazdego n
L b
1Qull = " 1A% = Qu(1) = I(1) = / p(z)dz = K,
j=0 a

gdyz wspotezynniki A7 sa dodatnie. Wobec przyjetego zatozenia o zbieznosci
kwadratur dla wszystkich wielomianéw, widzimy, ze speinione sa wszystkie
zalozenia Twierdzenia Helly. Stad zbieznosé¢ kwadratur

@n(f) = 1(f) gdy n— o0

dla kazdego f € C([a,b]). O

Przyktadem kwadratur numerycznych rozwazanego typu sa kwadratury in-
terpolacyjne, to znaczy powstajace w ten sposob, ze zamiast catkowaé funk-
cje f, calkujemy jej wielomian interpolacyjny. Najprostsze sa kwadratury
Newtona- Cotes’a.

Na przedziale [a, b] zalozymy siatke jednakowo odlegltych weztow:
(4.4) a=z) <z} <x2- <=0
gdzie z; = a + jh, h = b_T“ Niech P, bedzie wielomianem interpolacyjnym
Lagrange’a funkcji f € C([a,b]), opartym na weztach (4.4). Wyrazmy wielo-
mian P, przy pomocy bazy Lagrange’a

Pu(x) = Y- 1) f (),

Jj=0

(@ —ag)(z —af)--- (x —af ) (@ —af,y) - (2 - a7)

(@ =) (@) —at) - (@) — i) (@) — ) (2 — )

Wykorzystajmy jeszcze fakt, ze wezly sa rownoodlegle i wprowadzmy nowsg
zmienna niezalezna s okreslong przez zwiazek

Tr—a

s(x) = :
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Zatem s(7) = % =j,dlaj=0,1,---,n, oraz d—i h = b_T“ Stad

Qi) = [ syt =3 [ oo 1) = 3 4t

Wprowadzona nowa zmienna pozwoli nam wyrazi¢ wspolczynniki kwadra-
tury A} w sposob niezalezny od przedziatu i weztow, uzalezniajac je tylko
od liczby wezléw. Zapiszemy wzory dla tych wspotezynnikow w przypadku
najczesciej wystepujacym w zastosowaniach, to jest dla p(x) = 1.

Aj :/a lj(z)dx = /0 l;(s)ds.

n

Latwo policzy¢ ze

s(s=1)(s=2)---(s—j+1)(s—j—1)---(s—n)
JU=1D0G=2)--2-1-(=1)(=2) - (j — n)

Wspotezynnik A7 wyraza si¢ przy pomocy catki z wielomianu, ktora policzy¢
mozna doktadnie. Ponadto jesli oznaczymy

B;L:/O 1(s)ds,

Li(s) =

to

Qn(f) =

to znaczy nasza kwadrature numeryczng zapisaliSmy w taki sposob ze wszel-
kie informacje o przedziale catkowania i weztach sa zawarte we wspotczynniku
b=a oraz w stabhcowanych wartosciach funkcji f - f(27%). Komplet wspotczyn-
n1kow B j=0,1,---,n zalezy zas jedynie od n - Jest zatem uniwersalny i
moze byc umieszczony w tablicach.

Warto zada¢ sobie istotne pytanie: czy wspolezynniki B}' sa dodatnie,
gdyz od tego zalezy zbiezno$¢ kwadratury Newtona - Cotesa. Oka-
zuje si¢ ze jest tak jedynie dla n < 7 oraz dla n = 9. Mozna pokazac,
ze kwadratury te sg¢ rzedu n+1 dla n nieparzystych, za$ rzedu n+2 dla n
parzystych.

Jak wiec jest z uzytecznosciag tych formut kwadraturowych? Oczywiscie
nie jest dobrym wyjsciem stosowanie formut niezbieznych. Mozna jednak zna-
lez¢ sposob uzycia formul Newtona - Cotesa w sposob taki, aby uzyskaé
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kwadratury zbiezne. Trudno$ci ze zbieznoscig kwadratur interpolacyjnych
wynikaja z podobnych trudnosci zwigzanych ze zbieznoscig globalnych wie-
lomianéw interpolacyjnych. I sposéb radzenia sobie z tym problemem jest
podobny jak w przypadku interpolacji. Stosujemy kwadratury zlozone.
Dokonajmy podziatu odenka [a, b] na przyktad na n réwnych czesci o dtu-
gosci h = b_T“, za$ na kazdej z tych czesci stosujmy kwadratur¢ Newtona -
Cotesa o wspotczynnikach dodatnich, oparta na ustalonej liczbie weztow. Je-
sli na kazdym podprzedziale stosowaliémy formute Newtona - Cotesa oparta o
k weztow, to otrzymamy kwadrature numeryczna dla przedziatu [a, b] oparta
na m = n-k weztach, i dodatnich wspoétczynnikach. Bedzie ona takiego rzedu
jak zastosowana lokalnie kwadratura Newtona - Cotesa.

Zadanie 4.2 Udowodnij zbieznosc kwadratury zlozonej otrzymanej w sposob
opisany powyzej. Zastosuj wzor na oszacowanie btedu interpolacji Lagrange’a
w przypadku, gdy funkcja interpolowana jest wielomian (wysokiego stopnia).
Wykorzystaj Twierdzenie 4.2.

Kwadratury Gauf3’a

Dla catki ,
1) = [ pla)f(a)de

bedziemy poszukiwali teraz kwadratury numerycznej z ustalong funkcja wa-
gowa p i z ustalong liczba n + 1 weztow, opartej na globalnej interpolacji
Lagrange’a, majacej maksymalny mozliwy rzad.

Niech wiec f bedzie wielomianem stopnia m > n. Poszukujemy takiej
kwadratury numerycznej

Qu(f) = zn‘aAjf(xj),

aby
Qn(f) = 1(f).

dla dowolnego wielomianu f stopnia m, dla mozliwie duzego m. Niech P,
bedzie wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a dla f o weztach

A< o< T < Ty < < xp, <D
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Wtedy
Pu(z) = Zolj(x)f(xj),

gdzie [;(x) sa funkcjami bazowymi Lagrange’a. Mamy wigc f(x;)—P,(z;) =0
dla j = 0,1,2,---,n. Oznacza to, ze wielomian stopnia < m, f — P, musi
dzieli¢ sie przez wielomian stopnia n+1
w(x) = (r —x0)(x —x1) -+ (T — Tp).
Stad wynika, ze
gdzie g jest wielomianem stopnia [ < m — n — 1. Chcielibysmy, aby
b b
[ p@)if(@) — Putellde = [ ple)olw)gle)de =0

dla mozliwie duzego m. Warunek

[ sta)(@)geyiz =0

bedzie spetiony dla kazdego wielomianu g stopnia < n, jesli tylko w jest
wielomianem ortogonalnym na przedziale [a,b] z waga p. Poniewaz

w(e)=(r—x0)(x —x1) - (x — xp)

oznacza to, ze wezlty xo, x1, - - -, z, sa pierwiastkami n+1-go wielomianu
ortogonalnego na przedziale [a,b], z waga p. Zatem, jesli dobierzemy
wezty wlasnie tak, to

/ab/)(x)f(x)daf = /ab p(z) P, (x)dx,

dlal=m-—-n—1<n+1, czyli dla m < 2n 4+ 2. Oznacza to, ze nasza
formuta kwadraturowa jest rzedu 2n + 2. W ten sposob udowodnilismy

Twierdzenie 4.3. Jesl weztami kwadratury numerycznej interpolacyjne; z
wagq p w przedziale [a, b] sq pierwiastki wielomianu stopnia n+ 1, orto-
gonalnego na tym przedziale z ta wlasnie waga, to otrzymana kwadra-
tura jest rzedu 2n+2. Tak zbudowane kwadratury noszqg nazwe kwadratur
Gaufy’a. O
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Widzimy wiec, ze kwadratury Gaufi’a maja rzad znacznie wyzszy niz inne
kwadratury interpolacyjne oparte na tej samej liczbie weztow. W zaleznosci
od przedziatu i funkcji wagi, w gre wchodza rézne wielomiany ortogonalne i
rozne, zwigzane z nimi kwadratury. Istnieja tablice wezléw i wspotczynnikéw
kwadratur GauB’a. * Rzad kwadratury odgrywa istotng role z punktu wi-
dzenia jakosci aproksymacji rozwazanej catki. Ale, kwadratury Gau’a maja
takze 1 inne pozytywne cechy.

Przyjrzyjmy sie blizej wzorom dla omawianych kwadratur numerycznych.

Q1) = [ @ Pa)ie =3 [ o) se) = 3 Al ).

gdzie
b
A; = / p(x)lj(z)dr j=0,1,---,n

ilj(x) 7=0,1,---,n sa bazowymi wielomianami interpolacji Lagrange’a dla
pierwiastkéw n + 1-go wielomianu ortogonalnego rozwazanego ciagu wielo-
mianéw ortogonalnych, ktore przyjmujemy jako wezty naszej kwadratury.

Zauwazmy odrazu, ze lx(z)?, k = 0,1,---,n jest wielomianem stopnia
2n < 2n+ 1, wiec jest catkowalny doktadnie przy pomocy naszej formuty
kwadraturowej. Zauwazmy jeszcze, ze

lk(l’l) = 51@1 = lk(xl)Q ]{Z,l — 0’ 1’ cee M.

Zatem

/a  p(@)(e)de = 3 Aylu(2)?

=0
i w powyzszej sumie wystapi tylko jeden sktadnik niezerowy - dla j = k.
Ostatecznie, poniewaz Ij,(z)?> > 01 p(x) >0

b
0< / p(x)lk(z)*dx = Ay,

a wiec wspoOtczynniki kwadratury Gaufl’a sg zawsze dodatnie. Na
mocy Wniosku z Twierdzenia 4.2 stwierdzamy, ze kwadratury Gauf3’a

13Godne polecenia sa tablice kwadratury Gauf’a - Legendra i kwadratury Gauf’a -
Laguerre’a wydane przez National Bureau of Standards z datg 10.11.1954.
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sg zbiezne dla dowolnej funkcji cigglej. Ponadto w kwadraturach zto-
zonych moga by¢ uzyte formuty Gauf’owskie o dowolnej liczbie weztow.

Zadanie 4.3 Kwadratura Romberga, to kwadratura ztozona zbudowana z
kwadratur Newtona - Cotes’a opartych na dwéch weztach (kwadratura tra-
pezéw). Napisz wzory dla kwadratury Romberga i oszacuj jej btad.

Zadanie 4.4 Wykorzystujac tablice dla weztéw 1 wspdtezynnikéw kwadratur
Gauf’a - Legendre’a zbuduj podprogram dla kwadratury ztozonej opartej o
wzory dla 16 weztéw. Jako argumenty (”parametry”) podprogramu powinny
wystapic

e liczba podprzedzialéow N,
e krance przedzialu catkowania

e nazwa funkcji podcatkowej f - funkcja f powinna by¢ zadana innym
podprogramem.

Przeprowadz testy numeryczne.
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Rozdzial 5
ROZWIAZYWANIE
NUMERYCZNE ROWNAN
NIELINIOWYCH

Interesujace nas zagadnienie postawimy w sposob dos¢ ogélny. Niech
(X, || llx) 1 (Y, |l-]ly) beda dwiema przestrzeniami liniowymi, unormowanymi
(najlepiej przestrzeniami Banacha), i niech

F:Xo—Y XoCX
bedzie zadang funkcjg. Poszukujemy takiego elementu o € X, ze
(5.1) F(a) =0,

gdzie 0 jest elementem zerowym przestrzeni liniowej Y. Oczywisdcie rGwnanie
(5.1) moze nie mie¢ wogdle rozwiazania, moze mie¢ tylko jedno rozwiazanie
i moze mie¢ ich wiele. Nas bedzie najczesciej interesowat przypadek lokalnej
jednoznacznosci rozwiazania réwnania (5.1).

Rozwiazanie a réwnania (5.1) jest lokalnie jednoznaczne jedli istnieje takie
otoczenie punktu a w Xy, ze w tym otoczeniu « jest jedynym rozwiazaniem
réwnania (5.1).

Wiele sposobéw rozwiazywania numerycznego rownan typu (5.1) polega
na lokalnej linearyzacyi rozwiazywanego zadania, oraz na iteracyjnym rozwiag-
zywaniu zlinearyzowanych zadan.

Zadanie (5.1) moze okresla¢, na przyktad, nieliniowe zagadnienie posta-
wione dla réwnan rézniczkowych lub catkowych. Wtedy zazwyczaj przestrze-
nie X 1Y maja wymiar nieskonczony.

Najczesciej wynikiem zastosowania metody numerycznej do zadania (5.1)
jest wygenerowany ciag elementow przestrzeni X

(52) Lo, L1, Ly ",

ktory zbiega do poszukiwanego rozwiazania o.
Przypusémy, ze rozwazamy metode generujaca ciag (5.2) dla réwnania
(5.1). Wyrazenie
€ = O — T}
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nazywamy btedem na k-tym kroku naszej metody.
Mowimy, zZe rozwazana metoda jest rzedu vy, jesl istnieje stata dodatnia
C taka, Ze dla kazdego k

(5.3) lertillx < C(llexllx)”,

zas powyzszy warunek nie zachodzi dla Zadnego v > 7.

Zauwazmy, ze szybkosé zbieznosci ciagu (5.2) (szybko$é malenia normy
bledu) zalezy od rzedu metody. Zachowanie sie procesu iteracyjnego zalezy
w sposOb bardzo istotny od tego, jaki jest jego rzad. Méwi o tym

Twierdzenie 5.1 Przypusémy, zZe proces iteracyjny rzedu v majgcy aprok-
symowac element o produkuje ciqg

Lo, T1, T, - - -
Wtedy
1. jesli v < 1, to proces moze nie byc zbieiny,
2. jesli v =1, to bled na k-tym kroku iteracji speinia warunek
(5.4) lexll < C¥leall,

a zatem jest zbiezny geometrycznie dla dowolnego punktu starto-
wego xo, gdy stata C we wzorze (5.3) i (5.4) spelnia nieréwnosé 0 <
C <1,

3. jgesli v > 1, to
1 4k
(5.5) lexll < &-(Calleoll)™,
1

gdzie Cy = Cﬁ, a wiec proces zbiega z rzedem ~y jesli tylko

1
(5.6) lleol| < o

Oznacza to, Ze proces zbiega nie zaleznie od wartosci statej C, ale wtedy,
gdy punkt startowy xq zostal wybrany dostatecznie blizko poszukiwa-
nego punktu c.
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Dowéd. Poniewaz |leg11]| < Cllex||” to, stad otrzymujemy

HekH<{Cl+v+...+yk—1H€0Hﬂ/’“’ /{::172,"', 77’51
S C*leol, k=12, v=1"

Niech v # 1. Zauwazmy, ze
e -1 _ 1 1

1 24 ... — — =
+y ety T
i stad
k
Cl+ﬂ/+w2+~~~+w’“_1 _ ﬁ
Cy
gdzie Cp = CWITl. Zatem
1 k
(5.7) lexll < &-(Calleol )™
1

1. Niech v < 1. Rozwazmy proces iteracyjny spetiajacy warunek
k
lenall = Cllex]”
Wtedy
1 K
ex|| = = (Cilleo]])™
lexll = &(Cilleol)

i poniewaz 0 <y < 1, to 4% — 0 gdy k — oo. Stad ||ex|| — C%, a wiec
rozwazany proces nie jest zbiezny.

2. Niech v = 1. Wtedy
(5-8) lexll < C*leoll,

i proces zbiega geometrycznie, dla kazdego x(, pod warunkiem, ze
0<C<1

3. Niech v > 1. Wtedy
1 K
< —(C i
leell < &-(Culleall)™,
i % — 00, gdy k — oo. Zatem proces zbiega, gdy
1
(5.8) leoll < =-

Cr
O
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Zajmiemy si¢ najpierw najprostszym przypadkiem jednego rownania ska-
larnego. Wtedy X = Y = R i w obu przestrzeniach norma jest modut.
Rozwazmy teraz réwnanie

(5.9) flx) =0,

gdzie f : R — R. Jesli f jest funkcja ciagta, to mozna niekiedy poszukiwaé
przyblizonego rozwiazania réwnania (5.9) metodg bisekcji. Niech a < b i
f(a) < 0, zas f(b) > 0. Poniewaz f jest funkcja ciagta, to przedzial [a, b]
zawiera napewno przynajmniej jedno rozwiazanie o réwnania (5.9). Potézmy
Ty = “TH’ Mozliwe sg trzy przypadki

L. f('rO) = 07
2. f('rO) > 07
3. f(.TQ) < 0.

Przyjmijmy ap = a i by = b.

Jesli zachodzi 1., to a = x, proces jest zakonczony.

Jesli zachodzi 2., to kladziemy ay = ag i by = xo.

Jesli zachodzi 3., to ktadziemy a1 = zg i by = b.
Teraz wyliczamy z1 = % Postepujac w ten sposéb, albo w pewnym mo-
mencie znajdziemy jakie$ rozwiazanie «, albo wytworzymy ciag

Loy, L1y 5 Tpy -

. , e . _14bs_ ,
o tej wlasnosci, ze xp, = w, za$ by — ay|

lak, by] zawiera pierwiastek réwnania (5.9).
Inna metoda polega na przedstawieniu réwnania (5.1) w réwnowaznej
postaci

— “’();_k“(ﬂ i kazdy z przedziatow

(5.10) x= ().

Jest to zadanie znalezienia punktu stalego (fixpunktu) funkcji @ : X — X.
Réwnanie (5.1) mozna sprowadzaé¢ do postaci (5.10) réznymi sposobami, mie-
dzy innymi takimi ktére zostaty oméwione w Rozdziale 3 przy okazji rozwa-
zania metod iteracyjnych dla uktadow rownan algebraicznych liniowych. Jesli
funkcja F' okreglajaca réwnanie (5.1) dziala z przestrzeni X w przestrzen Y
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i operator liniowy G : Y — X jest odwracalny na Y, to mozna na przyktad
przyja¢ ®(x) = x + G(F(z)). Funkcja ® okresla wtedy rodzaj nieliniowego
procesu iteracyjnego Richardsona

(5.11) Ty = P(xg), x0 — zadane,

gdyz F(x) jest reziduum réwnania (5.1) w punkcie 2. O zbieznosci procesu
iteracyjnego

Tp1 = P(zy)
mowi dobrze znane Twierdzenie Banacha o punkcie stalym. W przy-
padku, gdy ® : X — X, gdzie X jest przestrzenig Banacha, to twierdzenie
mozna tak sformutowac

Twierdzenie Banacha Jesli  : X — X przyczym istnieje stata 0 < L < 1
taka, ze dla dowolnych x,y € X

[®(z) = @(y)[| < Lz = yll;

to istnieje jedyny w X punkt staty o funkcji ®

a=o(a).
Ponadto, dla dowolnego xq, cigg xg,x1, T2, -, gdzie
(512) LTp+1 = (I)(.Tk), k= 0,1,2,"'

zbiega do «:
|z —a|| = 0 gdy k — oc.

Zadanie 5.1 Przypomnij dowéd Twierdzenia Banacha. Zwroc uwage na
to, ze dowodzi sie tu

e istnienie punktu statago,

e zbieznos¢ ciagu (5.12).
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Zastanéw sie jaka role odgrywa zalozenie o zupelnosci prestrzeni X. (Prze-
strzen Banacha jest zupetnal).

Proces iteracyjny okreslony wzorem (5.12) nazywa sie iteracjg prostq.
Zbadajmy jego rzad.
Mamy:

lentall = llor =zl = [|D(a) = D) || < Lilex],

Oznacza to, ze iteracja prosta jest rzedu 1, a wiec przy przyjetych zalozeniach
jest ona zbiezna geometrycznie dla dowolnego punktu startowego xg.

Aby skorzystaé z Twierdzenia Banacha, nalezy réwnanie (5.1) przeksztal-
ci¢ do postaci (5.10). Czasem réwnanie jest juz w tej postaci. Na przyktad
tak jest dla réwnania '

sinz
2
Jesli f: X — X, to dla rozwigzania numerycznego réwnania

flx) =0

mozna probowac zastosowac itreacje Richardsona z liczbowym wspotczynni-
kiem relaksacji x

=0.

Tpr1 =k — kf(zg) k=0,1,2,---

Zadanie 5.2 Zakladajac, ze f € C! znajdz warunek dostateczny jaki po-
winien spetia¢ wspolczynnik relaksacji k, aby iteracja Richardsona byta
zbiezna.

Sensowne wydaje sie, jesli to mozliwe, taczenie dwoch procesow iteracyj-
nych

e najpierw stosujemy proces rzedu 1 aby zblizy¢ sie do rozwigzania réw-
nania

e nastepnie, gdy juz zblizylismy sie dostatecznie dobrze stosujemy proces
rzedu wyzszego niz 1, ktéry zbiega szybciej.
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Dla tego tez warto zainteresowaé sie procesami wyzszego rzedu. Takim pro-
cesem jest Metoda Newtona. Najpierw okreslimy te metode dla réwnania
skalarnego

f(z) =0,
gdy f e O
f(zy)
1 = — .
(5.13) Tl = T o)’ xo punkt startowy

Zadanie 5.3 Zinterpretuj geometrycznie wzér (5.13). Udowodnij, ze punkt
Tr+1 lezy na przecieciu osi x ze styczna do wykresu funkcji f wychodzaca z
punktu (zg, f(zx)) -

Zauwazmy, ze wzér (5.13) mozna interpretowaé w nastepujacy sposob:
Rozwjamy f przy pomocy wzoru Taylora, biorac tylko dwa wyrazy:

fl@) = fzr) + (@) (@ — o) + 72

Odrzucamy reszte ri i rozwigzujemy réwnanie liniowe

(5.14) flxr) + f(wx) (2 — 25) = 0,

ktérego rozwiazanie to wtasnie xyy1 ze wzoru (5.13). Jest to zatem lineary-
zacja rOwnania oryginalnego, dokonywana na kazdym kroku iteracji. Jesli
interesuje nas uktad réwnan, lub ogoélniej réownanie w przestrzeni Banacha

(5.1) F(z)=0,
to metoda Newtona jest okreslona poprzez rownania liniowe
(5.15) F'(a) (g1 — zx) + F(zy) =0,

przy zaltozeniu, ze pochodna Frécheta funkcji F', F' istnieje i jest odwra-
calna w obszarze ktéry nas interesuje. * Rozwazmy bardzo prosty przyktad
uktadu dwoch réwnan

Gl('rlny) = 07

1Pochodng Frécheta F’(z) w punkcie o funkcji F': X — Y dzialajacej w przestrzeniach
Banacha X, Y okredla sie jako cze$¢ liniowa wzgledem h € X przyrostu F(z + h) —
F(z) = F'(x)h + r, gdzie r = o(||h||). Pochodna Frécheta, jesli istnieje, jest operatorem
liniowym: F'(z): X - Y.
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(516) Gg(xl,xg) =0.

Zaktadamy, ze obie funkcje majg ciaglte pochodne czgstkowe. Naszg prze-
strzenig Banacha jest teraz X = R2 i

Fa) = oo ]

za$§ x = (x1,22). Wtedy F’(z) jest macierza jacobianu (a wiec jest to
operator liniowy dzialajacy w X).

F(z) = l Zagll (21, 22), Zag; (x1, :Ug)l .
e (21, 22), Do (21, 22)

Otrzymujemy w ten sposob uktad dwéch réownan algebraicznych liniowych
do rozwiazania na kazdym kroku iteracji

oG oG
oy @HaR) @ = ah) 4+ S e (@5 — ag) + Gat, ah) = 0,
0Gy

0G,
8—m($lf7$k)(ﬂflf+l i) + Dy
k+1 k+1

z ktérego wyznaczamy xpy1 = (7, x5 ). Warunkiem wykonalnodci jest
odwracalno$¢ macierzy jakobianu.

(a1, 25) (257" — 23) + Ga(af, 3) = 0,

Zbadamy teraz rzad iteracji Newtona, w przypadku rownania skalarnego

f(z)=0.

Twierdzenie 5.2 Jesli f € C?, f(a) =0, f'(a) # 0, to iteracja Newtona
(5.13) jest rzedu 2.

Dowdéd Poniewaz f(a) =01 f'(«) # 0, mamy

fla) = flxk)
O— T = — Tfp — ———=.
k+1 = Q@ — Tk Filaw)
Rozwijajac przy pomocy wzoru Taylora w punkcie a otrzymamy
f"(d)

flay) = fla) = fla)(wx — @) + (@ — )%,
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f'(aw) = (@) + f(d) (2 — ),
gdzie d i d’ leza w przedziale (min{«, z; }, max{c, x;}). Stad

~f(@)a = @) + L0 — a2

O — Thy1 = O — T+ Pl = fﬁgd/)) (o — ) =
= — T+
— (@1 = F (o —x)](@ = ) + [0 — f(@) Fi) (o —x)?
fi(e)t = L8 (o — ay)
f//(d o — T
50 (;{?K ’ ol

(@)1= Z@ (0 — )]

co oznacza, ze iteracja jest rzedu 2. O

Twierdzenie 5.1 i Twierdzenie 5.2 pozwalaja stwierdzi¢, ze przy przyje-
tych zalozeniach o funkcji f metoda Newtona jest zbiezna kwadratowo, jesli
tylko punkt startowy x( zostal wybrany dostatecznie blizko rozwiazania a.
Podobne twierdzenia mozna udowodni¢ dla réwnan w dowolnych przestrze-
nach Banacha !

Zadanie 5.4 Niech X = C([a,b]) (norma "sup”), oraz niech

b
F@MﬂZﬂﬂ+/f@®M&t€Mﬂ,fGCWmW,xGX
Wypisz wzory procesu iteracyjnego Newtona dla réwnania
F(z)=0.

Kiedy ten proces bedzie rzedu 27 Zastanéw sie co nam daje zastosowanie
procesu Newtona do rozwazanego zadania.

15Patrz na przyklad N.S. Bahvalov ” Cislennye Metody”, tom I, Nauka, Moskva 1973
str. 411-416
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Zajmiemy sie teraz znajdowaniem pierwiastkow wielomianéw jed-
nej zmiennej.

Zadanie 5.5 Niech P, bedzie wielomianem stopnia n. Do numerycznego
rozwigzania réwnania

P,(x)=0

zastosuj metode Newtona, wykorzystujac schemat Hornera, dwukrotnie na
kazdym kroku iteracji.

Jesli wielomian P,, stopnia n, ma wspolczynniki rzeczywiste i poszuku-
jemy zer zespolonych tego wielomianu, to warto zastosowa¢ wygodniejszy al-
gorytm Bairstowa. Taki wielomian moze mie¢ pierwiastki rzeczywiste oraz
pary sprzezone pierwiastkow zespolonych. Poszukiwanie zer zespolonych przy
bezposrednim uzyciu metody Newtona (patrz zadanie!) musi wykorzystywaé
arytmetyke zespolong. Metoda Bairstowa dziata wytacznie w dziedzinie rze-
czywistej. Bedziemy poszukiwali dzielnikéw kwadratowych wielomianu
P,, postaci

(5.16) 2 4 pr +q,

gdzie p i q s liczbami rzezywistymi. Dzielac P, przez x? + px + ¢ otrzymamy
(5.17) Po(z) = Qu_o(x)(2® 4+ px 4+ q) + Rx + S,

gdzie ()2 jest ilorazem, zas Rx + S jest reszta stopnia nie wyzszego niz 1.
Zadanie 5.6 Napisz algorytm, podobny do schemau Hornera, ktory wy-

znacza iloraz ,_o oraz reszt¢ Rx + S z dzielenia wielomianu P, (z) =
An®™ 4 Ap_1 2"t 4 - - - 4 ag przez wielomian kwadratowy 22 + px + q.

Zauwazmy, ze wspotczynniki ilorazu ),,_o, oraz reszty R i S sg funkcjami
zmiennych p i q, zas oczywiscie, wspotczynniki ag, a; - - -, a,, wielomianu P,
od p i g nie zaleza.
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Znalezienie dzielnika kwadratowego, jest zatem réwnowazne roz-
wigzaniu uktadu dwéch réwnan

R(p,q) =0,

S(p,q) = 0.

Zastosujemy do tego metode Newtona. Wartosci funkcji R i S dla zadanych
p i ¢ znajdujemy z uogdlnionego schematu Hornera dzielenia P, przez x? +
px + q (Zadanie!). Potrzebne sa nam jeszcze pochodne czastkowe

OR OR 0S 0S
Op’ Oq’ Op’ 0q
Aby skonstruowaé¢ algorytm wyznaczajacy te pochodne, zrézniczkujmy toz-
samosé (5.17) wzgledem p i q.
Qn 2 OR 0S8
2+ pr+q) + 2Quon + —— +
—(2® 4 pr 4 q) + 2Qns 5
Na ten ostatni wzor mozemy spojrze¢ jak na dzielenie wielomianu —x(@),,_o,
stopnia n — 1 przez % + px + ¢
OQn—2 OR 0S8

2 _ _
o (% +px+q) + o +8p

_xQn—Q =

Podobnie, Rézniczkujac (5.17) wzgledem ¢ otrzymamy wzér na dzielenie wie-
lomianu —Q,,_» stopnia n — 2 pzez z? + px + ¢:

Wielomian @),,_s otrzymujemy z pierwszego dzielenia P, przez czynnik kwa-
dratowy. Musimy zatem na kazdym kroku iteracji wykonac trzy dzielenia:

e P, przez x° + px +q,
o —2Q,_s przez 2 + px + q,

o —(QQn_s przez x4 px + q.
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Kolejne reszty to
R i S|
OR . 0S
o
oR ~ 0S
9 ' 9
Otrzymane reszty okreslaja wszystkie wspotezynniki algorytmu Newtona.

Deflacja. Deflacja, to operacja usuwania z wielomianu czynnikow odpowia-
dajacych juz wynaczonym pierwiastkom. Deflacja jest potrzebna po to, by
nie wyznacza¢ ponownie juz wyznaczonych pierwiastkow.

Deflacja czynnika liniowego x — «, to poprostu dzielenie

Fu(r) = Qua(z)(z — o) + R,

gdzie R = P,(«). Dzielenie to wykonujemy przy pomocy schematu Hornera

Qp An—1 Ap—2 R 5] ap

a | byt | bn—a | bp—sz |-~ | bo | R

Po(7) = apz™ + ap_12" "' + -+ + ag,
Qn—l(x) = bn_1l’n_1 + bn_an_Q + -+ b.

Jedli R = P,(a) = 0, to schemat Hornera mozna wykonywaé¢ ”w dwie strony”:

e 7 lewej do prawej:
bn—l = Qn,

bn—2 = Qp-1+ abn—h

bn—3 = Qp—2 + O4bn—27

bo = a1+ Oébl,
R = ag + aby,
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e 7 prawej do lewej:

R — ao
Co — s
o
Co — Q1
(G s
o
C1 — QG2
Cy — s
o
Cpn—3 — Gp—2
Cn—2 = bl
o
Cn—2 — Qp—1
Cp1 = ———————.
o
W algorytmie "z prawej do lewej” cg,cq1,- -+, ch_1 Oznaczaja wspoOtczynniki

wielomianu @),_1. Jesli dzialania sg wykonywane w arytmetyce doktadney,
to oczywiscie ¢; = b; dla j = 0,1,2,---,n — 1. Nie jest tak, gdy dziatania
wykonuje sie w "arytmetyce komputerowej”. Jesli wszystkie etapy obliczania
pierwiastkéw i deflacji wykonuje sie w arytmetyce "f1”, to jesli dobierze sie k
tak, aby

ler—bkl e — by

Jar] +lexl  lagl+es>0 fag] + ;]

to wielomian o wspoélczynnikach
Cn—1,Cpn—2 """, Ck+1, bk‘7 T bO

daje numerycznie poprawng deflacje czynnika liniowego x — «, pod warun-
kiem, ze pierwiastek a zostal obliczony algorytmem numerycznie popraw-
nym.

Metoda Bairstowa i deflacja. Dobre rezultaty daje metoda Bairstowa,
jesli pierwiastki wielomianu wyznaczamy zgodnie z rosnacymi modutami.
Jesli wyznaczony czynnik 22 + px + ¢ odpowiada dwém pierwiastkom o bar-
dzo réznych modutach (sa one zatem rzeczywiste), to na ogél dobrze jest
wyznaczony tylko ten, o wiekszym module. Trzeba zatem dokonaé¢ deflacji
tego "lepszego” pierwiastka. Gdy pierwiastki majg moduty poréwnywalne
(na przyktad, gdy stanowia pare sprzezona), mozna odrazu dokonaé deflacji
czynnika kwadratowego.
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Rozdzial 6

NUMERYKA W ROWNANIACH
ROZNICZKOWYCH

ROWNANIA ROZNICZKOWE ZWYCZAJNE -
TROCHE TEORIL.

Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne, to rownanie nastepujacej postaci

(6.1) O~ pir,u(e),

gdzie t € R, u(t) € R™, za$ funkcja f jest ciagla ze wzgledu na wszyst-
kie argumenty. Rozwigzaniem jest jest funkcja u. Aby funkcja u mogta
by¢ rozwigzaniem réwnania (6.1), musi ona by¢ klasy C'. Taka funkcja klasy
C', ktéra spelnia réwnanie (6.1) nazywa si¢ rozwigzaniem klasycznym. Cze-
sto rozwaza si¢ rowniez rozwigzania uogolnione od ktéorych nie wymaga sie
takiej regularnosci. My bedziemy tutaj zajmowac si¢ jedynie rozwigzaniamsi
klasycznymi. Réwnanie postaci (6.1), to rbwnanie rzedu 1. Jest to naprawde
uktad m rownan roiniczkowych zwyczajnych. My przewaznie nie bedziemy
rozréznia¢ jednego réwnania od uktadu, traktujac (6.1) jako jedno réwnanie
ze wzgledu na funkcje wektorowa u, majacg wartosci w przestrzeni R™.

Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n jest postaci

d™u(t) du(t) d"u(t)

6.2 =t ult .

(62) e A GO 7t )
Zauwazmy, ze definiujac n nowych fukcji

d(j_l)u .
Uj = W7 J = 1727”'777'
funkcje wektorowe wymiaru nm, v = [uy, ug, - - -, u,]7, oraz
F<t7 U) = [u27 Uy ==y Unp, f(t7 Uy, Uz, "+ 7un)]T7

réwnanie (6.2) mozemy zastapi¢ réwnowaznym réwnaniem rzedu 1

(6.3) dz—f) — F(t,0(t)).



Wynika stad, ze wystarczy zajmowac si¢ rownaniami rzedu 1.
Réwnania postaci (6.1) moga mieé wiele rozwigzan. Przyktadem jest
bardzo proste rownanie skalarne

du(t)

(6.4). -

=0

Jego rozwiazaniem jest u(t) = C, gdzie C jest dowolna stala. Natomiast
rownanie

du(t) {O dla t=0
at U1 dla t#£0

nie ma wogdle rozwigzania klasycznego (to jest rozwiazania klasy C') na
zadnym przedziale zawierajacym we wnetrzu 0.

Zagadnienie Cauchy’ego (zagadnienie poczatkowe). Zaldzmy, ze funkcja
f jest okreslona i ciggta na zbiorze D C R x R

D:{(t7u>| |t_t0|§a7 |uj_uj0|§b7 j:1727"'7m}7

gdzie 0 <a < o0, 0 < b < o0.
Zagadnienie Cauchy’ego polega na poszukiwaniu rozwiazania v réwnania
rozniczkowego

du(t)
dt

(6.5) = f(t,u(t)),

speliajacego warunek pczatkowy (warunek Cauchy’ego)
(66) u(to) = Uy,
gdzie to 1 up sa zadane.

Zauwazmy, ze nasze przykladowe réwnanie (6.4)

du(t)

=0
dt

uzupeltnione warunkiem poczatkowym u(0) = 0 ma juz jednoznaczne roz-
wigzanie u(t) = 0. Okazuje sia, ze dla duzej klasy réwnan (6.1) mozna
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udowodnié istnienie i jednoznacznosé zagadnienia Cauchy’ego (6.5), (6.6).
Zalozymy, ze funkcja f jest ciagla, i ze w zbiorze D postaci (6.4) spelnia ona
warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienna (wektorowa) u.

Istnieje stata L > 0, taka Ze dla dowolnych (t,uy) i (t,us2) ze zbioru D

(6.7) |f(t,u1) = f(t, u2)| < Lluy — ugl.

Tutag | - | oznacza dowolng ustalong norme w przestrzeni R™.

Nasze roéwnanie du(t)
u
= f(t,u(t
scatkujemy wzgledem ¢ w przedziale (to,t) gdzie t € [to,to + a], a > 0,
uwzgledniajac warunek poczatkowy

t
(6.8) u(t) = up + t f(s,u(s))ds.

0
Jest to réwnanie calkowe Zauwazmy, ze kazde rozwiazanie réwnania (6.5) z
warunkiem (6.6) spetnia réwnanie catkowe (6.8).

Na réwnanie (6.8) popatrzmy teraz nieco inaczej. Niech X bedzie prze-
strzenig wszystkich funkcji ciaglych o wartosciach w R™, okreélonych na
przedziale [to,to + a]. Zatdézmy, ze 0 < a < co. W prestrzen X wyposazymy
W norme

1ullos,toto+a) = sup  [u(t)].
to<t<to+a
Wiemy, ze (X, || - |lco,[to,to+a]) J€St DPrzestrzeniag Banacha. Dla uproszczenia

rachunkoéow zalozymy, ze funkcja f jest okreslona ciagla i ze spelnia warunek
Lipschitza w zbiorze D = [to, o + a] x R™. Niech

t
O(u)(t) =uo+ | f(s,u(s))ds
dla u € X. Jest oczywiscie

d: X — X.

Bedzie nas interesowalo rozwiazanie u réwnania (6.8) dlat € [to, to+ ], gdzie
0 < a < a. Dla dowolnych u;, us € X mamy

t

[ (ur) = P(u2)llsoftotora) = sup | [ [f(s,us(s)) — f(s, ua(s)]ds| <

to<t<to+a to
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t
< sup |
to<t<tg+a Jto

[f (s, u1(s)) = f (s, ua(s)]lds <

t
< sup L fui(s)) — ua(s)|ds < Lafjur — uallocto,te+a)-
to<t<to+a to

Mamy wiec
1D (u1) — () loo,to,to+a) < Levl[un — uzl|oo fto,t0+al-

Stad wynika, ze ® jest przeksztalceniem zwezajgcym, gdy
1
0<a< —.
S o 7

Wiemy na podstawie Twierdzenia Banacha, ze warunek ten pociaga istnienie
jedynego punktu statego u = ®(u). Oznacza to, ze réwnanie (6.8) ma do-
kladnie jedno rozwigzanie u dla ¢ € [to, o+ a], gdy a < 1. Poniewaz za$
ui f sg funkcjami ciggltymi, to u jest rozniczkowalna w sposob ciagly, a za-
tem jest rozwiazaniem zagadnienia Cauchy’ego (6.5)(6.6) dla t € [to, to + a].
Wykazalismy w ten sposob

Twierdzenie Picard’a - Lindelof’a. Jesli f : D — R™jest ciggla, gdzie
D jest postaci (6.4), oraz jesli funkcja f spetnia warunek Lipschitza (6.7), to
dla t € [to,to + « gdzie a spelnia nieréwnosé 0 < o < a i jest dostatecznie
male, istnieje jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (6.5)
(6.6).

Komentarze.

1. Twierdzenie Picard’a - Lindelof’a ma charakter lokalny. To znaczy,
mowi ono o istnieniu i jedoznacznosci rozwigzania u ale tylko w pew-
nym przedziale [t, to + ] , dla pewnego malego «, speliajacego nie-
rownos¢ 0 < a < a. Dowodzi si¢, ze istnieje przedzial maksymalnej
dtugosci, zawierajacy przedziat [to, to + «, na ktéry mozna przedtuzy¢
to rozwigzanie lokalne.

2. Jedli zalozy¢, ze funkcja f, okresdlajaca réwnanie

du(t)
dt

= f(t,u(t))
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jest jedynie ciggla i ograniczona w D, to mozna jedynie udowodnié¢
istnienie rozwiazania lokalnego. Przy tych zalozeniach rozwigzanie nie
musi by¢ jednoznaczne.

Jesli funkcja f zalezy dodatkowo od parametru A, i spetnione sg zato-
zenia Twierdzenia Picarda - Lindelof’a, na przyktad
du(t)
dt

= f(t,u(t),)), AeRY,

to rozwigzanie u takze jest funkcjg parametru A. Przy tem, jesli f jest
funkcja ciagta zmiennej A, (jest rézniczkowalna p-krotnie wzgledem A
i u), to takze u jest funkcja ciagta A\ (jest rézniczkowalna p-krotnie
wzgledem \.) To samo dotyczy warunku poczgtkowego. Rozwiazanie jest
funkcja cigglta warunku poczatkowego, zas przy zatozeniu p-krotnej réz-
niczkowalnosci f wzgledem w, u jest p-krotnie rézniczkowalna wzgltedem
warunku poczakowego.

. . _ du . ,
Pochodna rozwigzania u wzgledem parametru A v = 3¢ spelnia réw-

nanie rézniczkowe otrzymane przez formalne zrézniczkowanie rownania
oryginalnego wzgledem tego parametru:
dv(t,\) 0

0
dt - 5 <t7u7 )\> + %f(t7u7 )‘)U<t7 )‘)7

i spetnia warunek poczatkowy

0
v(to, \) = 7y do-

Réwnanie o zmiennych rozdzielonych. Niektére rownania rézniczkowe
mozna rozwigza¢ efektywnie, albo tez rozwigzanie wyrazi¢ przez caltki pew-
nych funkcji. Takimi réwnaniami sa miedzy inymi réwnania skalarne o
zmiennych rozdzielonych

(6.9)
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gdzieu(t) € R, f(t) € R, g(u) € R. Zalézmy, ze g(u) # 0 w calej dziedzinie
g. Wtedy tatwo udowodni¢, ze rozwiazanie u spetnia réwnanie catkowe

(6.10) / % = [ ftryar.

Jesdli potrafimy efektywnie obliczy¢ catki, to otrzymamy réwnanie (nieliniowe)
okreslajace, na ogdt w sposodb wwiktany u jako funkcje zmiennej ¢, lub ¢ jako
funkcje zmiennej u.

Zadanie. Udowodnij, ze rozwiazanie réwnania (6.9) istnieje i spelia réw-
nanie catkowe (6.10).

Przyklad. Réwnanie skalarne, liniowe, jednorodne.

(6.11) dl;i” — a(®)ult),

/ ‘%‘ - / a(t)dt.

Calka po lewej stronie da sie obliczy¢, zatem, po przeksztalceniach

sprowadza si¢ do

(6.12) ult) = o "¢,

gdzie C jest dowolng stata, ktérag wyznaczamy przy pomocy zadanego wa-
runku poczatkowego. Jesli u(to) = uo, to

t
u(t) = e .

Zadanie. Udowodnij, ze rownanie liniowe niejednorodne

du(t)

(613) 2 = ayut) + f2),

gdzie a i f sg ciggle, ma rozwigzanie postaci

‘ a(s)ds

(6.14). ult) = o 0 4w
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Wyrazenie wyktadnicze jest rozwigzaniem rownania jednorodnego, zas w jest
jakimkolwiek rozwiazaniem réwnania (6.13). Funkcje w(t) znajdujemy tak
zwang metodq uzmienniania statej. Polega ona na tym, ze rozwigzania réw-
nania (6.13) poszukujemy w postaci

w(t) = elo Ot o),

gdzie teraz C(t) jest funkcja zmiennej ¢, ktéra nalezy wyznaczyé. Wyprowad?z
ostateczny wzoér dla rozwigzania w.

Definicja. Rozwigzaniem ogélnym rownwnia rézniczkowego

du(t)
dt
nazywamy rozwigzanie u zalezne od t i dowolnej statej C' € R™.

= f(t,u(t)), ueR™

Przyktad. Funkcja (6.12) jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania (6.11) zas
funkcja (6.14), rozwiazaniem ogélnym réwnania (6.13).

Wazna uwaga. Jedli przyjrzymy sie wzorom (6.12) i (6.14), podajacym od-
powiednio rozwigzanie rownania jednorodnego i niejedorodnego skalarnego,

du _
dt

au,

d
== au+f,

to zauwazymy, ze zbior wszystkich rozwigzan rownania jednorodnego jest jed-
nowymiarowq przestrzeniq liniowg. Baza tej przestrzeni sktada sie z jednego

t
elementu ¢(t) = efto AT wszystkich rozwigzan réwnania niejedno-

rodnego jest jednowymiarowq rozmaito$cig liniowq zawierajaca punkt w(t).

Uktlady réwnan rézniczkowych zwyczajnych liniowych. Niech A(t)
bedzie macierza wymiaru m x m zalezna w sposéb ciaty od t € [to, to+al, a >
0. Zajmiemy si¢ najpierw uktadem jednorodnym

du(t)

(6.15) S = Au(e).



Zadanie. Odpowiedz, czy réwnanie (6.15) mozna rozwiaza¢ metoda rozdzie-
lenia zmiennych, gdy m > 1.

Zadanie. Udowodnij, ze réwnanie (6.15) z warunkiem poczatkowym u(ty) =
up € R™ ma jednoznaczne rozwiazanie.

Twierdzenie 6.1 Zbidr wszystkich rozwigzan réwnania (6.15) jest m-wy-
miarowq przestrzeniq liniowq.

Dowdéd. Ze wzgledu na jednoznaczno$é rozwigzania réwnania (6.15) z wa-
runkiem poczatkowym u(tg) = up mozemy kazdenu wektorowi uy € R™ przy-
porzadkowaé¢ w sposéb wzajemnie jednoznaczny rozwiazanie u(t) spetiajace
ten warunek poczatkowy. Otrzymujemt w ten sposob izomorfizm przestrzeni
wszystkich rozwigzan i R™. O

Jesli ¢1(t), da(t), -, dm(t) jest baza przestrzeni rozwiazan réwnania (6.15),
to macierz

X(t) = [01(t), ¢2(t), - dm(t)]
wymiaru m x m, ktoérej kolumnami sg funkcje wektorowe ¢1, o, - - -, ¢, na-
zywa sie macierzq fundamentalng uktadu (6.15). Dowolne rozwiazanie w(t)
réwnania (6.15) da si¢ wyrazi¢ w postaci

u(t) = X(t)c,

gdzie ¢ € R™ jest pewnym wektorem staltym. Ten fakt mozna inaczej sfor-
mutowac tak:

Zbior wszystkich rozwigzan réwnania (6.15) tworzy przestrzen liniowg wy-
miaru m Nie trudno zauwazy¢, ze

dX(t)

Cdt
Dowodzi sie, ze jesli det(X(t9)) # 0 dla pewnego to, to dla kazdego t €
[to, to + a], det(X(¢t)) # 0.

= A(DX (1)

Zadanie. Udowodnij, ze X ~1(¢) spetnia réwnanie



Jak wybra¢ warunek poczatkowy?
Zadanie. Udowodnij, ze dowolne rozwigzanie u liniowego uktadu niejedno-
rodnego

du(t)
dt

(6.16) = A(t)u(t) + f(t), f e C([to,to+ a)),

wyraza sie przez macierz fundamentalng X (t)
u(t) = X(t)e+w(t),

gdzie ¢ € R™, a w(t) jest jakims rozwiazaniem réwnania (6.16). Wyznacz
wzory dla w i u. Dla wyznaczenia w uzyj opisanej juz metody uzmienniania
statej.

Powyzsze zadanie mozna interpretowac tak
Zbior rozwigzan uktadu liniowego niejednorodnego tworzy rozmaitosc liniowq
zawierajgcg punkt w.

Uklady réwnan liniowych o stalych wspoétczynnikach. Zajmiemy sie
teraz uktadami liniowymi postaci

du(t)

(6.17) -

= Au(t),
gdzie A jest macierzg stalg wymiaru m x m.

Macierz wyktadnicza. Jesli B jest dowolng macierza statg wymiaru mxm,
to z definicji

Zadanie. Udowodnij, ze szereg (6.18) jest bezwzglednie zbiezny, to znaczy,

ze , ,

1B 1BIE 18I
1! 2! 3! '
Stad wynika poprawnosé¢ definicji (6.18).

1]+
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Nie trudno sprawdzi¢, ze macierzq fundamentalng uktadu (6.17) jest

(6.19) X(t) = e

Zadanie. Odpowiedz, czy wzor eA®)t
uktadu (6.15). Uzasadnij odpowiedz.

przedstawia macierz fundamentalng

Przyjrzyjmy sie czym jest naprawde macierz wyktadnicza, bowiem operowa-
nie szeregiem (6.18) jest raczej nie wygodne.

At (At)? (Ar)?
— LAt

Zastosujmy Twierdzenie Jordana o rozkladzie spektralnym do macierzy A.
Mamy

(6.20) A=TJT™ !,

gdzie T' jest macierza nieosobliwa, zas J jest macierza klatek Jordana

Ji 00 0
0 J 0 0
J=10 0 Js 0
0 0 0 - J

Klatki sg postaci Js = A\sI + E, gdzie A\ jest wartoscig wlasng macierzy A;

O 1 0 -~ 0
O 0 1 - 0
o 0 0 - 1
O 0 0 --- 0

Niech rozwazana klatka ma wymiar ds; x ds. Macierz Fs; ma te wlasnosé, ze
podniesienie jej do [-tej potegi powoduje przesuniecie jedynek o [ — 1 miejsc
w prawo. Stad wynika, ze

B =0.
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Zastosujmy teraz rozktad (6.20) w réwnaniu (6.17); jesli oznaczymy v(t) =

T~u(t), to otrzymamy

dv(t)
dt

(6.21) — Ju(t).

PLatwo sprawdzié, ze macierz fundamentalna Y (¢) uktadu (6.21) jest postaci

e 0 0 - 0
0 e? 0 - 0
Yt)=el'=]0 0 eBt ... 0
0 0 0 ... et

Przyjrzyjmy sig klatkom e”s’:

olst — pOsFE)t _ At Bst

Zauwazmy, ze e jest skalarem. Przeksztalémy jeszcze ePst. Z definicji ma-
cierzy wyktadniczej, ze wzgledu na to, ze B4 =0

Egt B2t B4yt

+ _—
1! 2! ds—q!

et =T+

gdzie d, jest wymiarem klatki J,. Oznacza to, ze e®*! jest poprostu wielomia-
nem od macierzy Fit. Oryginalne rozwiazanie u otrzymamy mnozac

u(t) =Tou(t) =TY (t)c,

gdzie ¢ jest dowolg statg, ¢ € R™. Macierza fundamentalng uktadu oryginal-
nego (6.17) jest wiec

X(t) =Tt = Telt' T

At oraz

We wzorze okreslajacym X (t) wystepuja tylko funkcje wyktadnicze e
wielomiany pewnych macierzy.

Poniewaz rozwigzanie ogolne rownania rézniczkowego zalezy od dowolne;j
statej C' € R™. Zagadnienie Cauchy’eo ma juz czesto jednoznaczne rozwigza-
nie. Dodanie warunku poczatkowego nie jest jedynie zabiegiem wujednoznacz-
niajgcym. Zagadnienia poczatkowe, sa czesto naturalnymizagadnieniami opi-
sujacymi pewne zjawiska fizyki, przyrody, techniki itp. Inny typ zagadnien
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stawianych dla rownan rézniczkowych, to zagadnienia brzegowe. Zagadnienie
brzegowe powstaje przez dodanie do réwnania rézniczkowego zwyczajnego
warunku brzegowego to jest pewnego warunku wigzacego wartosci rozwia-
zania na brzegach odcinka, na ktéorym rozpatrujemy réwnanie. Przyktadem
zagadnienia brzegowego jest

Tty = f(toult)) e (a.b),

au
g(u(a),u(b)) =0,
gdzie g jest pewng funkcja, g : R™ x R™ — R™. Teoria zagadnienia brze-
gowego jest znacznie bardziej skomplikowana niz teoria zagadnienia Cau-
chy’ego.

NUMERYKA ZAGADNIENIA CAUCHY’EGO

Opiszemy tu jedynie niektére metody réznicowe, to jest takie, ktére row-
nanie rézniczkwe zastepuja pewnym réwnaniem réznicowym. Wezmy pod
uwage zagadnienie Cauchy’ego

(6.22) %u(t) = f(t,u(t)),

(6.23) u(to) = u’.

Zalbézmy, ze rozwiazanie u istnieje i jest jednoznaczne w przedziale [tg, to+ a]
i ze ma w tym przedziale tyle pochodnych ile bedzie nam potrzeba. Na tym
przedziale zbudujemy siatke punktow, dla uproszczenia, rownoodleglych
to <t1 <tg:-- <tN,
a
tj:to—i-jh, h:N, h > 0.

Liczbe h bedziemy nazywali krokiem siatki lub krokiem catkowania. W prak-
tyce czesto potrzebne sa siatki ze zmiennym krokiem, my jednak ograni-
czymy sie tu do siatek o stalym kroku. Rozwiazanie u zagadnienia Cau-
chy’ego (6.22),(6.23) rozwiniemy przy pomocy wzoru Taylora dla t = t11, w
punkcie £

2 3

h h
u(tpr1) = ulty) + ha'(tx) + 7u”(tk) + Eum@k) TR
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lub
u(tk+1) = u(tk) + hf(tku(tk)) + O(hQ)

Odrzucajac wyrazy zawierajace h w potedze 2 i wyzszej, otrzymamy réwna-
nie roznicowe

(6.24) Upy1 = U + hf(te, ur), uo = u’.

Rozwiazaniem tego réwnania jest ciag {u;}, j=0,1,---. Element ciagu uy

odpowiada wartosci rozwiazania u(ty), zagadnienia Cauchy,ego (6.22),(6.23).
Mozna postapi¢ inaczej; rozwinaé u(t;) w punkcie ¢y
/ h'2 " 3
u(te) = ulten) + hu'(te) + Su (te) + O(R7).

Podobnie jak poprzednio, odrzucajac wyrazy zawierajace h w potedze 2 i
wyzszej otrzymamy inne rownanie réznicowe
(6.25) U1 = U + hf (b1, Ups1), o = u’.

Wygodnie bedzie dalej oznaczac

Réwnania (6.24) i (6.25) nosza nazwe Schematéw Eulera (schemat = me-
toda).

(6.24) Ugr1 = U + hfry Schemat otwarty Eulera,

(6.25) Ugr1 = Ug + hfrr1 Schemat zamkniety Eulera.

Schematem otwartym Eulera tatwo sie postugiwaé. Znajgc warunek poczat-
kowy wg, droga podstawiania do wzoru (6.24) obliczymy uy dla kazdego in-
teresujacego nas k.

Zupelnie inaczej jest ze schematem zamknietym (6.25). Aby wyliczy¢ ug41
znajac uy, trzeba rozwiaza¢ réwnanie nieliniowe (uktad m-réwnan!)

U1 = g + B f (Epr1, uptr)-

Chwilowo nie potrafimy nic powiedzie¢ na temat zaleznosci ciggéw o
elementach wuy, oraz u(t;), k = 0,1,2,---. Chcieliby$my, aby speliony byt
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Warunek zbieznosci schematu. Przypusémy, zZe dla dowolnego ustalonego
t € [to,to + a], siatka punktow {ty} zostala tak dobrana, Ze t =ty =ty + kh.
Bedziemy uwazaé rozwazany schemat za zbiezny, jesl warunek

t—to
h

(6.26) up — u(t), gdy h—0 (sted k= , k— o00).

zachodzi

e dla dowolnego rozwigzania u dowolnego réwnania (6.1) z warunkiem
poczgtkowym u(ty) = u®, nalezgcego do klasy réwnan spetniajgcych za-
tozenia Twierdzenia Picard’a - Lindelof’a,

e dla dowolnego rozwigzania {ux}, k= 0,1,--- rozwazanego schematu,
dla ktorego warto$é ug = ug(h) spetnia warunek

ug — u’, gdy h— 0.

Dalej beda nas interesowaty jedynie te schematy, ktore sa zbiezne w powyz-
szym sensie. Zobaczymy tez jak odroznia¢ schematy zbiezne od niezbieznych.
Chwilowo powr6¢my do schematu zamknietego Eulera

U1 = Ug + frr1-
Aby obliczy¢ uyy1 trzeba rozwigzaé zadanie na punkt staty
x = ®(x),

gdzie © = upy1, P(z) = ur + hf(tgs1, ). Sprobujmy zastosowaé Twierdzenie
Banacha o punkcie statym. Zbudujmy ciag wektoréw {z;} 1 =0,1,2,---, zo-
dowolny element,

Ti41 = @(.T}l)

Ciag bedzie zbiegatl do punktu stalego r = wuyy1, jesli ® spelmia warunek
Lipschitza ze stalg L;, 0 < L; < 1. Przypusémy, ze funkcja f (prawa
strona réwnania (6.1)) spetnia zalozenia Twierdzenie Picard’a - Lindel6f’a
ze stala Lipschitza L. Wtedy dla dowolnych x i y takich, ze (¢,z) i (t,y)
naleza do dziedziny funkcji f

|@(x) = @(y)| = Al[f(terr, ©) = e, y)Il < ALl —y[ = Lalz —y.
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Widzimy, ze L; < 1, gdy
(6.27) O0<h<—.

Zatem iteracja
(6.28) Wy = kA hf (b, W)
zbiega do uy41 dla dowolnego punktu startowego uf, , jesli

1
h < T

Warunek (6.27) nie jest bardzo ograniczajgcy, jesli stata Lipschitza L funk-
cji f nie jest zbyt duza. W przypadku wielkich wartosci L lepiej stosowaé
iteracje Newtona. Zauwazmy, ze koszt algorytmu wykorzystujacego schemat
zamkniety skupia sie gtownie w wyliczaniu wartosci funkcji f. Zatem nalezy
wylicza¢ wartosci f jak najmniej razy. Liczba iteracji zalezy od tego jak
dobrze dobrany zostal punkt startowy uj,,. Dobry start iteracji za-
pewnia przyjecie jako u} 41 wartosci ug 1 uzyskanej z zastosowania schematu
otwartego Fulera.

W ten sposob doszlismy do tak zwanej METODY PREDICTOR - COR-
RECTOR opartej na schematach Eulera.

e PREDICTOR, to schemat otwarty podajacy punkt startowy dla ite-
racji - stosowany 1 raz na krok.

e CORRECTOR, to schemat zamkniety stuzacy do iterowania. Iteru-
jemy malg liczbe razy, gdyz punkt startowy jest blizko rozwigzania.

Metod¢e PREDICTOR - CORRECTOR w taki sam sposéb mozna bu-
dowaé w oparciu o inne pary schematéw 6, zlozone ze schematu otwartego
(PREDICTOR) i zamknknigetego (CORRECTOR).

Narzuca sie pytanie: po co stosowaé¢ skomplikowane w uzyciu sche-
maty zamkniete, skoro dysponujemy bardzo wygodnymi schema-
tami otwartymi? Okazuje sie, ze pewne cechy stawiajg metode zamknieta
zdecydowanie wyzej od metody otwartej. Sa zadania, ktérych nie daje sie

16Schematy takie poznamy w dalszej czeéci tego wyktadu.
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wogble policzy¢ metoda otwarta, a ktérym daje rade metoda zamknieta. To
co odrdznia schemat Eulera otwarty od zamknietego, to na pewno nie jest
rzad.

Co to jest rzad schematu?

Niech u(t) bedzie rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (6.1), (6.2), o ktérym
zakltadamy, ze ma p + 1 pochodnych ciggtych. Oznaczmy przez
(6.29) S({w},1=0,1,2,---)=0

nasz schemat roéznicowy.
Moéwimy, ze schemat (6.29) jest rzedu p, jesli podstawiajgc do (6.29) cigg

{u<tj>}7 J=0,1,2---
zamiast ciggu {u;} j=0,1,2,---, otrzymamy
S({u<tj>}7.7 = 07 17 27 o )

gdzie reszta R spelnia warunek

R =0,

R,

zas istnieje takie zadanie Cauchy’ego spetniajgce powyzsze warunki, dla kto-
rego R # O(hP™2).

Biorac pod uwage sposob w jaki otrzymaliSmy oba schematy Eulera wi-
dzimy, ze oba sg rzedu 1.

Zanim przejdziemy, do wyjasnienia na czym polega wyzszos¢ schematu
zamknietego nad otwartym, przyjrzyjmy sie jeszcze innym schematom rozni-
cowym. Niech u € C3. Mamy

h2 h3
(6.29) w(tper) = u(ty) + ha'(ty) + §u”(ltk) + 5u”’(ltk) 4o
2 h3
(63(]) u<tk+1> = U(tk) + hu/<tk+1) - gu”(tlﬁ_l) + yum(tjﬁ_l) + -

Zauwazmy jeszcze, ze u” (tg1) = u”(tr) +hu (ty) +O(h?). Dodajmy stronami
wzory (6.29) i (6.30) uwzgledniajac powyzsza uwage. Otrzymamy tak zwany
schemat trapezéw

(6.31) Ug1 = Ug + g(fk + frr1)-
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Jest to schemat zamkniety, rzedu 2.
Zadanie. Zapisz iteracje Banacha i Newtona dla schematu trapezow.

Wszystkie trzy schematy, ktore dotychczas poznaliSmy sg jednokrokowe,
to znaczy, ze majac do dyspozycji jedynie ug, mozemy wyliczy¢ 1.

Zadanie. Schematy Taylora. Uzywajac rozwiniecia Taylora dla rozwigza-
nia u(t) zagadnienia poczatkowego (6.1), (6.2), uwzgledniajac drugie i ewen-
tualnie wyzsze pochodne u zbuduj schematy jednokrokowe rzedu wyz-

szaego niz 1.
Wskazéwka. Zauwaz, ze

w0 0
W(t) = o (D) + 5 f (b ult) f(Eu(t)).
Podobnie dla wyzszych pochodnych.

Odwotajmy sie jeszcze raz do wzoru Taylora. Podobnie jak poprzednio

h? h3
u(tern) = u(te) + hu'(t) + —-u(ty) + = (t) + dots,
/ h’2 h'3 "
w(tr—1) = u(ty) — hu'(ty) + Eu(tk) — Eu (tr) + -

Odejmijmy stronami te réwnosci. Otrzymamy schemat ”Midpoint”

Upy2 = U + 20 frp.

Schemat Midpoint, to schemat otwarty. Nie jest on schematem jednokroko-
wym, gdyz ugio mozemy wyliczy¢ tylko jesli dysponujemy dwoma warto-
Sciami uy 1 ugs1. Aby schemat maogl wystartowaé potrzebne sa dwa warunki
poczgtkowe u, 1 up. Moéwimy, ze taki schemat nie jest samostartujgcy. Jesli
dysponujemy warunkiem poczatkowym u°, to aby uruchomi¢ schemat Midpo-
int musimy dodatkowo doliczyé wartos¢ u;. Mozna to zrobi¢ uzywajac jakiejs
metody jednokrokowej. Nie jest jednak obojetne jakiej metody uzyjemy. Ze
sposobu konstrukeji schematu Midpoint wynika, Ze jest on rzedu 2 (reszta od-
rzucona jest rzedu O(h?)). Zatem dla zachowania rzedu powinniémy zadbaé
o to, aby uy wyliczy¢ réwniez schematem rzedu 2.
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Okazuje sie, ze schemat Midpoint, mimo ze ma rzad 2, zawodzi w pewnych
przypadkach z ktérymi schemat otwarty Eulera (ktory jest rzedu 1) radzi
sobie catkiem dobrze.

Zadanie. Napisz program rozwigzujacy zagadnienie Cauchy’ego

d

au(t) = —Xu(t), A>0.

u(0) = 1.

Uzyj schematu otwartego Eulera i schematu Midpoint dla tego samego zada-
nia. Poréwnaj zachowanie si¢ schematéw gdy wykonujesz duza liczbe krokow
przy jednakowej wartosci kroku h i statej A > 0. Poréwnaj co si¢ dzieje dla
roznych wartosci h i A.

Schematy liniowe wielokrokowe. Przyktadem takiego schematu jest sche-
mat Midpoint. Schemat liniowy ¢ - krokowy jest réwnaniem réznicowym, na
0gol nieliniowym, postaci

q q
(6.30) >ty =hYy - Bifers,
j=0 J=0

gdzie jak poprzednio f; = f(t;, u;).

Aby wystartowa¢, taki schemat potrzebuje ¢ warunkéw poczatkowych
Ug, U1, -+, Ug—1, KtOTE trzeba doliczy¢ schematem jednokrokowym odpowied-
nio wysokiego rzedu. Wspétczynniki o;, 3;, j =0,1,---,¢ mozna wyzna-
czy¢ tak, aby rzqd schematu byt odpowrednio wysoki, oraz zeby posiadat on
jeszcze inne cechy, o ktorych powiemy pézniej. Zauwazmy teraz, ze schemat
(6.30) jest

e otwarty, gdy 3, =0,

e zamkniety, gdy 3, # 0.

Zadanie. Zbuduj schemat postaci (6.30) dlla q=1, ktéry ma najwyzszy moz-
liwy rzad.
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Powrd6¢émy jeszcze do schematéw jednokrokowych. Specjalng klase takich
schematow stanowig schematy Runge - Kutty. Schemat Runge - Kutty ¢
- poziomowy jest postaci

(631) Uk+1 = Uk + h[ClKl + Ko+ -+ CqKq],
gdzie
q
(632) Kj = f(tk—l—haj,uk—i—thjlel) j = 1,2,~~~,q.
=1
Wspdtezynniki
C1 Co C3 s Cq
aq a9 as s Qq
(6.32) bii bz bz - big
bq71 bq72 bq73 e bqvq

wyznacza sie tak, aby uzyska¢ mozliwie wysoki rzad, oraz jeszcze inne cechy
schematu. Taka cecha moze by¢ na przyktad jego otwartosé. Schemat bedzie
otwarty, jesli zazadamy, aby

bi=0 dla > ]

Schemat zamknigty wymaga rozwiazania na kazdym kroku uktadu gm row-
nan dla wyznaczenia Ky, Ko, - - -, K,. Wsp6lczynniki (6.32) dla réznych sche-
matéw sa znane od wielu dziesiatek lat.

Przytoczymy tu dwa przyktady schematéw Runge - Kutty.

Schemat 4- poziomowy otwarty, rzedu 4.

h
Up1 = U + E[K1 + 2K5 + 2K5 + Ky,

Ky = f(tg, uk),
h h
(6.33) Ko = f(te+ 5+ 550,
h h
K3 = f(ty + §,Uk + §K2),
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Ky = f(tx + h,up + hK3),

Jest to bardzo czesto uzywany schemat.
Schemat 2- poziomowy zamkniety, rzedu 4.

h
Ug41 = Uk + §[K1 + K],

(6.34) Ky = flts + (% + ?)h, i + gm + (% + ?)hm),
Ky = f(tp + (% — ?)h, U + (% — g)fﬁ + ZK2>

Udowodniono, ze mozna zbudowaé¢ schematy otwarte Runge - Kutty, dla
ktorych liczba poziomow oraz rzad spelniaja nastepujace zaleznosci

| liczba pozioméw | rzad |
1

| O O OY x| ]| W N

IA@OO\]@OT%OOM»—‘

)
—
)

)

|
(]

Z tej tabelki widac, ze schematy otwarte 4 poziomowe sg optymalne w tym
sensie, ze osiggaja maksymalny rzad przy minimalnej liczbie pozioméw. Dla
schematow zamknietych ¢ - poziomowych, mozna zawsze osiagna¢ rzad 2q.

Koszt schematu determinowany jest liczba obliczen wartosci prawej strony

rownania f na kazdym kroku catkowania. Zatem widzimy, ze schematy Runge
Kutty sa wygodne w stosowaniu (schematy otwarte), ale raczej kosztowne.
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Zadanie. Wyprowadz wzory dla dwupoziomowego schematu Runge - Kutty,
otwartego.
Up1 = U + hlei Ky + o Ks).

Ile takich schematéw rzedu 2 mozna zbudowac?

Dotychczas, méwiac o schematach réznicowych, podawalismy jako istotna ich
ceche rzad. Pamictamy jednak, ze najwazniejsza cecha schematu jest jego
zbiezno$¢. Jakie znaczenie dla funkcjonowania schematu ma jego rzad wyja-
$nia teoria zbieznosci schematéw réznicowych. Podstawowe fakty z tej
teorii, dla przypadku schematéw jednokrokowych przytoczymy ponizej.

Teoria zbieznosci schematéw jednokrokowych.

Nieréwno$é Gronwall’a. Niech cigg liczb nieujemnych {vy} k=0,1,---,
spetnia nierownosé

0 <vps1 <Avw+ B, k=0,1,---

gdzie A, B > 0, to wtedy dla kaZdego k =0,1,---

Ak—1
B gdy A#1
. <o < AF A-1

Zadanie. Udowodnij nieréwnosé¢ Gronwall’a. Wskazowka: zastosuj indukcje
wzgledem k.

Teraz bedziemy rozwazaé¢ schematy jednokrokowe otwarte 7 postaci
(635) Uk+1 = Uk + hq)(h,, tr, uk), h>0

Zapis ten obejmuje wszystkie rozwazane przez nas schematy jednokrokowe
otwarte.

17Schemat zamkniety, jesli jest stosowalny, musi daé sie rozwiklaé przynajmiej lokalnie.
Otrzymamy wtedy jego lokalny odpowiednik otwarty.
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Konsystentnos$é. Méwimy, ze schemat (6.35) jest konsystentny, jesli

o funkcja @ jest ciggla (wzgledem wszystkich swoich argumentéw) w calej
swojej dziedzinie,

o & spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej u:
istnieje stata L, taka ze dla wszystkich (h,t,uy), (h,t,us) z dziedziny ®
|<I>(h,t,u1) — (I)(h,t,UQ)| < L|U1 — UQ|,
gdzie |.| oznacza norme w R™,

e »(0,t,u) = f(t,u), gdzie rozpatrywane przez nas réwnanie ma postaé

d
&) = f(t u(?)).

Rozpatrujemy zagadnienie Cauchy’ego

oraz schemat jednokrokowy dla tego zagadnienia:

Upp1 = ug + h®(h, ty, ug), o = u’.

Twierdzenie o zbiezno$ci z rzedem schematu jednokrokowego. Jesli
rozwigzanie u zagadnienia Cauchy’ego jest klasy CP™', p > 0 w przedziale
[to,to + ] « > 0, w ktérym jest okreslone, i schemat jest konsystentny
oraz rzedu p, to schemat jest zbiezny i ponadto dla kazdego ustalonego
t=1; € [to,to—i-a]

_tk—to
-k

ult) — gl < KI?, gdy h—0, (h , k— o)

gdzie K jest stalg niezalezng od h.
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Dowdd. Podstawiajac rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego u do schematu
roznicowego otrzymamy

w(tr1) = u(ty) + h®(h, ty, u(ty)) + r,
U1 = U + h®(h, by, ug).
Odejmujac, otrzymamy
ki1 = U(tgr1) — upr1 = ex + h[P(h, tg, u(ty)) — P(h, tg, ug)] + ri.
Ze wzgledu na rzad schematu
|| < KhPHL.
Ze wzgledu na warunek Lipschitza otrzymamy:
lers1| < (14 hL)|ep| + KhPH

Zastosujmy teraz Nieréwnosé Gronwalla dla A = 1+ hL i B = Kh?tl
Otrzymamy

QLML geprtt dla L # 0,

< (14 hL)*
el < (1 +hL) |€°|+{ KEhP dla L= 0.

Ale 1+ hL < el istad (14 hL)* < el < el oraz kKhPT! = khKh? <
aKh?. Ponadto przyjelismy, ze uy = u, wiec ey = 0. Ostatecznie

al
et Kh?, gdy L>0
< Y A p .
lex] < { oKl gdy L—o W)
O

Zadanie. Udowodnij, ze z samego zatozenia konsystentnos$ci wynika juz
zbieznos¢ schematu. Jednak nie otrzymujemy oszacowania btedu ey.

Z udowodnionego twierdzenia widac, jaka role odgrywa rzad schematu: jesli
rozwigzanie u, ktére aproksymujemy jest dostatecznie gladkie (u €
CP*1), oraz jeéli rzad schematu jest réwny p, to |ex| < Kh?, gdy
h — 0.
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Schematy wielokrokowe

Poznalismy juz ogdlna posta¢ liniowego schematu ¢ - krokowego

q q
(6.30) Yoy =hY Bifuys
=0 =0

Zadanie. Udowodnij, ze schemat (6.30) jest rzedu p wtedy i tylko wtedy,
gdy
Cj :07 j:071727'”7p

(6.36) cpt1 # 0.
gdzie

q
Co = Z Qjy,
7=0
q q
o= jaj—Y 5,
=0 =0

1 J ] 1 ! cs—1
CSZEZOJ aj_(S—l)'ZOJ 537 82273”"
J= J=

Wskazéwka. Podstaw dostatecznie gtdkie rozwiazanie u i rozwin.
Komentarz. 7 treéci powyzszego zadania wynika, ze stwierdzenie jaki jest rzad
schematu typu (6.30) jest czynnoscia czysto mechaniczna. Znajac wspélezynniki

o i B wyliczamy wspotezynniki ¢, rozwinigcia Taylora reszty, az do znalezienia
pierwszego wspdlczynnika niezerowego.

Ze schematem g-krokowym typu (6.30) mozna zwiagza¢ dwa wielomiany

(6.37) p(A) = i a;N,
(6.38) o(A) = i BiN.
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Wielomian p odgrywa podstawowa role w teorii zbieznosci schematow wielo-
krokowych postaci (6.30).

Stabilno$é. Schemat (6.30) jest stabilny, jesli wszystkie pierwiastki wielo-
mianu p lezg w kole |z| < 1 na plaszczyznie zespolonej, za$ te ktore lezqg na
okregu |z| = 1 sq jednokrotne.

Silna stabilno$é. Schemat (6.30) jest silnie stabilny, jesli jest stabilny i
jesli jedynym pierwiastkiem wielomianu p o module réownym 1 jest 1.

Poniewaz schematy ¢ - krokowe potrzebuja g warunkéw poczatkowych, defi-
nicja zbieznosci podana uprzednio dla schematow jednokrokowych wymaga
pewnego rozszerzenia.

Warunek zbieznosci schematu. Przypusémy, zZe dla dowolnego ustalonego
t € [to,to + a], siatka punktow {ty} zostala tak dobrana, Ze t =ty =ty + kh.
Bedziemy uwazaé rozwazany schemat za zbiezny, jesl warunek

t—to

(6.26) up — u(t), gdy h—0 (sted k= T

k — 00).

zachodzi

e dla dowolnego rozwigzania u dowolnego réwnania (6.30) z warunkiem
poczgtkowym u(ty) = u°, nalezgcego do klasy réwnari spetniajgcych za-
tozenia Twierdzenia Picard’a - Lindelof’a,

e dla dowolnego rozwigzania {ux}, k= 0,1,--- rozwazanego schematu,
dla ktorego wartosci startowe u; = uj(h), j=0,1,---,q—1 spelniajqg
warunek

Uj—>u07 gdy h'_>07 .7:07177q_1

Dla schematow typu (6.30) zachodzi nastepujace twierdzenie o zbieznosci,
ktore tu podajemy bez dowodu.

Twierdzenie o zbieznosci.

1. Jesli schemat jest stabilny i ma rzad nie nizszy niz 1, to jest
zbiezny.
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2. Jesli rozwigzanie u zagadnienia réiniczkowego jest klasy CP™t dlap > 1
1 schemat jest stabilny i rzedu p > 1, to jest zbieiny i zachodz
nastepujgce oszacowanie szybkosci zbieznosci

|€k| = |u(tk) —uk| S th, h — 0,

gdzie K jest stalqg niezalezng od h.

Twierdzenie to mowi, ze schematy dobre, to takie, ktére sa stabilne i rzedu
przynajmniej 1. Im wyzszy rzad, tym zbieznos¢ jest szybsza, ale pod wa-
runkiem dostatecznej gtadkosci rozwiazania, ktére aproksymujemy.

Rola warunku silnej stabilnosci jest widoczna przy catkowaniu numerycz-
nym zagadnienia Cauchy’ego z ustalonym krokiem h > 0, przy k — oo.
Ta sprawa nie ma nic wspolnego ze zbieznoscig schematu, bo h jest usta-
lone!

To co sie moze dzia¢, gdy uzyjemy schematu stabilnego, ale nie silnie
stabilnego ilustruje nastepujacy przyktad catkowania schematem ”Midpoint”

U2 = Uk + D fryr

Schemat ten jest rzedu 2 i jest stabilny, ale nie silnie stabilny, jest to zatem
schemat zbiezny. Proponowane byto poprzednio zadanie w ktorym catkowato
sie tym schematem zagadnienie Cauchy’ego

d
au(t) = —Xu(t), A>0,

u(0) =1,

ktorego rozwigzaniem jest u(t) = e =M.

Zadanie. Przeprowadz analize tego co dzieje sie z rozwigzaniem réwnania
réznicowego ugo = ug+hfri1 dla f(t,u) = —Au, A >0, gdy h jest ustalone,
za$ k — oo.

Wskazéwka. Zauwaz, ze otrzyma sie rownanie réoznicowe liniowe o statych wspél-
czynnikach, rzedu 2. Wypisz wielomian charakterystyczny i znajdz jego pier-
wiastki. Zauwaz, ze pierwiastki te sa w przyblizeniu réwne e * i —eM. Znajdz
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postaé¢ rozwigzania ui w zaleznosci od tych pierwiastkéow. Jedna ze sktadowych
bedzie sensownie przyblizaé¢ funkcje e, za$ druga bedzie generowaé pasozytni-
cze oscylacje rosnace wykltadniczo wraz z k. Zjawisko to nie ma nic wspdlnego ze
zbieznoscia. Schemat jest zbiezny! Zauwaz, ze tego efektu nie bytoby, gdyby byto
A < 0. Zauwaz rowniez, ze pasozytnicze oscylacje powstaja jedynie z tego powodu,
ze wielomian p ma pierwiastek -1.

Pozostaje nam jeszcze wyjasnienie sprawy sensownosSci uzywania
schematow zamknietych. Te kwestie najlepiej wyjasni¢ w zwiazku z tak
zwang wiasnosciqg sztywno$ct pewnych uktadéw réwnan rézniczkowych.

Wezmy pod uwage zagadnienie modelowe; bedzie to uktad rownan
liniowych jednorodnych o statych wspoteczynnikach

d
(6.37) au(t) = Au(t),
z warunkiem poczatkowym
(6.38) u(0) = u°,

gdzie A jest macierza symetryczna wymiaru m X m o réznych wartosciach
wtasnych, przyczym wszystkie warto$ci wtasne majg ujemne czesci rzeczy-
wiste. Ponadto wsréd wartosci wlasnych macierzy A sa takie, ktore maja
duze i mate moduty.

Zadanie modelowe (6.37), (6.38) jest wyidealizowanym ukladem sztyw-
nym. Ze zjawiskiem sztywnosci mozemy mie¢ do czynienia w przypadku zu-
petie innych, nieliniowych réwnan rozniczkowych, ktore lokalnie majq cechy
zblizone do naszego zadania modelowego.

Na podstawie tego, co juz wiemy, potrafimy tatwo rozwiazaé nasze zada-
nie modelowe. Poniewaz macierz A ma rézne wartoéci wlasne zatem jest
ona diagonalizowalna. Mozemy wiec znalez¢ taka nieosobliwa macierz T,
ze A = TAT™', gdzie A jest macierza diagonalng, majaca na diagonali
wartosci wlasne Aj, Ao, - -+, A\, macierzy A. Pomnézmy lewostronnie row-
nanie (6.37) i warunek (6.38) przez macierz T~!, oznaczajac jednoczesnie
v(t) = T7lu(t) i v° = T, gdzie v(t) = [vi(t),v2(t), -, vm(t)]?. Dla

funkcji v;, 7 =1,2,---,m otrzymamy uklad m niezaleznych od siebie
roéwnan rézniczkowych liniowych
d

Evj(t) = A\ju;(t),
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z warunkami poczatkowymi
v;(0) = v}

_]7
dla j =1,2,---,m. Mamy zatem

vi(t) = eM) j=1,2,--- m.

Sktadowe v; rozwigzania u ktére odpowiadaja warto$ciom wlasnym o du-
zych modutach (czesci rzeczywiste sa ujemne!) zanikaja bardzo szybko i
ich wptyw na rozwiazanie jest znikomy, natomiast charakter rozwiazania jest
determinowany przez te sktadowe, ktére odpowiadajg wartosciom wlasnym
o niewielkich modutach. Jednak te sktadowe szybkozanikajace sprawiaja kto-
poty numeryczne - (wielkie state Lipschitza!), wymuszajac, na przyktad, sto-
sowanie bardzo matych krokéw catkowania. Do catkowania takich zadan po-
trzebujemy wiec schematéw odpornych na takie trudnosci. Miarg sztyw-
nosci zadania modelowego jest wspolczynnik sztywnoSci
o(A) = M

min; [ A,|

Sprobujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jakie schematy typu (6.30) nadaja
sie do catkowania zagadnien o duzym wspétczynniku sztywnosci. W tym celu
rozpatrzymy skalarne zadanie modelowe

(6.39) %u@%zhdﬂ,u@)zl

gdzie A € C jest liczba zespolona. Nas beda interesowaly gtoéwnie wartosci A
takie, ze R(N\) < 0.

Jedli do zadania (6.39) zastosujemy schemat (6.30) to otrzymamy réwna-
nie réznicowe liniowe o stalych wspétczynnikach

q q
> ajur; = hAY By,
j=0 j=0

ktorego wielomian charakterystyczny jest postaci
(64(]) 7T(Z, 77’) = p(Z) o 71,0'(2)7
gdzie h = \h, oraz jak poprzednio

q .
p(z) =3 a2,
=0
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o(z) = Z ﬁjzj.
=0

Poniewaz dla ®(A\) < 0 nasze zadanie modelowe (6.39) ma jedynie roz-
wigzania ograniczone rozsadne jest wymaganie od schematu réznicowego
tego, aby jego rozwigzania byly réwniez ograniczone, gdy k — oo.
Poniewaz rozwigzanie ogolne dla naszego schematu jest postaci

U = i Cs<s<ﬁ>k7
s=1

gdzie ((h), sa pierwiastkami wielomianu (6.40), za$ C,, s = 1,2,---,m
sa dowolnymi statymi, warunkiem koniecznym sensownego funkcjonowania
schematu dla zadan sztywnych jest to aby |¢(h)| < 1 dla mozliwie szerokiego
zakresu liczb zespolonych h takich, ze R(h) < 0. Prowadzi to do pojecia

Obszar stabilnosci absolutnej schematu (6.30). Obszar stabilnosci ab-
solutnej schematu (6.30) jest to zbior Q(m) wszystkich takich liczb zespolonych
h, dla ktérych wszystkie pierwiastki ¢(h) wielomianu (6.40) 7(z, h) majg mo-
duty nie wieksze od 1.

Schematy idealne do catkowania zadan sztywnych, to takie, ktérych obszar
stabilnosci absolutnej zawiera cala pétptaszezyzne R(z) < 0, gdyz teoretycz-
nie pozwalajg one na catkowanie zagadnien o dowolnie duzym wspotczynniku
sztywnosci o(m) przy uzyciu dowolnego kroku h. Zatem ograniczeniem jest
tylko doktadnos¢. Takie schematy nazywajg sie A-stabilne.

Znajdzmy obszary stabilnosci absolutnej dla kilku prostych schematéw.
1. Schemat otwarty Eulera.
U1 = U + D f.
n(z,h) =z—1—h.
Stad ((h) = h + 1 i punkty h nalezace do () spetniaja nieréwnosé
|h+1] < 1.

Jest to tarcza kota na ptaszczyznie zespolonej o srodku w —1 i promie-
niu 1. Obszar jest bardzo maty. Metoda nie nadaje sie do calko-
wania zadan sztywnych.
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2. Schemat zamkniety Eulera.

U1 = Uk + ey,
7(z,h) =z—1— hz.

Stad ((h) = ﬁ Zatem obszar stabilnosci absolutnej dla schematu
zamknietego Eulera to zbiér wszystkich takich h, dla ktorych zachodzi
nierownos¢ -

|h— 1| > 1.
Jest to obszar zewnetrzny w stosunku do tarczy kota o promieniu

1 i srodku 1. Obszar stabilnosci absolutnej jest ogromny i zawiera
calg polplaszczyzne R(z) < 1. Schemat jest A-stabilny.

3. Schemat trapezéw.

h
Upt1 = Ug + §<fk + fr+1),

w(z,h)=2z—1—=(2+1),

I
Do | S

— h _ - 22
stad ((h) = ii Niech h = a + ib, a wiec |C(h)[]? = Z 10 Zatem

h T (2—a)?+0%
warunek |¢(h)| < 1 zachodzi, gdy a = R(h) < 0 Oznacza to, ze

Q(h) = {z € C|R(z) < 0}.
To znaczy, ze metoda trapezéw jest A-stabilna.

Widzimy stad, ze schemat zamkniety Eulera jest znacznie lepszy od schematu
Eulera otwartego, jesli chodzi o zastosowanie do zadan sztywnych. Okazuje
sig, ze jest to ogdlna reguta: wszystkie schematy zamkniete maja odszar sta-
bilnosci absolutnej wigkszy niz ich odpowiedniki otwarte. Jednak zaden ze
schematow typu (6.30), za wyjatkiem schematéw Eulera zamknietego i sche-
matu trapezéw nie jest A-stabilny. Mozna pokazac, ze wsréd schematow
A-stabilnych, schemat trapezow jest optymalny w tym sensie, ze ma rzad 2
(najwyzszy mozliwy!) i ma najmniejszy mozliwy wspolczynnik rozwiniecia
reziduum cs. 8

18Patrz wzér (6.36).
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Kilka uwag na koniec.

e Schematy wielokrokowe stosowane w trybie PREDICTOR - COR-
RECTOR przy matej liczbie iteracji sa szybsze niz schematy typu
Runge-Kutty. Schematy obu typéw mogg mie¢ dowolnie wysoki rzad.
Schematy typu Runge - Kutty moga stuzy¢ do wyznaczania punktow
startowych. Wada schematéw wielokrokowch w przedstawionej tu pry-
maitywnej postaci jest trudnos¢ dokonania zmiany kroku w biegu. Ist-
nieja jednak algorytmy opracowane na podstawie schematéw wielokro-
kowych dla ktorych sprawa zmiany kroku calkowania nie jest proble-
mem (na przyktad tak zawna Metoda Geara).

e Nalezy unika¢ stosowania schematow, ktore nie sa silnie stabilne.

Dobre schematy do zadan nie sztywnych, to schematy Adamsa.

e Schemat otwarty Adamsa - Bathforth’a - moze stuzy¢ jako PRE-

DICTOR.
q—1
Uktg = Uktg1 = h Y Bjfirj.
J=0
Wspélczynniki j3;
o/l 0 [ 1 [ 2 [ 3 | 4 | 5 [ rzad ]|

1 1 - 1
2 -1/2 3/2 B 2
3 5/12 -16/12 23/12 - 3
1 9/24 37/24 -59/24 55/24 - 1
5 251/720 -1274/720 2616/720 -2774/720 1901/720 - 5
6 -425/1440 2627/1440 -6798/1440 9482/1440 -7673/1440 4227/1440 6

e Schemat zamkniety Adamsa - Moultona moze stuzy¢ jako COR-
RECTOR. Nalezy w pary predictor - corrector taczy¢ schematy tego
samego rzedu.

q
Uptq = Uk4q—1 + I Z Bj frts-
=0

Wspélczynniki j3;

Cai 0 1 1 | 2 | 3 | 4 | 5 [[ rzad ]|
T 1/2 1/2 - - 2
2 “1/12 8/12 5/12 - 3
3 1/24 5/24 19/24 9/24 - 1
4 -19/720 106/720 -264/720 646/720 251/720 B 5
5 27/1440 | -173/1440 | 482/1440 | -798/1440 | 1427/1440 | 475/1440 6
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Rozdziat 7
O ROWNANIACH ROZNICZKOWYCH
O POCHODNYCH CZASTKOWYCH

Bedziemy dalej uzywaé¢ terminu rownania réozniczkowe czgstkowe zamiast
rownania rozniczkowe o pochodnych czgstkowych. Omoéowimy tu tylko dwa
bardzo proste przyktady, pokazujace dwa najwazniejsze typy zagadnien roz-
patrywanych najczesciej dla réwnan rézniczkowych czastkowych

e Zagadnienia Stacjonarne,
e Zagadnienia Ewolucyjne.

Nalezy podkresli¢, ze teoria rownan rézniczkowych czastkowych jest niepo-
rownywalnie bardziej ztazona niz teoria rownan rézniczkowych zwyczajnych.
Rozpatrujac réwnania zwyczajne, mieliSmy do czynienia tylko z operatorem
rozniczkowym jednego rodzaju

du
U — —
dt’
gdzie u : [to, to + a] — R™. Operatory rézniczkowe typu czastkowego, moga
by¢ bardzo réznorodne. Oto bardzo typowe, proste przyktady

[

_ Q%u N 0%u
022 Oy?’
gdzie u : Q — R, Q C R2 Operator A nazywa sie Laplasjanem.

Au

*u  0*u

Hu=2%_
T Ba2 oy?’

gdzie u: Q — R, Q C R%

ot or’
gdzie u : [0,T] X [a,b] = R, a € R.
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Kazdy z tych operatoréw ma zupelie inne wtasnosci! Oczywiscie, mozemy
mie¢ do czynienia z o wiele bardziej skomplikowanymi operatorami réznicz-
kowymi, operatorami zaleznymi od wigkszej liczby zmiennych i.t.p.

Czesto spotykane w réznego rodzaju zastosowaniach jest zagadnienie
brzegowe Dirichleta dla réwnania Poissona. Jest to typowe zagadnienie
stacjonarne. Niech Q C R2. Poszukujemy funkcji v : Q — R, cigglej na
domknieciu € zbioru otwartego €, takiej ze

(7.1) —Au(p) = f(p), p=(v,y) €,

(7.2) u(p) = ¢(p), p e o

Funkcja f : Q2 — R, jest prawq strong rownania Poissona, zas ¢ : 92 — R,
prawg strong warunku brzegowego Dirichleta, postawionego na brzegu 0€2 ob-
szaru §2. Funkcje te, oraz obszar () okreslaja nasze zagadnienie. Nie mamy tu
do czynienia z zaleznoscig poszukiwanej funkcji u od czasu, przedstawianego
zwykle zmienna niezalezna t. Mdéwimy, ze nie ma tu ewolucji rozwigzania w
czasie - zagadnienie jest stacjonarne. Trzeba podkresli¢, ze ksztalt obszaru
2 odgrywa bardzo wazna role w teorii i numeryce tego zagadnienia. Jesli
funkcje f i ¢ sa dostatecznie regularne, to zagadnienie (7.1)(7.2) ma jedno-
znaczne rozwigzanie w obszarze wypuktym €2 o dostatecznie gtadkim brzegu.
Jesli ¢ = 0, to zagadnienie Dirichleta nazywa si¢ jednorodne. Zagadnienie
(7.1)(7.2) ma wiele interpretacji fizycznych. Jedna z nich (gdy ¢ = 0, jest
jest opis ksztaltu membrany umocowanej na brzegu 02, na ktéra dziala sita
opisana funkcja f.
Bardzo typowym przyktadem zagadnienia ewolucyjnego jest

ou ou
(7.3) E—l—c%—o, t>0, x>0, ¢>0,
(7.4) u(0,2) = ¢(x) = >0, warunek pocztkowy,
(7.5) u(t,0) =(t) t >0, warunek brzegowy.

Poszukujemy u : (0, 00) x (0,00) — R. Jest to zagadnienie mieszane, poczgt-
kowo - brzegowe. Zmienna x, to zmienna przestrzenna. Zmienng t interpre-
tujemy jako czas.
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e warunek poczatkowy podaje wartos¢ rozwiazania w chwili ¢ = 0
e warunek brzegowy okresla, co dzieje si¢ z u w czasie t na osi x = 0

Dla réwnania (7.3) rozwaza sie réwniez zagadnienie poczgtkowe - zagadnienie
Cauchye’qo

ou ou
. — — = >
(7.6) 8t+08x 0 xeR, t>0

(7.7) u(0,z) = ¢(z), ze€R.

Zagadnienie (7.6)(7.7) tatwo jest rozwiazaé, jesli zatozy¢, ze funkcja ¢ jest
rozniczkowalna. Zauwazmy bowiem, ze

(7.8) u(t,z) = ¢(x — ct).
I[stotnie
u(0,z) = (),

u = —¢ (x — ct)e,

Ug :¢<x_6t)7

skad
up + cuy = —cg (x — ct) + ¢ (x — ct) = 0.

Dla zagadnienia mieszanego (7.3)-(7.5) mozna takze napisa¢ wzor na roz-
wiazanie

[z —ct) dlaz—ct>0,
(7.9) u(t,z) = { Y(t—2) dlaz—ct<0.

Aby wzor (7.9) okreslat rozwiazanie, powinny zachodzi¢ réwnosci
/ 1 /
¢(0) = 1/1(0)7 ¢+(0> = 27/1-1-(0)
zapewniajace cigglos¢ rozwigzania wraz z pierwszymi pochodnymi. W kaz-

dym razie z powyzszych rozwazan wynika, ze jesli funkcje ¢ i ¢ sq ograni-
czone, to 1 rozwigzanie u tez jest ograniczone.
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Ewolucja fali w kierunku ---->
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Rozwiazanie u réwnania (7.3) mozna interpretowaé jako bardzo prymi-
tywna ewolucje fali w czasie. Ksztalt fali okresla funkcja warunku poczatko-
wego ¢. Ewolucja, w tym przypadku polega na przesuwaniu niezmienionej

fali wzdtuz osi x.

Zadanie 7.1 Przeprowadz analize tego co dzieje si¢ z rozwiazaniem zagad-
nienia poczatkowego i poczatkowo - brzegowego dla ¢ > 0 i dla ¢ < 0. Jaka

jest predkos¢ i kierunek przesuwania fali?

Przyjmijmy
(7.9) d(z) = " = cos ax + isin az,

gdzie a € R. Wybierajac we wlasciwy sposob wartosci «; i ktadac ¢;(z)
e'%® mozemy zapisaé szereq Fouriera jako >0 a;pj(x) a; € C. Stad wy-
nika, ze przy pomocy kombinacji liniowych funkcji ¢; mozna aproksymowac
bardzo szeroka klase funkcji, ktore chcielibysmy przyjmowaé jako warunki

poczatkowe dla naszego réwnania. Ma wigc sens rozwazanie rozwigzan row-
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nania (7.3) nastepujacej postaci
(7.10) u(t,z) = eio@=eh) = miactgion,

Rozwiazanie (7.10) ma postaé rozdzielonych zmiennych - to znaczy iloczynu
funkcji zaleznej tylko od t i funkcji zaleinej tylko od x.
Prosty podrecznik teorii réwnan rézniczkowych czastkowych - patrz [12].

O METODACH NUMERYCZNYCH

Zajmiemy si¢ tu tylko metodami réznicowymi rozwiazywania przyblizo-
nego rownan czastkowych, dla dwoch opisanych tu przyktadow: zadania sta-
cjonarnego i zadania ewolucyjnego. Nie bedzie to szczegdtowa analiza pro-
blemu. Naszym celem jest wskazanie pewnych istotnych cech zagadnienia.
Nalezy tu wspomnie¢, ze bardzo wazna role w tej dziedzinie numeryki od-
grywajg rowniez inne typy metod numerycznych, wsrod ktérych nalezy na
pierwszym miejscu wymienié¢ metody elementu skorniczonego (patrz na przy-
ktad [10], [11]).

Najpierw zajmiemy sie kr6tko zagadnieniem stacjonarnym (7.1) (7.2).
Niech obszar €2 bedzie prostokatem

Q =1[0,a] x [0,b].
Na prostokacie €2 zbudujemy siatke punktow

vy =khy, y;=jha, k=01, N, j=01--- M, h = % hy = %
Metody réznicowe polegaja na konstrukcji rownan réznicowych - schematow
roznicowych, ktérych rozwigzania aproksymujg poszukiwane przez nas roz-
wiazania réwnan rézniczkowych, gdy h — 0, gdzie h = max{hy, ho}. Jest
wiele mozliwosci konstrukeji takich réwnan dla zagadnienia (7.1) (7.2), nie
wszystkie jednak muszg mie¢ wymagane wtasnosci aproksymacyjne. Okazuje
sie, ze dobra metode réznicows otrzmamy, na przyktad, zastepujac pochodne
w réwnaniu (7.1) réznicami dzielonymi

CUg—1j — 20k Uk Ukg—1 — 2Uky + Ukt
2 2
hi h3
dla0 <k <N, 0<j<M, za$

uo; = ¢oj = ¢(0,y;), un;=én; = d(a,y;),

(7.11) = frj = f(Tx, y5)

152



(7.12) Uko = G0 = (k. 0), wpnmr = G = O(xk, b).

Tutaj uy; oznacza warto$¢ funkcji siatkowej w weZle siatki (xy,y;). Funkcja
ta jest rozwiazaniem uktadu réwnan (7.11)(7.12), i a priori, nic nie mozna
powiedzieé¢ o zwiazku u(zy, y;) oraz u ;. Zwré6émy uwage na to, ze chodzi tu o
poréwnanie funkcji dziatajacych w zupelnie innych przestrzeniach. Dowodzi
si¢ (patrz na przyktad [10], [11]), ze istotnie, rozwiazanie réwnan (7.11)(7.12)
maja wymagane wlasnosci aproksymacyjne.

Przyjrzyjmy sie blizej réwnaniom (7.11)(7.12). Jesli utworzymy wektor

u= [u1,1, U2, - 7uN—1,M—1]T,

to tatwo zauwazymy, ze réwnania te dadza sie zapisa¢ jako uktad réwnan
liniowych algebraicznych

(7.13) Au =g,

gdzie macierz A jest piecio - diagonalna wymiaru (N — 1)(M — 1) x (N —
1)(M —1), za$ sktadowe wektora g, wyrazaja sie poprzez wartosci funkeji f i ¢
w punktach siatki. Uktad ten stuzy do obliczania przyblizonego rozwigzania
naszego problemu rézniczkowego.

Uktad (7.13) jest Zle uwarunkowany. Jego wspdtezynnik uwarunkowania
cond(A) jest rzedu max{ﬁlg, ﬁlg} i uwarunkowanie ukladu pogarsza sie wraz
z zageszcezaniem siatki - to jest wraz z polepszaniem aproksymacji. W przy-
padku, gdy siatka jest kwadratowa to znaczy, gdy hy = ho, macierz A jest
symetryczna i dodatnio okreslona. Dobrze wigc tu stosowaé¢ metody CGMR
lub CGME z odopwiednim preconditingiem.

Zadanie 7.2

Dla kwadratu ©Q = [0,a] x [0,a], oraz dla siatki kwadratowej, gdy N =
M = 10 rozpisz macierz A uktadu (7.13). Przyjrzyj sie strukturze macierzy
w zaleznosci od uporzadkowania punktow siatki.

Zajmiemy sie teraz zagadnieniem ewolucyjnym. Zbudujemy siatke
o statych krokach h i 7 w kierunku osi x i osi ¢ odpowiednio. Oznaczmy
rozwigzanie rOwnania roznicowego w punkcie siatki xp = kh, t, = Tn przez
ug. Pochodne zastapimy przez réznice dzielone
u(t+7,2) —u(t, )

Ut(t,ﬂf) - )
T
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u(t,x + h) —u(t,x)

W .
Niech A = 7. Ze wzgledu na kierunek ruchu fali, narzuca sie naste¢pujacy
sposob konstrukcji schematu rézniowego

uz(t, ) —

(714) uz—ti - UZ+1 + )\C(UZH - UZ) = 07 c> 07
lub
(7.15) Wt = w4 et — ) =0, ¢ 0.

Sa to tak zwane schematy upwind. Pierwszy ze schematow jest otwarty, drugi
zamkniety (patrz rozdzial o rownaniach zwyczajnych). Zatem schemat (7.15)
wymaga rozwiazywania ukladu rownan liniowych na kazdym kroku czaso-
wym. Zauwazmy, ze oba schematy nadaja sie do rozwiazywania zagadnienia
brzegowego (7.1) - (7.3). Natomiast schematem otwartym (7.14) mozna roz-
wiazywaé tylko zagadnienie poczatkowe (dla czego?). Oto stencil tych sche-
matow.
Dla schematu otwartego:

n+1
n L%
Ek+1
Dla schematu zamnigtego:
n+1 *
n
Ek+1

Ksztalt przypominajacy zagiel jaki ma stencil schematu otwartego uzasadnia
nazwe schematow upwind.

Sprobujmy przeprowadzi¢ nieco dokladniejszg analize tych dwoch sche-
matow. Postuzymy sie w tym celu metodqg Fouriera. Przez analogie ze wzo-
rem (7.10) mozemy sprobowaé poszukiwaé rozwigzan réwnan (7.14) i (7.15)
w postaci

(7.16) uy = fy"emk,



gdzie v € C, za$ a € R. Dla dowolnego a € R, bedziemy starali si¢ wyzna-
czy¢ y(a), tak aby ciag {u}} spelnial, dla kazdego n i k odpowiednie réwnanie
(7.14) lub (7.15). Zauwazmy, ze u} = y"e** spelnia ograniczony warunek
poczatkowy ul = e*, o € R. Biorac pod uwage opisane wyzej wtasnosci
rozwiagzan rozwazanych rownan widzimy, ze jesli wykazemy, ze wzér (7.16)
okresla rzeczywiscie rozwigzanie schematéow (7.14) i (7.15), to warunkiem
koniecznym dobroci naszych schematéw bedzie to, ze |y(«)|™ nie rosnie do
nieskoniczonosci, gdy n — oo, gdyz ograniczone rozwigzanie réownania 10z-
niczkowego nie moze bycé poprawnie aproksymowane funkcjg nieograniczong!
Powyzszy warunek jest spetniony, gdy

(7.17) V()] <1,

Mozna wykazaé,ze (7.17) jest warunkiem dostatecznym stabilno$ci rozwa-
zanych schematow. Stad zas wynika zbieznosé. Mozna o tym przeczytaé w
[13].

Zbadamy teraz (metoda Fouriera) stabilnos¢ schematéw (7.14) i (7.15).
Podstawiajac najpierw wzor (7.16) do schematu (7.14), po tatwych rachun-
kach otrzymamy warunek dla («)

(@) =1 = Ac+ Aee ™™,
i stad
Iv(a)]? = 1 — 2Xe(1 — Ae)(1 — cos a).
Widac¢ stad, ze jesli 1 — Ac < 0, lub inaczej, jesli
T 1
(7.18) F=A<-,
to |y(a)]? <1, dla kazdego o € R

Schemat otwarty (7.14) jest zatem stabilny - a wiec zbiezny jesli kroki

siatki spetniaja nastepujaca nieréwnosé
h

(7.19) T<—, ¢>0.
c

Méwimy, ze schemat otwarty (7.14) jest warunkowo stabilny.

Zbadamy jeszcze schemat (7.15)

n+1 n n+1 n+1y __
Uppy — Upyy + )‘C<uk+1 —up") =0,
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Podstawiajac u} = y"e!**, otrzymamy

1
14 e — Aeei@

v(a)

stad
1

2 _
RICHE (1+ Ac)2 + X2¢2 — 2X¢(1 + A¢) cos o

Zatem warunkiem stabilnosci jest

14+ 2Xe(14+ Ae)(1 —cosar) > 1

Ze wzgledu na to, ze 1 —cosa > 01 ze Ac > 0 warunek stabilnosci jest zawsze
speliony. Méwimy wiec, ze schemat zamkniety (7.15) jest bezwarunkowo sta-
bilny. A wiec tatwy do stosowania schemat otwarty wymaga, aby kroki siatki
spetiaty warunek 7 < % Trudniejszy do stosowania schemat zamkniety nie
wymaga zadnych dodatkowych warunkow - jest zawsze stabilny.

Zadanie 7.3

1. Zbadaj przy pomocy metody Fouriera schemat z parametrem 0 < x < 1

uZﬂ —up g + K e(up ., —up) + (1 — H))\C(UZ:H —uptt)y =0,

gdy ¢ > 0. Co zrobi¢, jesli ¢ < 07
2. Zbadaj przy pomocy metody Fouriera schematy
(a)
n+1 1 n n €/ n n
Uy — 5(7%—1 +upy) + >\§(Uk+1 —up_q) =0,
dlac<0ic>0.

(b)

C
n+1 n n n _
Up ' — U+ >\§(Uk+1 —up_,) =0,

réwniez dla ¢ < 01¢ > 0.
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