
Egzamin z modelowania

28 stycznia 2008

Ustalenia wst¦pne. Zadania oceniamy binarnie. Ocena ko«cowa to 2+(liczba
zrobionych zada«) dla osób, które ucz¦szczaªy na ¢wiczenia i 1+(liczba zro-
bionych zada«) dla pozostaªych. Ka»dy mo»e e-mailem zasi¦gn¡¢ informacji,
czy naszym zdaniem ucz¦szczaª na ¢wiczenia. Tak jak mówiªem, egzamin
trwa do godziny 24 w niedziel¦ 3. lutego, a przysªane zadania oceniamy
po 48 godzinach od ich otrzymania. Je±li jeszcze b¦dzie czas, niezaliczone
zadanie b¦dzie mo»na wtedy przysªa¢ ponownie. Gdyby±my si¦ z przyczyn
losowych opó¹nili ze sprawdzeniem, damy w razie potrzeby dodatkowy czas
na rozwi¡zanie tego zadania. Zawsze mo»na pyta¢ o tre±¢ zada«.

Zadanie 1. Znale¹¢ przynajmniej 4 punkty staªe ukªadu równa« ró»niczko-
wych zwyczajnych
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y′ = 3x− 3x2 + y − y3 +
3
4
xy − 3

4
xy2

Okre±li¢, które spo±ród tych punktów staªych s¡ hiperboliczne.
Poda¢ typ hiperbolicznych punktów staªych.

Zadanie 2. Prosz¦ wpisa¢ do Google terminy �panic� i �cellular� a szybko
znajd¡ Pa«stwo doktorat (po angielsku) na temat modelowania tªumu za po-
moc¡ automatu komórkowego. Prosz¦, by¢ mo»e inspiruj¡c si¦ tym doktora-
tem, zaproponowa¢ mo»liwie nieskomplikowany automat komórkowy mode-
luj¡cy, przy zaªo»eniu sensownego stanu pocz¡tkowego, nast¦puj¡c¡ sytuacj¦,
któr¡ widziaªem 1. listopada w jednej z bram Cmentarza Pow¡zkowskiego.
Z obu stron bramy napieraªy na siebie dwa tªumy: chc¡cych wej±¢ na cmen-
tarz i chc¡cych wyj±¢. Otó» w samej bramie stali policjanci i oddzielali ruch
w obie strony, ale poza bram¡, z ka»dej strony osobno, napieraj¡cy tªum
spychaª id¡cych w przeciwn¡ stron¦ pod sam mur, skutecznie hamuj¡c ich
ruch i powoduj¡c wzrost tªumu pod drugiej stronie, hamuj¡cego ich wªasny
marsz. Wida¢ to na obrazku poni»ej.
Pytanie dodatkowe: czy mo»na ten model wyposa»y¢ w jak¡± lokaln¡ (tzn.
niezale»n¡ w dziaªaniu od poªo»enia komórki) reguª¦, która zapobiegaªaby
takiemu niekorzystnemu rozwojowi sytuacji?
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Zadanie 3. Dany jest trójstanowy N -komórkowy automat, którego komórki
tworz¡ cykl, tzn. funkcja przej±cia automatu f ma posta¢

x′n = f(xn−1, xn, xn+1), 1 < n < N

x′1 = f(xN , x1, x2)
x′N = f(xN−1, xN , x1).

Stany oznaczone s¡ liczbami: 1,2,3.
Zde�niuj f tak, by automat stabilizowal si¦ z ka»d¡ komórk¡ w stanie 1
wtedy i tylko wtedy, gdy w chwili pocz¡tkowej tyle samo komórek jest w
stanie 2 co w stanie 3.

Zadanie 4.

• Dana jest kula wystrzelona przez armat¦. Mierzymy jej poªo»enie co
1 sekund¦. Ile pomiarów potrzeba, by ustali¢ wspóªczynniki i warunki
pocz¡tkowe równania opisuj¡cego ruch kuli armatniej? Zakªadamy, »e
pomiary s¡ dokªadne i nie wyst¦puj¡ opory ruchu.

• Dany jest oscylator harmoniczny. Mierzymy jego poªo»enie co 1 se-
kund¦. Ile pomiarów potrzeba, by ustali¢ wspóªczynniki i warunki
pocz¡tkowe równania opisuj¡cego ruch tego oscylatora? Zakªadamy,
»e pomiary s¡ dokªadne i nie wyst¦puj¡ opory ruchu.

Zadanie 5. W klasycznej teorii gier mówi si¦ o:

• Równowadze Nasha, która jest takim wektorem strategii poszczegól-
nych graczy, »e »aden z nich nie zyskuje, jednostronie zmieniaj¡c swoj¡
strategi¦.
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• Rozwi¡zaniu optymalnym w sensie Pareto, które jest takim wektorem
strategii poszczególnych graczy, »e »adna zmiana tego wektora (by¢
mo»e na wielu pozycjach) nie spowoduje, »e przynajmniej jeden z gra-
czy istotnie zyska na zmianie, a nikt nie straci.

Rozwa»my jeszcze jedno poj¦cie, nazwijmy je umownie niby-równowag¡.
Otó» wektor stategii jest tak¡ niby-równowag¡, gdy nie istnieje dwuelemen-
towy podzbiór zbioru graczy taki, »e mog¡ oni, zmieniaj¡c swoje i tylko swoje
strategie, spowodowa¢, »e co najmniej jeden z nich zyska na tej zmianie, a
drugi na niej nie straci.
W grach dwuosobowych niby-równowaga to rozwi¡zanie optymalne w sensie
Pareto i na odwrót. Czy jest tak i dla wi¦kszej liczby graczy? Czy istniej¡ gry
wieloosobowe bez niby-równowagi? Czy mo»na za pomoc¡ niby-równowagi
powiedzie¢ co± ciekawego o zjawisku korupcji? Jakie jeszcze pytania mate-
matyczne mo»na sobie postawi¢ na temat niby-równowagi?
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