Egzamin z logiki, 04/09/2000

1. NiechN bedzie standardowym modelem arytmetyki, nad standardowa syg-
natura, sktadajaca sie z symbelj x,0,1, < .
Mowimy, ze funkcjaF : w — w jestdefiniowalna gdy istnieje formuta
»(z,y) nad sygnatura arytmetyki taka, ze kazdego waitovaniav : X —
w zachodzi
N = olv] wtw o(y) = F(u(x)).

Udowodnt, ze j&li funkcja F : w — w jest definiowalna, to jest tez defin-
iowalna funkcjaiz : w — w dana wzorem

Gn) = 0 gdyn =0,
T FGm-1) gdyn > o.

2. Niech A bedzie klasa algebr nad pewna algebraiczna sygnatufdiech
Spec(A) oznacza, tak jak niegdyna kolokwium,spektrumA, czyli zbiér
{n € w /istniejeA € A takie, ze|A| = n.}.
Udowodnt, ze j&li A jest rozmait8cia algebr, tdSpec(A) jest zamkniete
na mnozenie: @i m,n € Spec(A),tom - n € Spec(A).
Pod& przykitad takiej klasy algehA nad sygnaturg: (ktéra tez jest do
wyboru), ktéra jest definiowalna, ale jej spektrum nie jest zamkniete na
mnozenie.

3. NiechX bedzie sygnatura algebraiczna, sktadajaca sie z jednego symbolu
f € ©F'. Rozpatrujemy algebré = (w, f*), gdzie

%Y gdyz £ 0luby # 0,
f(z,y) = .
0 gdyz=0iy=0.

Napis& taka formute pierwszego rzediz) nad>, z jedna zmienna wolna
x, ktéra definiuje liczbg, t.j., taka, ze dla kazdego wagtiowaniav : X —
w zachodziE = ¢[v] wiw v(z) = 1.

4. Niech dany bedzie niesprzeczny, 8kmony zbiér zda A nad pewna ustalona
i rbwniez skaczona sygnaturg. Wykaza, ze istnieje zbiorhy C A taki,
ze Ay E A, a ponadto zdania W\, sa niezalezne: dla kazdegoe A
mamyAo \ {e} [~ .

5. Pod& charakteryzacje zbioru wszystkich liczb kardynalnych (macya-
kich, ze zachodzi nastepujaca witastio

Dla kazdej sygnatury 3. i kazdej klasy A struktur nad ¥, jesli klasa A jest
aksjomatyzowalna, to jest tez aksjomatyzowalna podklasa A, sktadajaca sig
ze struktur mocy nie wigkszej niz n.



10.

. Rownat s = t nad sygnatura algebraiczRanazywamydziwng gdy F'V (s)N

FV(t) = 0, a ponadto zaden z term&wt nie jest zmienna.

Przyptmy, zeE jest zbiorem wszystkich réwisei dziwnych nads, oraz
ze A jest algebra nall taka, zeA = E. Udowodnt, ze dla kazdege € w
i kazdegof € ©F', 4 jest funkcja stata. Czy z powyzszych zathagynika
tez, ze|A| = 17

. Niechp bedzie zdaniem

(Vx flai(x),a2(x)) = 1:) A (Va:Vyal(f(x,y)) =z Aax(f(x,y)) = y)

Czy ¢ ma model o co najmniej dwéch elementach?

. Udowodng, ze klasa wszystkich struktiér = (A, E*) nad sygnatura sktada-

jaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjiedgdakich, ze
E* jest relacja rownowazrszi, ktéra nie zawiera dwéch klas abstrakcji
réwnej mocy, nie jest aksjomatyzowalna.

. NiechB bedzie wolna algebra Boole’a (t.j., algebra wolna w klasie wszys-

tkich algebr Boole’'a) ze zbiorem wolnych generatorGwo mocyc. Jakiej
mocy jest zbidr wszystkich podalgeBr

Niech sygnatura algebraiczhazawiera wytacznie jeden symbgl oper-
acji jedoargumentowej. Zaktadamy, 2eeslementowa algebrA nad>: ma
doktadnie dwie kongruencje. Udowodnize istnieje pojedynczy element
x € Ataki, ktory generuje cata algebsg t.j., [z] = A.



