
1. Niech A = 〈ω \{0},nwdA〉 b ↪edzie algebr ↪a, gdzie nwd ∈ ΣF
2 , przy czym

dla wszystkich m,n ∈ ω

nwdA(m,n) = najwi ↪ekszy wspólny dzielnik m i n.

Napisać formu l ↪e ϕ(x) nad Σ definiuj ↪ac ↪a w lasność ,,być liczb ↪a pierwsz ↪a”,
tj., tak ↪a, że dla wszystkich wartościowań v : X → ω

X |= ϕ[v] wtw v(x) jest liczb ↪a pierwsz ↪a.

2. Niech Y = 〈ω, SY, βY,≤Y〉 b ↪edzie struktur ↪a nad sygnatur ↪a Σ, która
sk lada si ↪e z symboli S ∈ ΣF

1 , β ∈ ΣF
3 oraz ≤∈ ΣR

2 , przy czym dla
każdych n, t, p, i ∈ ω

SY(n) = n+ 1

βY(t, p, i) = β(t, p, i),

gdzie β to funkcja beta Gödla, znana z wyk ladu, zaś ≤Y to zwyk la
nierówność.

Napisać formu l ↪e ϕ(x, y, z) nad Σ definiuj ↪ac ↪a dodawanie, tj., tak ↪a, że
dla wszystkich wartościowań v : X → ω

Y |= ϕ[v] wtw v(x) + v(y) = v(z).

3. Wykazać, że jeśli klasa A struktur pewnej ustalonej sygnatury Σ nie
jest aksjomatyzowalna, to klasa Mod(Σ)\A, z lożona z wszystkich tych
struktur sygnatury Σ, które nie należ ↪a do A, nie jest definiowalna.

Podać taki przyk lad aksjomatyzowalnej klasy A nad sygnatur ↪a Σ (któr ↪a
też można sobie wybrać), że Mod(Σ) \A nie jest aksjomatyzowalna.

4. Przypuśćmy, że ∆ jest zbiorem zdań nad sygnatur ↪a Σ, który ma mo-
del nieskończony, oraz, że każde dwa przeliczalne modele ∆ s ↪a izomor-
ficzne (o takich ∆ mówi si ↪e, że s ↪a ℵ0-kategoryczne). Udowodnić, że
dla każdego zdania ϕ nad Σ, albo ∆ |= ϕ albo ∆ |= ¬ϕ (innymi s lowy,
∆ jest zupe lny).

5. Równość s = t nazywamy normaln ↪a, gdy FV (s) = FV (t), tj., w s i t
wyst ↪epuj ↪a dok ladnie te same zmienne.

Przypuśćmy, że E jest zbiorem równości normalnych, oraz że E `eq
s = t. Udowodnić, że s = t też jest równości ↪a normaln ↪a.
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6. Niech ϕ b ↪edzie zdaniem

∀x∀y (y = f(g(x))→ (∃u (u = f(x) ∧ y = g(u))))

oraz niech ψ b ↪edzie zdaniem

∀x [f(g(f(x))) = g(f(f(x)))].

Czy {ψ} |= ϕ?

7. Udowodnić, że klasa wszystkich struktur A = 〈A,EA〉 nad sygnatur ↪a
sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego E
i takich, że EA jest relacj ↪a równoważności, która ma wy l ↪acznie klasy
abstrakcji parzystej mocy, nie jest definiowalna.

8. Niech A b ↪edzie algebr ↪a woln ↪a ze zbiorem wolnych generatorów G, w
pewnej klasie A. Udowodnić, że dla każdej relacji równoważności r ⊆
G×G istnieje kongruencja r̄ ⊆ A×A taka, że r̄∩ (G×G) = r. (Można
to wyrazić stwierdzeniem, że r roszerza si ↪e do kongruencji w A.)

Wykorzystuj ↪ac przestrzenie liniowe nad cia lem R jako przyk lad, udo-
wodnić, że może istnieć wiele różnych kongruencji r̄, rozszerzaj ↪acych
dan ↪a relacj ↪e równoważności r w G.

9. Opisać wszystkie kongruencje algebry A = 〈{0, 1, 2, 3},minA,maxA〉,
gdzie min,max ∈ ΣF

2 , a minA,maxA s ↪a odpowiednio operacjami mak-
simum i minimum.

10. Niech P = 〈P(ω),∩P,∪P〉 b ↪edzie krat ↪a podzbiorów ω ze zwyk lymi
dzia laniami teoriomnogościowymi. Udowodnić, że P× P ∼= P.

2


