. Niech A = (w\ {0}, nwd"*) bedzie algebra, gdzie nwd € I, przy czym
dla wszystkich m,n € w

nwd®(m, n) = najwiekszy wspélny dzielnik m i n.

Napisaé formule ¢(x) nad ¥ definiujaca wlasnosé ,,by¢ liczba pierwsza”,
tj., taka, ze dla wszystkich wartosciowan v : X — w

X E plv] wtw v(x) jest liczba pierwsza.

. Niech Y = (w,SY, 8¥, <¥) bedzie struktura nad sygnatura ¥, ktéra
sktada sie z symboli S € X', 8 € ¥ oraz <e XF, przy czym dla
kazdych n,t,p,7 € w

S¥(n)=n+1
BY(t,p,i) = B(t, p, i),

gdzie B to funkcja beta Godla, znana z wykladu, zaé <Y to zwykla
nierownosé.

Napisaé¢ formute ¢(x,y, z) nad ¥ definiujaca dodawanie, tj., taka, ze
dla wszystkich wartosciowan v : X — w

Y = ¢lv] wtw v(z) +v(y) = v(2).

. Wykazag, ze jesli klasa A struktur pewnej ustalonej sygnatury 3 nie
jest aksjomatyzowalna, to klasa Mod(X)\ A, zlozona z wszystkich tych
struktur sygnatury >, ktére nie naleza do A, nie jest definiowalna.

Podaé taki przyklad aksjomatyzowalnej klasy A nad sygnatura ¥ (ktéra
tez mozna sobie wybracd), ze Mod(X) \ A nie jest aksjomatyzowalna.

. Przypus$émy, ze A jest zbiorem zdan nad sygnatura X, ktéry ma mo-
del nieskoniczony, oraz, ze kazde dwa przeliczalne modele A sa izomor-
ficzne (o takich A méwi sie, ze sa No-kategoryczne). Udowodnié, ze
dla kazdego zdania ¢ nad ¥, albo A |= ¢ albo A = = (innymi slowy,
A jest zupekny).

. Réwnosé s = t nazywamy normalna, gdy FV(s) = FV(t), tj., wsit
wystepuja dokladnie te same zmienne.

Przypu$émy, ze E jest zbiorem réwnosci normalnych, oraz ze E
s = t. Udowodni¢, ze s =t tez jest réwnoscia normalna.



6.

10.

Niech ¢ bedzie zdaniem

Vavy (y = f(9(x)) — Gu(u = f(z) Ay = g(u))))

oraz niech 1) bedzie zdaniem

v [f(g(f(2))) = g(f(f(x)))].

Czy {¢} 7

Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur A = (A, E*) nad sygnatura
skladajaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego E
i takich, ze E® jest relacja réwnowaznosci, ktéra ma wylacznie klasy
abstrakcji parzystej mocy, nie jest definiowalna.

Niech A bedzie algebra wolna ze zbiorem wolnych generatorow G, w
pewnej klasie A. Udowodnié, ze dla kazdej relacji réwnowaznosci r C
G x G istnieje kongruencja 7 C A x A taka, ze 7N (G x G) = r. (Mozna
to wyrazi¢ stwierdzeniem, ze r roszerza sie do kongruencji w A.)
Wykorzystujac przestrzenie liniowe nad cialem R jako przyktad, udo-
wodnié¢, ze moze istnie¢ wiele réznych kongruencji 7, rozszerzajacych
dana relacje réwnowaznoéci r w G.

Opisaé wszystkie kongruencje algebry A = ({0,1,2,3}, min®, max*),
gdzie min, max € ¥’ a min®, max® sa odpowiednio operacjami mak-
simum i minimum.

Niech P = (P(w),N",U") bedzie krata podzbioréw w ze zwyklymi
dzialaniami teoriomnogo$ciowymi. Udowodnié, ze P x P = P.



