
1 Rozmaitości i tw. Birkhoffa

1. Czy klasa wszystkich cia l nad sygnatur ↪a ΣF
0 = {0, 1},ΣF

1 = {−},ΣF
2 =

{+, ∗} , po dodaniu algebr jednoelementowych nad Σ, jest rozma-
itości ↪a?

2. Czy klasa krat zupe lnych, rozpatrywanych jako struktury algebraiczne
nad ΣF

2 = {∨,∧}, jest rozmaitości ↪a?

3. Czy klasa F wszystkich cia l skończonej charakterystyki jest rozma-
itości ↪a?

4. Pokazać, że każda klasa algebr, zamkni ↪eta na produkty uogólnione,
podalgebry i dzielenie przez kongruencje, jest aksjomatyzowalna przez
zbiór równości.

5. Czy istnieje algebra niejednoelementowa, któr ↪a można opisać z dok ladności ↪a
do izomorfizmu zbiorem równości? Dok ladnie: czy istnieje algebra
niejednoelementowa A i zbiór równości E nad sygnatur ↪a A takie, że
Mod(E) = {B / B ∼= A}?

6. Udowodnić, że dla dowolnego zbioru W algebr nad wspóln ↪a sygnatur ↪a,
istnieje najmniejsza (ze wzgl ↪edu na zawieranie) rozmaitość V taka, że
W ⊆ V.

7. Niech V b ↪edzie najmniejsz ↪a rozmaitości ↪a zawieraj ↪ac ↪a algebr ↪e A. Udo-
wodnić, że każda algebra B ∈ V spe lnia dok ladnie te same równości,
co A.

8. Pokazać, że jeśli sygnatura Σ zawiera tylko jeden symbol operacji, i
ta operacja jest jednoragumentowa (o takich sygnaturach mówimy, że
s ↪a monounarne), oraz V jest rozmaitości ↪a algebr nad Σ, to V jest
definiowalna pojedyncz ↪a równości ↪a.

9. Niech p(x) b ↪edzie termem z jedn ↪a zmienn ↪a woln ↪a x, oraz niech ∆
b ↪edzie zbiorem równości, oba nad sygnatur ↪a Σ. Pokazać, że jeśli ∆ |=
p(x) = x oraz Σ |= p(x) = p(y), to ∆ |= x = y, i w konsekwencji
Mod(∆) sk lada si ↪e wy l ↪acznie z algebr jednoelementowych.

2 Kongruencje

1. Wyznaczyć krat ↪e kongruencji czteroelementowej algebry Boole’a
〈P({0, 1}),∩,∪,−, ∅, {0, 1}〉.
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2. Czy każda kongruencja w każdej algebrze zawsze zawiera co najmniej
jedn ↪a klas ↪e abstrakcji, która jest podalgebr ↪a (tak, jak to jest w wy-
padku grup czy przestrzeni liniowych)?

3. Czy każda podalgebra jest zawsze klas ↪a abstrakcji pewnej kongruen-
cji (tak jak to jest w wypadku przestrzeni liniowych)? Czy odpowiedź
zmieni si ↪e, jeśli za lożymy, że sygnatura sk lada si ↪e tylko z symboli funk-
cji jedoargumentowych i sta lych?

4. Rozważmy relacj ↪e r w zbiorze P(A), gdzie A jest pewnym zbiorem,
określon ↪a nast ↪epuj ↪aco: x r y wtw |x| = |y|. Czy r jest relacj ↪a kongru-
encji w algebrze Boole’a 〈P,∩,∪,−, A, ∅〉? Jeśli tak, to prosz ↪e opisać
algebr ↪e ilorazow ↪a.

5. Udowodnić, że w dowolnym ciele K s ↪a tylko dwie kongruencje.

6. Rozważmy algebr ↪e 〈ω, S, P, 0〉, gdzie S(x) = x+ 1 oraz

P (x) =

{
x− 1 dla x > 0,
0 dla x = 0.

Udowodnić, że w tej algebrze istniej ↪a tylko dwie kongruencje.

7. Rozważmy algebr ↪e 〈Z, S, P, 0〉, gdzie Z to zbiór liczb ca lkowitych, S(x) =
x+ 1 oraz P (x) = x− 1. Opisać wszystkie kongruencje w tej algebrze.

8. Podać przyk lad algebry A (sygnatura też jest do wyboru) takiej, że ist-
nieje w niej kongruencja r, różna od identyczności, spe lniaj ↪aca A/r ∼=
A.

9. Pokaz ↪ać, że krata kongruencji Con(A) każdej algebry A, spe lniaj ↪acej
warunki zadania 8, zawiera nieskończony  lańcuch.

10. Czy jeśli krata kongruencji Con(A) pewnej algebry A zawiera nie-
skończony  lańcuch, to ta algebra musi spe lniać warunki zadania 8?

11. Niech h : A → B b ↪edzie homomorfizmem , oraz niech r b ↪edzie re-
lacj ↪a kongruencji w B. Pokazać, źe relacja ~h−1(r) = {〈a, a′〉 ∈ A ×
A / h(a) r h(b)} jest relacj ↪a kongruencji w A.

12. Udowodnić, że przy za lożeniach i oznaczeniach zadania 11, jeśli h jest
epimorfizmem, to B/r ∼= A/~h−1(r). Jak można os labić za lożenie epi-
morficzności h tak, aby teza nadal zachodzi la?
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3 Algebry wolne

1. Przypuśćmy, że algebra A jest wolna w klasie algebr A ze zbiorem
wolnych generatorów G. Pokazać, że każde przekszta lcenie h : G→ B
w uniwersum dowolnej algebry B ∈ A ma dok ladnie jedno homomor-
ficzne przed lużenie h̄ : A→ B.

2. Przypuśćmy, że algebra A jest wolna w klasie algebr A ze zbiorem wol-
nych generatorów G. Obliczyć moc zbioru wszystkich homomorfizmów
h : A→ A (takie homomorfizmy nazywamy endomorfizmami).

3. Pokazć, że dwie algebry wolne w tej samej klasie nad zbiorami wolnych
generatorów tej samej mocy, s ↪a izomorficzne.

4. Pokazać, że algebra wolna w klasie wszystkich algebr nad sygnatur ↪a Σ
o n wolnych generatorach (to określa t ↪e algebr ↪e z dok ladności ↪a do izo-
morfizmu, patrz zadanie 3), jest izomorficzna z FT (Σ, {x1, . . . , xn}).

5. Pokazać, że algebra 〈P({0, 1}n),∪,∩,−, {0, 1}n, ∅〉 jest wolna w klasie
algebr Boole’a nad zbiorem wolnych generatorów {A1, . . . , An}, gdzie
Ai = {α ∈ {0, 1}n / α(i) = 1}.
Wskazówka: Niech h : Ai 7→ bi ∈ B, gdzie B to dowolna algebra Bo-
ole’a. Określamy h̄ : {α} 7→ c1 ∧ · · · ∧ cn, gdzie

ci =

{
bi jeśli α(i) = 1,
1B −B bi jeśli α(i) = 0,

oraz h̄ : {α1, . . . , αk} 7→ h̄(α1) ∨ · · · ∨ h̄(αk). Trzeba pokazać, że h̄ jest
ż ↪adanym homomorficznym rozszerzeniem h (uwaga: dużo liczenia!).

6. Przestrzeń liniowa V nad cia lemK to algebra V = 〈V,+V, 0V, (a·V)a∈K〉,
gdzie każda z operacji jednoargumentowych a·V jest operacj ↪a mnożenia
przez skalar a z cia la K. (Oczywíscie operacje te musz ↪a spe lniać znane
aksjomaty.) Udowodnić, że każda przestrzeń liniowa nad K jest wolna
w klasie przestrzeni liniowych nad K, ze zbiorem wolnych generatorów
b ↪ed ↪acym dowoln ↪a baz ↪a.

7. Pokazać, że cia lo R liczb rzeczywistych nie jest wolne w żadnej klasie
algebr nad żadnym zbiorem wolnych generatorów, w odróżnieniu od
jednowymiarowej przestrzeni liniowej R1 nad R.
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4 Homomorfizmy, izomorfizmy, podalgebry

1. Algebra A nad Σ zawiera zero, jeśli istnieje e ∈ A takie, że dla każdego
n i każdego f ∈ ΣF

n , f
A(a1, . . . , an) = e zawsze, gdy ai = e dla pewnego

i.

(a) Pokazać, że jeśli A ma zero, oraz A ∼= B×C, to B i C maj ↪a zero.

(b) Pokazać, że jeśli A ma zero e, oraz h : B→ A jest epimorfizmem,
to ~h−1({e}) jest podalgebr ↪a w B.

(c) Pokazać, że jeśli Ai ma zero dla i ∈ I, to Πi∈IAi zawiera podal-
gebr ↪e izomorficzn ↪a z Ai, dla każdego i ∈ I.

2. Niech A,B b ↪ed ↪a dwiema algebrami tej samej sygnatury. Czy jeśli
istniej ↪a monomorfizmy h : A→ B i g : B→ A, to A ∼= B?

3. Rozważmy podalgebry algebry 〈Q,+〉, generowane odpowiednio przez
zbiory (a) {0, 1

2 , 1}, (b) {−1, 0, 1}, (c) Q, (d) {0, 1}. Które spośród nich
s ↪a izomorficzne?

4. Podać przyk lad homomorfizmu z algebry 〈{1, . . . , n}∗, ·, ε〉, gdzie · to
konkatenacja s lów oraz ε to s lowo puste, w algebr ↪e 〈P({1, . . . , n},∪, ∅〉.
Opisać wszystkie homomorfizmy id ↪ace w przeciwnym kierunku.

Wskazówka: Skorzystać z faktu, że w obrazie homomorfizmu musz ↪a
być prawdziwe wszystkie równości z algebry b ↪ed ↪acej jego dziedzin ↪a.

5. Pokazać, że jeśli g : A → B jest homomorfizmem, h : A → C jest
epimorfizmem, oraz ker(h) ⊆ ker(g), to istnieje homomorfizm k : C→
B taki, że g = k ◦ h.

6. Skonstruować dwie algebry A,B tej samej sygnatury, takie, źe zbiory
homomorfizmów A→ B i B→ A s ↪a oba puste.
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