1 Rozmaitosci i tw. Birkhoffa

1. Czy klasa wszystkich ciat nad sygnatura X" = {0,1}, 28 = {-}, 20" =
{+,*} , po dodaniu algebr jednoelementowych nad 3, jest rozma-
itoscig?

2. Czy klasa krat zupelnych, rozpatrywanych jako struktury algebraiczne
nad ¥£ = {Vv, A}, jest rozmaitoécia?

3. Czy klasa F wszystkich cial skonczonej charakterystyki jest rozma-
itoscig?

4. Pokazaé, ze kazda klasa algebr, zamknieta na produkty uogdlnione,
podalgebry i dzielenie przez kongruencje, jest aksjomatyzowalna przez
zbiér réwnosci.

5. Czy istnieje algebra niejednoelementowa, ktéra mozna opisaé z doktadnoscia
do izomorfizmu zbiorem réwnosci? Doktadnie: czy istnieje algebra
niejednoelementowa A i zbiér rownosci F nad sygnatura A takie, ze
Mod(E)={B /B = A}?

6. Udowodni¢, ze dla dowolnego zbioru W algebr nad wspdlna sygnatura,
istnieje najmniejsza (ze wzgledu na zawieranie) rozmaitosé¢ V' taka, ze

W CV.

7. Niech V bedzie najmniejsza rozmaitoscia zawierajaca algebre A. Udo-
wodni¢, ze kazda algebra B € V spemia doktadnie te same réwnosci,
co A.

8. Pokazaé, ze jesli sygnatura 3 zawiera tylko jeden symbol operacji, i
ta operacja jest jednoragumentowa (o takich sygnaturach méwimy, ze
sa monounarne), oraz V jest rozmaitoscia algebr nad X, to V jest
definiowalna pojedyncza réwnoscia.

9. Niech p(x) bedzie termem z jedna zmienna wolna x, oraz niech A
bedzie zbiorem réwnosci, oba nad sygnatura . Pokazadé, ze jesli A |=
p(z) = x oraz ¥ | p(x) = p(y), to A E = = y, i w konsekwencji
Mod(A) sklada sie wylacznie z algebr jednoelementowych.

2 Kongruencje
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. Wyznaczy¢ krate kongruencji czteroelementowej algebry Boole’a

(P({0,1}),n,U, —,0,{0,1}).



10.

11.

12.

Czy kazda kongruencja w kazdej algebrze zawsze zawiera co najmniej
jedna klase abstrakeji, ktéra jest podalgebra (tak, jak to jest w wy-
padku grup czy przestrzeni liniowych)?

Czy kazda podalgebra jest zawsze klasa abstrakcji pewnej kongruen-
cji (tak jak to jest w wypadku przestrzeni liniowych)? Czy odpowiedz
zmieni sie, jesli zalozymy, ze sygnatura sklada sie tylko z symboli funk-
¢ji jedoargumentowych i statych?

Rozwazmy relacje r» w zbiorze P(A), gdzie A jest pewnym zbiorem,
okreslong nastepujaco: zry wtw |z| = |y|. Czy r jest relacja kongru-
encji w algebrze Boole’a (P,N, U, —, A, 0)? Jedli tak, to prosze opisaé
algebre ilorazowa.

Udowodnié¢, ze w dowolnym ciele K sa tylko dwie kongruencje.

Rozwazmy algebre (w, S, P,0), gdzie S(z) = x + 1 oraz
r—1 dlaz >0,

0 dla z = 0.
Udowodnié, ze w tej algebrze istnieja tylko dwie kongruencje.

P(z) =

Rozwazmy algebre (Z, S, P, 0), gdzie Z to zbiér liczb catkowitych, S(z) =
x+1 oraz P(x) = x — 1. Opisaé¢ wszystkie kongruencje w tej algebrze.

Podaé przyktad algebry A (sygnatura tez jest do wyboru) takiej, ze ist-
nieje w niej kongruencja r, rézna od identycznosci, speliajaca A /r =
A.

Pokazaé, ze krata kongruencji Con(A) kazdej algebry A, speliajacej
warunki zadania 8, zawiera nieskonczony tancuch.

Czy jesli krata kongruencji Con(A) pewnej algebry A zawiera nie-
skoniczony lancuch, to ta algebra musi spetnia¢ warunki zadania 87

Niech h : A — B bedzie homomorfizmem , oraz niech r bedzie re-
lacja kongruencji w B. Pokazaé, Ze relacja h™'(r) = {(a,d’) € A x
A / h(a)rh(b)} jest relacja kongruencji w A.

Udowodnié, ze przy zalozeniach i oznaczeniach zadania 11, jesli h jest
epimorfizmem, to B/r = A/h~1(r). Jak mozna ostabié zalozenie epi-
morficznosci h tak, aby teza nadal zachodzita?
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Algebry wolne

. Przypu$émy, ze algebra A jest wolna w klasie algebr A ze zbiorem
wolnych generatoréw G. Pokazaé, ze kazde przeksztalcenie h: G — B
w uniwersum dowolnej algebry B € A ma dokladnie jedno homomor-
ficzne przedtuzenie h : A — B.

Przypusémy, ze algebra A jest wolna w klasie algebr A ze zbiorem wol-
nych generatoréw G. Obliczy¢ moc zbioru wszystkich homomorfizméw
h: A — A (takie homomorfizmy nazywamy endomorfizmami).

Pokazé, ze dwie algebry wolne w tej samej klasie nad zbiorami wolnych
generatorow tej samej mocy, sa izomorficzne.

Pokazac, ze algebra wolna w klasie wszystkich algebr nad sygnatura 3
o n wolnych generatorach (to okresla te algebre z doktadnoscia do izo-
morfizmu, patrz zadanie 3), jest izomorficzna z FT'(X,{z1,...,2n}).

Pokazaé, ze algebra (P({0,1}"),U,N, —,{0,1}",0) jest wolna w klasie
algebr Boole’a nad zbiorem wolnych generatoréw {41, ..., Ay}, gdzie
A ={a e {0,1}" / a(i) =1}.

Wskazowka: Niech h : A; — b; € B, gdzie B to dowolna algebra Bo-
ole’a. Okreslamy h : {a} — c1 A+ A ¢y, gdzie

b jesli a(i) =1,

V1B =B, jedli a(i) =0,

oraz h: {ai,...,ax} +— h(a1) V-V h(ay). Trzeba pokazaé, Ze h jest
Zadanym homomorficznym rozszerzeniem h (uwaga: duzo liczenial).

Ci

Przestrzeri liniowa V nad ciatem K to algebra V = (V,4+", 0", (a-V)ack),
gdzie kazda z operacji jednoargumentowych a-" jest operacja mnozenia
przez skalar a z ciala K. (Oczywiscie operacje te musza speliaé¢ znane
aksjomaty.) Udowodnié, ze kazda przestrzen liniowa nad K jest wolna
w klasie przestrzeni liniowych nad K, ze zbiorem wolnych generatoréw
bedacym dowolng baza.

Pokazaé, ze cialo R liczb rzeczywistych nie jest wolne w zadnej klasie
algebr nad zadnym zbiorem wolnych generatoréw, w odréznieniu od
jednowymiarowej przestrzeni liniowej R nad R.



4 Homomorfizmy, izomorfizmy, podalgebry

1.

Algebra A nad X zawiera zero, jesli istnieje e € A takie, ze dla kazdego
nikazdego f € £F, fAay,. .., a,) = e zawsze, gdy a; = e dla pewnego
7.

(a) Pokazaé, ze jesli A ma zero, oraz A =2 B x C, to B i C maja zero.

(b) Pokazaé, ze jesli A ma zero e, oraz h : B — A jest epimorfizmem,
to h=1({e}) jest podalgebra w B.

(c) Pokazaé, ze jesli A; ma zero dla i € Z, to I;e7A; zawiera podal-
gebre izomorficzna z A;, dla kazdego i € 7.

Niech A,B beda dwiema algebrami tej samej sygnatury. Czy jesli
istnieja monomorfizmy h: A - Big: B — A, to A =2 B?

Rozwazmy podalgebry algebry (@, +), generowane odpowiednio przez
zbiory (a) {0, 3,1}, (b) {-1,0,1}, (c) @, (d) {0,1}. Ktére sposréd nich
sg izomorficzne?

. Podaé przyklad homomorfizmu z algebry ({1,...,n}*, - €), gdzie - to

konkatenacja stéw oraz e to stowo puste, w algebre (P({1,...,n}, U, 0).
Opisaé wszystkie homomorfizmy idace w przeciwnym kierunku.

Wskazowka: Skorzystaé z faktu, zZe w obrazie homomorfizmu muszq
by¢ prawdziwe wszystkie réwnosci z algebry bedqgcej jego dziedzing.

Pokazac, ze jedli g : A — B jest homomorfizmem, h : A — C jest
epimorfizmem, oraz ker(h) C ker(g), to istnieje homomorfizm k : C —
B taki, ze g =k o h.

Skonstruowaé¢ dwie algebry A, B tej samej sygnatury, takie, Ze zbiory
homomorfizméw A — B i B — A sg oba puste.



