Zadania przygotowawcze z logiki
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22 wrzesnia 2000

O zadaniach. Zadania sa podzielone na kilka grup. Niektére zadania sa
dosy¢ trudne. Pewne zadania powtarzaja sie w kilku grupach, aby zachecié¢
studentéw do rozwiazania ich réznymi metodami.

Przy niektérych zadaniach (z dzialéw ,,Tw. o zwartosci” i ,,Tw. Skolema-
Lowenheima”) nalezy sie postuzyé¢ pelna wersja twierdzenia Skolema-Lowe-
nheima ponizej, ktéra zostanie podana na najblizszym wykladzie:

Jesli A jest zbiorem zdan nad sygnaturg X ktéry ma nieskoriczony model, to
A ma model dowolnej mocy m > |X|.

Formalizowanie zadanych wlasnosci. Spektrum Spec(y) zdania ¢ to
zbior wszystkich liczb naturalnych n takich, ze ¢ ma model o mocy n. Stan-
dardowy model arytmetyki to struktura N = (w, N NN N, §N>.

1. Poda¢ przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
Spec(p) = Spec(—yp).

2. Podaé przyklad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
Spec(p) = {n? / n € N}.

3. Podaé przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
Spec(p) = {2n / n € N},

4. Podaé przyklad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
Spec(p) = {n / n € N1in jest liczba zlozona}.

5. Podaé przyklad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
Spec(p) = {2" / n € N}.

6. Podaé przyklad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze
dla kazdego naturalnego n, ¢ ma dokladnie n nieizomorficznych modeli
mocy n.



10.

11.

12.

13.

Podaé przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze dla
kazdego naturalnego n, ¢ ma dokladnie 2" nieizomorficznych modeli
mocy n.

Podaé przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest do wyboru) takiego, ze dla
kazdego naturalnego n, ¢ ma dokladnie n! nieizomorficznych modeli
mocy n.

Dla ustalonego k € N, poda¢ przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest do
wyboru) takiego, ze dla kazdego naturalnego n, ¢ ma doktadnie (Z)
nieizomorficznych modeli mocy n.

Dla ustalonego k € N, podaé przyktad zdania ¢ (sygnatura tez jest
do wyboru) takiego, ze dla kazdego naturalnego n, ¢ ma dokladnie n*
nieizomorficznych modeli mocy n.

Znalez¢ formute p(z,y) stwierdzajaca w standardowym modelu aryt-
metyki, ze x jest wzglednie pierwsze z y.

Znalez¢ formute p(z, y, z) stwierdzajaca w standardowym modelu aryt-
metyki, ze z jest najwiekszym wspélnym dzielnikiem z i .

Znalez¢ formute p(z, y, z) stwierdzajaca w standardowym modelu aryt-
metyki, ze y jest najwieksza liczba, bedaca potega liczby pierwszej,
ktéra dzieli x.

Szukanie modeli dla zadanych formul. W zadaniach ,,Pokazaé, ze
zbior zdan A jest niezalezny”, nalezy za kazdym razem udowodnié, ze dla
kazdego ¢ € A, A\ {¢} ¥~ ¢, poprzez wskazanie modelu A\ {¢}, ktéry nie
jest modelem ¢.

1.

2.

Pokazaé, ze zbiér aksjomatéw relacji réwnowaznosci

VaVy(Exy — Eyx)
Vo Exx
VaVyVz((Exy A Eyz) — Exz)

jest niezalezny.

Pokazaé, ze zbiér aksjomatéw liniowych porzadkéw



VaVy((z <y) v (y < z))
VaVy((z Syny <z) =z =y)
VaVyVz((x <yANy <z) -z < z)

jest niezalezny.
Pokazaé, ze zbidr aksjomatéw teorii grup (w zapisie multiplikatywnym,

nad sygnatura ¥3" = {x}, 58 = {1})

Ve((lxx=2z)A(zx1=ux))
VaVyVz((z x y) x 2 = x x (y * 2))
Vedy((zxy=1)A(yxz=1))

jest niezalezny.
Pokazaé, ze zdanie (Vx3Jy Exy) — (JxVy Ezy) nie jest tautologia.

Pokazaé, ze zdanie

(Vavy((f(z) = f(y) = (x =y))) = (Va3y(f(y) = 2))

nie jest tautologia. Czy jego negacja ma model skonczony?

Pokazaé, ze zdanie FzIyFuTv((—u = z)V(—v = y))A(f(x,y) = f(u,v))
nie jest tautologia. Ile nieizomorficznych modeli skoniczonych ma to
zdanie?

. Fraissé, gra Ehrenfeuchta.

. Udowodnié¢, ze klasa wszystkich struktur A = (A,r*), gdzie r € XF

oraz takich, ze [r®*| = |A \ r*| nie jest aksjomatyzowalna.

Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur A = (A, E*) nad sygnatura
skladajaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego F i
takich, ze [{(a,b) € Ax A / (a,b) € E*}| < |{(a,b) € Ax A/ (a,b) ¢
E*}|, nie jest aksjomatyzowalna.

Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur A = (A, E*) nad sygnatura
skladajaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego F i
takich, ze E® jest zbiorem skoficzonym, nie jest definiowalna.

. Pokazacé, ze klasa wszystkich relacji réwnowaznosci, ktére maja skonczenie

wiele klas abstrakcji, nie jest aksjomatyzowalna.



Tw. o zwartosci.

1. Pokazaé, ze jedli klasa A struktur nad sygnatura ¥ jest aksjomatyzo-
walna i jej dopelienie Mod(Y) \ A struktur sygnatury X, ktore nie
naleza do A, jest aksjomatyzowalne, to obie klasy sa w istocie definio-
walne.

Wskazowka: Zatozyé, ze pierwsza klasa jest aksjomatyzowalna przez
A, a druga przez A', ale zaden skoviczony podzbidr A nie jest aksjo-
matyzacjg A. Pokazaé, ze AU A’ spetnia zalozenia tw. o zwartosci.

2. Pokazaé nastepujace tw. Robinsona: Jedli A, A’ sa spemialnymi zbio-
rami zdani nad pewna sygnatura 3, zas A U A’ nie jest spelialny, to
istnieje zdanie ¢ takie, ze A = ¢ oraz A’ = —o.

Wskazowka: Zatozyé, Ze dla kaidego ¢ takiego, Ze A = ¢ zachodzi
A B —p. Pokazé, ze w tej sytuacji AU {p} jest spelnialny, a stad, Ze
AU A spelnia zalozenia tw. o zwartosci.

3. Pokazaé, ze jesli A jest pewnym zbiorem zdan ¢ takich, ze Spec(—y)
jest skoriczone, oraz A = 1), to takze Spec(—)) jest skoniczone.

4. Pokazac, ze klasa wszystkich relacji rownowaznosci, ktére maja skonczenie
wiele klas abstrakcji, nie jest aksjomatyzowalna.

5. Udowodnié¢, ze klasa wszystkich struktur A = (A, E*) nad sygnatura
skladajaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego F i
takich, ze E® jest zbiorem skoriczonym, nie jest aksjomatyzowalna.

6. Pokazaé, ze klasa wszystkich algebr A = (A, ), gdzie f jest symbo-

=

lem jednoragumentowej funkeji, oraz takich, ze |f(A)| < |A| nie jest
aksjomatyzowalna.

7. Udowodnié¢, ze klasa wszystkich struktur A = (A, E*) nad sygnatura
skladajaca sie z jednego dwuargumentowego symbolu relacyjnego F i
takich, ze [{(a,b) € Ax A / (a,b) € E*}| < [{(a,b) € Ax A/ (a,b) ¢
E*}|, nie jest aksjomatyzowalna.

8. Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur A = (A, r®), gdzie r € %F
oraz takich, ze || = |A \ r*| nie jest aksjomatyzowalna.
Tw. Skolema-Lowenheima.

1. Udowodnié, ze klasa wszystkich struktur A = (A, %), gdzie r € B
oraz takich, ze |r®| = 2\ pie jest aksjomatyzowalna.



2. Udowodni¢, ze klasa wszystkich struktur izomorficznych do struktury
postaci A = (P(A),U*, N CA), gdzie U, N? oraz C* sa odpowied-
nio prawdziwymi suma, przecieciem i zawieraniem zbioréw, nie jest
aksjomatyzowalna.

3. Udowodni¢ nastepujace tw. Hessenberga: Dla kazdej nieskonczonej
mocy m zachodzi m? = m.

Wskazowka: Napisaé zdanie pierwszego rzedu, z ktorego wynika, ze
uniwersum modelu jest mocy nie mniejszej niz moc jego kartezjanskiego
kwadratu. Pokazaé, Ze zdanie to ma model nieskonczony i skorzystaé
z tw. Skolema-Léwenheima.



