Egzamin z logiki, 06/09/2001

. Niech X bedzie sygnatura skladajaca sie z jednego jednoargumentowego
symbolu funkcyjnegof. Udowodnt, ze kazda algebra sygnaturyY o
wiecej niz jednym elemencie ma nietrywialny (tzn. rézny od identyéeino
homomorfizmh : A — A.

. Niech zbi6rX bedzie spektrum zdaniasygnatury®:, tzn., niechX = {n €
N / istnieje struktura\ nadX t.ze|A| = ni A = ¢}.

Udowodnt, ze zbio{m+n / m,n € X} tez jest spektrum pewnego zdania
1 (w konstrukcji wolno powigkszy sygnature o nowe symbole).

. a) Skonstruow@algebreA i klase algebrA takie, zeA jest wolna wA nad
dwoma réznymi niepustymi zbiorami wolnych generatorGyy G takimi,
zeG1 NGy = 1.

b) Skonstruowa algebreA i klase algebrA takie, zeA jest wolna wA nad
doktadnie jednym niepustym zbiorem wolnych generatoréw.

. Niech € bedzie klasa wszystkich graféw, skezonych i nieskbczonych,
ktore san-dzielne, dla pewnega € N. Graf G jest n-dzielny jeli ist-
nieje podziat jego zbioru wierzchotk6® na niepuste i roztaczne podzbiory
Gi,...,G, tak, ze kazda z podstruktur indukowany@l;, nie zawiera
zadnych krawedzi. Przyktadowo, graf petnyaovierzchotkachK,, jestn-
dzielny, ale nien-dzielny dlam < n.

UdowodnE, ze klas& nie jest definiowalna.

. NiechW = ({0, 1}+,0%, 0%, 1% +W) bedzie struktura, w ktér€jo, 1}+ to
zbior wszystkich niepustych skozonych ciagéw zerojedynkowych? to
operacja konkatenacji ciagoMu( . .. 2,00 (Y1 ... Ym) = (T1 ... TuY1 - . - Ym),
0" i 1% to ciagi jednoelementowé)) i (1), za& r" jest relacja jednoar-
gumentowa okrgona przez" (w) wtw. gdy kazdy prefiksv zawiera nie
wiecej jedynek niz zer, a w calym ciaguilosC jednek i zer jest jednakowa.

Udowodnt, ze

W = Va([Fy13y23ys = = (y1 0 y2) 0 ya] —
[r(z) — I((yIz(r(y) Ar(z) Nz =yoz))Vae=(0oy))ol)].

. NiechN bedzie standardowym modelem arytmetyki, nad standardowa syg-
natura, sktadajaca sie z symbelj =, 0,1, <.

Napis& formute p(x) nad sygnatura arytmetyki definiujaca relacjema
nieparzysta il& cyfr w rozwinieciu dziesietnym”, tzn. taka, ze dla wszyst-
kich wartdsciowah v : X — w zachodzi rownowazrss N = ¢[v] wtw v(x)
ma nieparzysta il cyfr w rozwinieciu dziesietnym.



7. NiechZg = ({0,1,...,7}, 8%, 0%8), gdzie S”s jest operacja nastepnika
modulo8, z& 0% to 0.

Prosze opisawszystkie kongruencje algeb#g.

8. Niech sygnatura algebraiczna sktada sie z symboli statych, b, c i nie
zawiera innych symboli. Niecl i B beda dwuelementowymi algebrami
sygnatury® takimi, zea® = b4 # A, z& a® # v® = B. UdowodnE,
ze kazda rozmai&t algebr nad: zawierajaca jednoczeie A i B zawiera
wszystkie algebry nadl.

9. Nieche, d beda dwoma symbolami pewnej sygnatury algebraiczn&jéra
poza tym moze zawietaakze inne symbole funkcyjne, o réznychsiteach
argumentow. ZbidiZ rowndsci nadX nazwiemysymetrycznyngdy kazda
rowncst t = s nalezy doE wtedy i tylo wtedy, gdy rowngt otrzymana z
t = s przez (jednoczesna) zamiane wystapiead orazd nac, tez nalezy
doFE.

Udowodnt, ze j&li zbior rowndci E nadY jest symetryczny, to zbior
{t=s/ E =t = s} tez jest symetryczny.

10. Rozstrzygn@ czy{y1, p2, 3} = {11, %2}

01 Vi Vag E(z1,22) — E(x2,21)
w2 VYo —E(z,x)

Y3 31‘133}23]}33%43%‘5 /\ ZT; 75 € j
1<i<j<5
1 0 drqdwedxs E(l‘l, ZL‘Q) VAN E(ZE2,$3) A E(l’;g,l’l)
o 1 dxqdwodxs —|(E(.’E1,:L‘2)\/E(xg,xg)\/E(I‘g,xl))

Czas na rozwiazanie zadah to 3 godziny od chwili ich rozdania. Wolno uzywat
dowolnych notatek i podrecznikéw, natomiast nie wd@aiagac.

Wszystkie zadania sa oceniane w skali 0-1-2-3 punkty, przy wayme jest
uzasadnienie odpowiedzi Na piatke trzeba 10 punktéw (w tym 4 zadania na co
najmniej 2 punkty), na czworke 8 punktéw (w tym co najmniej 3 zadania na co naj-
mniej 2 punkty), a na tréjke 5 punktéw (w tym co najmniej 2 zadania na co najmniej
2 punkty lub jedno zadanie na 3 punktidazdej osobie, ktéra odda wecg niz
cztery zadania, do wyniku zostana policzone rjatabszecztery spagrod nich,
tak wiec nie optaca sie oddawawiecej niz czterech zada.

Kazde zadanie prosze napisa€ na osobnej kartce, podpisanejimieniem, nazwiskiem
i numerem indeksu.



