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Streszczenie

W pracy przedstawiono algorytm znajdowania optymalnej aproksymacji n-elementowego cig-
gu rzeczywistego w zbiorze ciagéw monotonicznych o zlozonoéci czasowej O(n?log Clog p),
gdzie C jest parametrem zaleznym od maksymalnej wartosci wyrazu danego ciagu i zadanej
doktadnosci wyznaczenia wyniku. Za btad aproksymacji przyjeto tutaj wartosé¢ p-tej normy
odleglosci ciagéw, traktowanych jako punkty z n-wymiarowej przestrzeni rzeczywistej. Dla
konkretnych norm istnieja bardziej efektywne algorytmy takiej aproksymacji; w pracy zosta-
ly oméwione algorytmy o zlozonosci czasowej O(n) dla norm || - |2, || - |4 1 ]| * ||co, 0g0lny
algorytm dla || - ||ox 0 zlozonosci czasowej O(np?log C) oraz algorytm o ztozonoéci czasowej
O(nlog?n) dla normy || - ||1.
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Wprowadzenie

W niniejszej pracy rozwiazujemy w ogolnosci problem optymalnej aproksymacji ciagu licz-
bowego za pomoca ciagu monotonicznego. Blad aproksymacji mierzymy w normie || - ||, dla
catkowitego p > 1 lub p = oco.

Praca sktada sie z czterech rozdzialéw. W rozdziale 1 przedstawiono sformutowania pro-
blemu oraz zalozenia, ktore przyjeto za podstawe dalszych rozwazan. Algorytm rozwiazujacy
rozwazane zagadnienie w ogdélnym przypadku jest szczegdlowo opisany w rozdziale 2. Zna-
czaca jego czedé¢ stanowi analiza szczegdlnego przypadku problemu, w ktérym ograniczamy
sie do poszukiwania optymalnej aproksymacji w zbiorze ciagdéw statych. W pozostalej czesci
pracy zaprezentowano ulepszenia ogdlnego algorytmu dla pewnych konkretnych norm. W roz-

dziale 3 konstruujemy optymalny algorytm dla || - ||2, na podstawie ktérego budujemy dosé
ogblny algorytm, dzialajacy w przypadku norm ||-||2x, a takze algorytm optymalny dla normy
|| - ||4. Z kolei w rozdziale 4 rozpatrzone zostaly normy || - ||oc 1 || - ||1. Dla pierwszej z nich

zaprezentowano dwa optymalne algorytmy, dla drugiej natomiast przedstawiono algorytm
o zlozonoéci czasowej O(nlog®n). Na koncu rozdzialu znajduje sie uzasadnienie, dlaczego
gléwny pomyst pracy nie moze byé z powodzeniem wykorzystany do konstrukeji algorytmu
o ztozonosci czasowej O(n) dla przypadku || - |]1.

Gléwne wyniki niniejszej pracy, dotyczace optymalnej aproksymacji ciagdw ciagami mo-
notonicznymi, jak i prezentowane algorytmy sa oryginalne. W przypadku nieoryginalnych
wynikéw podano ich zZrédta.






Rozdziatl 1

Postawienie problemu

Niech dany bedzie ciag liczb rzeczywistych a = (ai,as,...,a,). Poszukujemy takiego cia-
gu monotonicznego b = (b1, ba,...,b,), ktéry najlepiej aproksymuje ciag a. Miara bledu
aproksymacji jest odleglosé ciagdéw a oraz b jako punktéw w n-wymiarowej przestrzeni R".
Doktadniej, oznaczajac ten btad przez A mamy:

A= lla—=bll, = [l(ax = b1, s an = ba)llp,

gdzie || - ||, jest norma p-ta, a p — liczba calkowita dodatnig lub nieskonczonoscia. Przy-
pomnijmy, ze ||(x1,...,2n)|l, = (|1P + ... + |2,P)Y/P dla p # oo oraz ||(21,. .., 2n)||lec =
limpy oo [|(21, ..., 2n)||p = max(|z1],...,|z,|). Pewne konkretne normy beda nas szczegdlnie
interesowaly; beda to: || - [|1, || - ||2 oraz || - ||co-

Powyzszy problem mozna réwniez sformutowaé rownowaznie w nastepujacy sposob. Dla
danego zbioru punktéw na plaszczyznie (1,a1),...,(n,a,) poszukujemy funkcji monotonicz-
nej f:{1,2,...,n} — R, ktora najlepiej je przybliza (czyli takiej, ze wartosci f(1),..., f(n)
sa w wyzej opisanym sensie najblizsze wartosciom aq, ..., a,). Réznych sformutowan proble-
mu bedziemy w dalszym ciagu uzywaé zamiennie, w zaleznoéci od tego, ktére z nich bedzie
w danym momencie najwygodniejsze. W dalszej czesci pracy ograniczymy sie do przypadku
poszukiwania ciagu b w zbiorze ciagéw niemalejacych; przypadek ciagu nierosnacego b mozna
wéwcezas rozwigzaé tak samo, odwracajac kolejnoéé elementéw w ciggu a albo rozpatrujac
ciag —a.

W niniejszej pracy skupimy sie na poszukiwaniu ogdlnych algorytméw, ktére pozwalaja
znalez¢ najmniejszy mozliwy btad aproksymacji w poszczegdlnych normach, a takze skonstru-
owa¢l ciag b realizujacy to minimum. Jest to element najlepszej aproksymacji — oznaczany
ENA — dla ciagu a, ktéry bedziemy réwniez nazywaé elementem optymalnym.

Lemat 1. Dla dowolnego skoniczonego ciggu rzeczywistego a w zbiorze ciggow niemalejgcych
istnieje element najlepszej aproksymacji w normie || - ||p.

Dowdd. Infimum bledu w zbiorze wszystkich ciggdéw niemalejacych jest dla ciggu a osiggane
w zbiorze tych ciagdéw, dla ktérych pierwszy element jest niemniejszy od najmniejszego w a,
a ostatni niewiekszy od najwiekszego w a. Zbior ten jest w normie p-tej domkniety i ogra-
niczony, a zatem zwarty. Funkcja bledu aproksymacji jako funkcja ciagla przyjmuje w tym
zbiorze swoje kresy. O

Bedziemy sie przede wszystkim koncentrowaé¢ na efektywnosci konstruowanych algoryt-
moéw; bedziemy dazy¢ do uzyskania jak najlepszej ztozonosci czasowej. Przy opisie zlozonosci
problem bedziemy parametryzowaé¢ dlugoscia n ciagu a oraz wartoscig p. Zakltadamy, ze koszt



wykonywania operacji arytmetycznych na wyrazach ciaggu jest staly. W niektérych algoryt-
mach w analizie ztozonosci bedzie sie takze pojawial parametr, zalezny od zadanej doktad-
nosci wyznaczenia bledu aproksymacji oraz zakresu wartosci ciggu a. Koniecznos$é uzycia
tego parametru wyniknie z wykorzystania wyszukiwania ternarnego lub algorytmu bisekcji
w zbiorze liczb rzeczywistych.



Rozdziat 2

Ogdlny algorytm dla |

p

2.1. Przyblizanie ciggiem stalym

Rozwazmy najpierw przypadek aproksymacji ciagéw rzeczywistych ciagami statymi. W tym
celu zdefiniujmy funkcje

f(x):"a_(waxa"'ax)"lh (21)
przyporzadkowujaca wartosci ciagu stalego (z,z,...,x) blad aproksymacji ciagu a. Dodat-
kowo oznaczmy [y = min(aq,...,a,) oraz rg = max(ay,...,a,). Zauwazmy, ze dla x < [y

zachodzi f(z) > f(ly), co wynika stad, ze w tym przypadku |a; —z| > |a; — lo| dla wszystkich
i € {1,...,n}. Podobnie dla x > ry zachodzi f(z) > f(r¢). To pokazuje, ze poszukiwania
najlepiej aproksymujacego ciag a ciagu stalego mozemy ograniczyé do przedziatu [ly, o).

Lemat 2. Funkcja f ma na przedziale [ly, o] nastepujgcy przebieg zmiennosci: jest najpierw
scisle malejgcea, potem stala, a na koniec Scisle rosngca. Kazdy z tych trzech przedzialow moze
przy tym byé pusty.

Dowdéd. Dowdd przeprowadzimy jedynie dla norm || - ||, gdzie p # co. Szczegdlny przypadek
p = oo rozwazony jest w rozdziale dedykowanym normie || - ||oo-

Na wstepie zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu a w zbiorze ciggdéw statych istnieje element
najlepszej aproksymacji. Dowdd tego spostrzezenia jest analogiczny jak dowéd Lematu 1,
jezeli zauwazy¢, ze rozwazany zbiér ma postaé odcinka w przestrzeni R”, wyznaczonego przez
prosta o réwnaniu x; = ... = x, oraz przez ograniczenie na wspélrzedne |y < x; < 7o,
zachodzace dla kazdego i € {1,...,n}. A zatem zbidr ten jest domkniety i ograniczony, czyli
zwarty, co wobec ciggloéci f pokazuje, ze przyjmuje ona na tym zbiorze swoje kresy.

Niech wiec zg bedzie szukana wartoscig ciagu stalego, najlepiej aproksymujacego ciag
a. Pokazemy, ze jezeli x9 < y1 < ¥y, to blad aproksymacji ciagu a za pomoca ciagu ¢ =

(y1,-.-,y1) jest niewiekszy niz za pomoca ciagu d = (y2,...,y2). Niech B(a,r) oznacza n-
wymiarowa kule domknieta w normie || - ||, o Srodku w punkcie a i promieniu r. Jezeli dla
pewnego r > 0 kula B(a,r) zawiera d, to musi ona zawiera¢ réwniez b = (xg, ..., zp), gdyz

jest on elementem najlepszej aproksymacji. Stad i z wypukloéci kuli wiemy, ze zawiera ona
woéwcezas odcinek od b do d, a ¢ oczywiscie nalezy do tego odcinka. Innymi stowy pokazaliémy,
ze dla dowolnego r > 0 jezeli btad aproksymacji ciagu a ciagiem d jest niewiekszy niz r, to
rowniez blad aproksymacji ciagu a ciagiem c jest niewiekszy niz r, co konczy te cze$é¢ dowodu.
Analogicznie mozna pokazaé, ze dla yo < y1 < xg btad aproksymacji ciggu a za pomoca ciagu
¢ jest niewiekszy niz za pomoca ciggu d. To daje juz pewne informacje na temat przebiegu
zmienno$ci funkcji f: jest ona najpierw nierosnaca, a potem niemalejaca.



Pozostalo nam pokazaé, ze f moze by¢é stata na maksymalnie jednym podprzedziale prze-
dzialu [ly, 7). Dalsze rozwazania podzielimy na trzy przypadki.

Przypadek 1: p jest liczba parzysta (a zatem p > 2). W takim razie fP(z) = Y 1", (a; —x)P.
Oznacza to, ze fP jest wielomianem zmiennej x o wspotczynniku n przy najwyzszej potedze x
(réwnej p). Wiadomo, ze taki wielomian nie moze by¢ staly na zadnym przedziale dodatniej
dtugosci, co na mocy wczesniejszych rozwazan pokazuje, ze w tym przypadku funkcja f jest
najpierw $ciéle malejaca, a potem Scisle rosnaca.

Przypadek 2: p jest liczba nieparzysta, niemniejsza niz 3. Zdefiniujmy ciag (¢;); jako
posortowana niemalejaco kopie ciagu a i podzielmy rozwazany przedzial [lg, 9] na kawatki
[c1,¢2], - [en—1, cn], gdzie ¢ =y i ¢, = 1r¢. Dla j-tego z tych kawatkéw (przy 1 < j <n-—1)
wzér funkcji fP wyglada nastepujaco: fP(z) = Zgzl(x — )P+ 2 (ei — )P Jezeli wige
J # | 5], to wspétczynnik przy z” nie moze by¢ réwny zeru, a zatem podobnie jak w przypadku
pierwszym f nie moze by¢ stata. fP moglaby by¢ stala na przedziale dodatniej dtugosci jedynie
wtedy, gdyby zachodzily wszystkie spogréd warunkéw: 2|n oraz j = 4 oraz c¢; < cj41. W tym
przypadku wspoélezynnik przy 2P~ bylby jednak réwny

—p-Zci—i-p' Z G-
i=1 i=n/2+1

Poniewaz jednak ciag c¢ jest niemalejacy i ponadto ¢, /; < ¢,/241, to opisany wspolczynnik
musi byé¢ dodatni, wiec réwniez w tym przypadku wielomian fP nie moze by¢ staty. To
ostatecznie pokazuje, ze i tym razem f jest najpierw Scisle malejaca, a potem $cisle rosnaca.

Przypadek 3: p = 1. W tym przypadku mozemy podobnie jak poprzednio okresli¢ ciag ¢
i przedstawi¢ f(x) w przedziale [cj, ¢j11] jako Y71 (z — ¢;) + 27 ;41 (¢ — o). Latwo widzimy,
ze [ moze by¢ stala na przedziale [c;,cji1] wtedy i tylko wtedy, gdy 2|n i j = & — tylko
wéwcezas jednomian x wystepuje we wzorze f z zerowym wspolczynnikiem. Aby pokazaé, ze
i tym razem teza zachodzi, wystarczy dowiesé, ze dla kazdego € > 0, f(cj41 +€) > f(cjt1)
i podobnie ze f(c; —€) > f(cj). Udowodnimy tylko pierwsza z tych nieréwnosci, dowod
drugiej jest analogiczny. Aby to uczynié, zauwazmy ze przesuniecie sie w ramach jednego
przedzialu postaci [¢;, ¢;11] 0 € w kierunku wiekszych wartosci powoduje zmiane wartosci f
o przemnozong przez € réznice miedzy liczba elementéw ciagu ¢ niemniejszych od ¢; 41 a liczba
elementéw tego ciggu niewiekszych niz ¢;. To pokazuje, ze takie przesuniecie powoduje wzrost
wartosci f, o ile pierwsza z tych liczb jest wieksza od drugiej, a taka wlasnie sytuacja zachodzi
w dowolnym fragmencie przesuwania si¢ od c;11 ku wigkszym wartosciom. To koticzy dowdd
ostatniego z przypadkdéw, a wiec zarazem i catego lematu. O

Do wyszukiwania minimum funkcji o takim jak opisany w Lemacie 2 przebiegu zmiennosci
mozna prébowaé wykorzystaé tak zwane wyszukiwanie ternarne (patrz np. [Dahl], [Ral], [Sto]
czy [Wiki]). Algorytm ten pozwala znalezé poszukiwane minimum z dowolna, ale z géry
zadana dokladnoscia (okre$lona przez zadany blad bezwzgledny e wyniku). Oto pseudokod
wyszukiwania ternarnego, w wersji odpowiedniej dla naszego przypadku:

function wyszukiwanieTernarne(f, 1, r, e)
begin
// zatozenie: punkt realizujgcy minimum f nalezy do przedziatu [1, r].
if (r-1 < e) then
return (1+r)/2;
jednaTrzecia := (1*2+r)/3;
dwieTrzecie := (1+rx2)/3;
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if (f(jednaTrzecia) > f(dwieTrzecie)) then
return wyszukiwanieTernarne(f, jednaTrzecia, r, e);
else
return wyszukiwanieTernarne(f, 1, dwieTrzecie, e);
end;

Zastanéwmy sie najpierw, jaka jest zltozonos$é¢ czasowa powyzszego algorytmu, a kwestiag
jego poprawnodci zajmiemy sie dalej. Na wejsciu funkcji przedzial zawierajacy jej minimum
ma dlugo$é r-1. Zmienne pomocnicze jednaTrzecia i dwieTrzecie tworzg réwnoodlegty
podzial odcinka [1,r]. Stad w kazdym z wywotan rekurencyjnych wewnatrz gléwnej in-
strukcji if, dtugosé przekazywanego przedziatu jest réwna % dlugosci wyjsciowego przedziatu.
W pierwszym wywolaniu funkcji wyszukiwanieTernarne, jako parametry 1 oraz r przekazu-
jemy oczywiscie wyzej zdefiniowane [y oraz rg. Poczatkowa diugosé przedziatu wyszukiwania
to w takim razie rg—Ily, a koncowa to e, stad poczatkowy przedzial musi zostaé¢ zawezony ﬂ;ull

razy. Podsumowujac caly ten wywéd mamy, ze po [log; 5 (@)1 wywolaniach rekurencyj-

nych (1.5 to odwrotnosé %) powyzszy algorytm sie zakonczy. Dla uproszczenia powyzszego

zapisu wprowadZzmy nowy parametr C, dla ktérego [log; 5 (Togl°)1 = O(log C), a ktéry za-
lezy od zakresu wartosci wyrazéw wyjsciowego ciagu oraz zadanej dokladnosci wyznaczenia

wyniku.

Zastanéwmy sie na koniec, jaki jest koszt czasowy jednego wywolania rekurencyjnego
funkcji wyszukiwanieTernarne. Nie jest to trudne pytanie; na koszt ten decydujacy wptyw
ma obliczanie wartosci funkcji f w dwdch punktach, ktére sprowadza sie do wyznaczenia
wartodci wyrazenia postaci |a; — z|P + ... + |a, — z|P (zauwazmy, ze mozemy pominaé p-ty
pierwiastek z tej wartoéci, gdyz interesuja nas niekoniecznie doktadne wartodci p-tej normy
wyrazenia, a jedynie mozliwosé¢ stwierdzenia relacji miedzy nimi). Z kolei wartosé takiego
wyrazenia mozemy wyznaczy¢ w ztozonosci czasowej O(nlog (p + 1)) za pomoca algorytmu
szybkiego potegowania (dla normy || - ||oc mozemy przyja¢ p = 1). Ostatecznie zlozonos$é
czasowa calego wyszukiwania ternarnego to w naszym przypadku O(nlog C'log p).

Pozostalo nam wiec pokazaé, ze dla funkcji o przebiegu zmiennosci takim jak opisany
w Lemacie 2 wyszukiwanie ternarne jest poprawne. W tym celu musimy pokazaé nastepujacy
fakt.

Fakt 3. Jezeli wyjsciowy przedzial [1,r] zawieral minimum funkcji f, to takze przedzial
przekazany do kolejnego wywolania funkcji wyszukiwanieTernarne spelnia te wlasnosé.

Dowdd. Jezeli jakikolwiek punkt realizujacy minimum f nalezy do przedziatu
[jednaTrzecia,dwieTrzecie], to punkt ten znajdzie si¢ réwniez w kazdym z przedzialow
w wywolaniach rekurencyjnych funkcji f. Jezeli wszystkie poszukiwane punkty sg mniejsze niz
jednaTrzecia, to na podstawie Lematu 2 zachodzi f(jednaTrzecia) < f(dwieTrzecie)
i zostanie wybrane wywotanie wyszukiwanieTernarne(f, 1, dwieTrzecie, e), czyli takie
jak trzeba. Jezeli wreszcie punkty realizujace minimum sa wszystkie wieksze niz dwieTrzecie,
to znéw dzigki Lematowi 2 mamy f(jednaTrzecia) > f(dwieTrzecie) i réwniez w tym
przypadku wybor wywotania rekurencyjnego — wyszukiwanieTernarne (f, jednaTrzecia,
r, e) — jest poprawny.
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Rysunek 1: Przyktadowe wykresy funkcji f wraz z informacjami o wyborze przedziatu
do kolejnego kroku wyszukiwania ternarnego.

O

Ostatecznie udato nam sie udowodnié¢, ze do rozwiazania problemu przyblizania ciagu
ciggiem stalym mozemy zastosowaé wyszukiwanie ternarne, co pozwala osiagnaé ztozonosé
czasowa O(nlog C'logp), gdzie C jest parametrem zaleznym od zakresu wartosci elementéw
ciggu a oraz od zadanej dokladnoéci wyznaczenia wyniku.

2.2. Algorytm dla problemu ogdlnego

Przejdziemy teraz do konstrukcji rozwiazania dla wtasciwego problemu. Na poczatek poka-
zemy nastepujaca wlasnosé.

Fakt 4. Niech dane bedg dwa ciggi liczb rzeczywistych: a = (a1, ... ,a,) oraz cigg niemalejacy
b = (b1,...,by). Dalej, oznaczmy przez A(u,v) bled aproksymacji n-elementowego ciggu u
réwnolicznym mu ciggiem niemalejgcym v, przy ustalonej normie ||-||,. Wowczas dla dowol-
nego ciggu niemalejgcego ¢ = (cq,. .., ¢y) oraz indeksu k € {1,...,n}, jezeli

A((ai)iy, (e)izy) < A((ai)iy, (b))

A((ai)izk 15 (C)izpr1) < A(ai)icgr1s (00)izg41)
to
A((ai)izrs (ei)izt) < A((ai)izy, (bi)izn)-

Co wiecej, jezeli p # oo i ktorakolwiek z nierdwnosci z zatozenia jest ostra, to réwniez
nieréownoscé z tezy jest ostra.

Dowdd. Jezeli p # oo, to AP(u,v) = Yiv; |u; — v;|P. W takim razie z pierwszej nieréwnosci
z zalozenia, po podniesieniu do p-tej potegi wynika, ze Y% |a; — P < Y8 |a; — bil?,
natomiast z drugiej wynika, ze Y1 ;o [a; — ¢i|P < DJiipiq |ai — b;iP. Sumujac te nieréwnosci
stronami otrzymujemy zatem, ze

AP((as)i, (ci)iz1) < AP((ai)izy, (bi)izy)
(w przypadku pierwszej czesci tezu faktu) badz
AP((aq)izy, (G)iz1) < AP((aq)izy, (bi)izg)

(w przypadku drugiej czesci), co ostatecznie implikuje teze dla p # oo.
W przypadku p = co jest jeszcze tatwiej, gdyz wowczas

A((ai)iy, (e)iey) = max(A((ar)iy, (e)izr), Al(@i)ip 1, (c)izgsn)
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i podobnie

A((ai)izy, (b)for) = max(A((ai)fzy, (0i)i1) Al(@) gt (00)izgs1));
co wobec nieréwnoéci z zatozenia implikuje juz teze. O

Okazuje sie, ze w algorytmie rozwigzujacym ogélny problem, w ktérym poszukujemy cia-
gu b w zbiorze ciagdéw niemalejacych, czesto rozwigzywanym podproblemem jest znajdowa-
nie ciagu stalego, najlepiej aproksymujacego dany cigg. Istotnie, mamy bowiem nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli najlepszq aproksymacjq w zbiorze ciggow niemalejocych dla cig-

gu (a1,...,a) jest cigg staly by = ... = by = =z, a najlepszq aproksymacjq dla ciggu
(Akg1,---,an) jest cigg staly byr1 = ... = by, = y i x > y, to istnieje najlepsza aproksy-
macja ciggu (a1, ..., ay), ktdra jest ciggiem stalym.

Dowdd. Niech u = (uq,...,u,) bedzie najlepsza aproksymacja dla ciagu (aq,...,a,) i za-
16zmy, ze w nie jest ciagiem stalym (w przeciwnym przypadku nie mamy czego dowodzi¢).
Pokazemy najpierw, ze mozemy bez zwigkszenia btedu aproksymacji przeksztalci¢ ciag u
do takiego ciagu v, ze: v1 = ... = vy < Vpy1 = ... = vy. W dowodzie ograniczymy sie
do pokazania, ze mozemy przeksztalcié ciag u do ciagu stalego w przedziale indekséw [1, k;
dowéd dla przedziatu [k + 1, n] jest analogiczny.

Niech j < k bedzie pierwszym indeksem takim, ze u1 = ... = u; < uj41 (jezeli szukany
indeks nie istnieje, to nie mamy czego dowodzi¢). Jezeli teraz x < uj, to zamieniajac prefiks
ui,. .., U ciggu u na cigg staly o wyrazach réwnych x, otrzymamy ciag v’, ktory dla indekséw
[1, k] przybliza ciag a niegorzej niz u, a dla indekséw [k + 1,n] daje dokladnie taki sam blad
aproksymacji jak u. Stad na podstawie pierwszej czesci Faktu 4 mamy, ze v’ przybliza ciag a
niegorzej niz u, co daje szukane sprowadzenie u do ciagu statego dla indekséw [1, k.

Rozwazmy wigc przypadek, kiedy > u;. W tej sytuacji wszystko zalezy od tego, czy
@Yy, @),) < Al(a)iy, (w)i,).

1. Jezeli tak, to na mocy Lematu 2, blad aproksymacji ciagu (a1, ...,a;) ciagiem stalym
o elementach nalezacych do przedziatu [uy, z] jest niewiekszy niz A((ai)gzl, (ui)gzl), co
pozwala zamieni¢ pierwsze j wyrazéw ciagu u na réwne min(u;y1,2) bez zwiekszenia
bledu aproksymacji. Jezeli min(uj;1,2) = x, to rozumujac podobnie jak w przypadku
x < u; mozemy uzyskaé szukany ciag u’. W przeciwnym przypadku otrzymalismy ciag,
ktorego dluzszy niz poprzednio prefiks jest ciagiem stalym (ma dlugo$é co najmniej
j+1). W takim wypadku cale opisane postepowanie kontynuujemy dalej. Wowczas po
co najwyzej k krokach albo sprowadzimy prefiks ciagu u dlugosci k do ciggu stalego
(otrzymujac szukany u’), albo natrafimy na jeden z pozostalych przypadkéw, ktére
réwniez pozwalaja szukany ciag v’ otrzymac.

2. Jezeli za$ A((ai)gzl, (:E)Zzl) > A((ai)gzl, (ui)gzl), to wszystko zalezy od wartosci pa-
rametru p. Jezeli wiec p # oo, to zamieniajac ciag by = ... = by = x na ciag
by =...="b =uw, b =...= b, = namocy drugiej czesci Faktu 4 otrzymu-
jemy lepsze przyblizenie ciagu (ai,...,a) niz ciag b, co przeczy zalozeniu. W przy-
padku p = oo, opisana nieréwnos¢ nie stanowi sprzecznosci z zalozeniem, jezeli tylko
A((ai)f:ﬁ_l, (x)f:jﬂ) > A((a;))_q, (z))_), czyli innymi slowy na blad aproksymacji
ciagu (ay,...,ax) ciagiem b decydujacy wplyw ma zakres indekséw [j + 1, k]. W takim
razie — ponownie wykorzystujac Lemat 2 — dla kazdego s € [ug, z] mamy

A((@)fjprs (@)1) = Aai))_y, (@)_y) > A(ai)]_y. (s)).
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Poniewaz

A((a)iy, (u)fy) > A(a)iy, (@)5) > A(ai)]_y, (s)y),

to zamieniajac w ciagu u pierwsze j elementéw na réwne min(ujy1, ) € [u1,x] nie po-
wiekszamy bledu aproksymacji ciagu a. W zaleznosci od wartosci wyrazenia min (w41, )
zné6w mamy dwa przypadki, analogiczne do tych, ktére wystapily w pierwszym pod-
punkcie; w kazdym z nich mozemy sprowadzié¢ ciag u do poszukiwanego ciggu u’ bez
zwiekszenia btedu aproksymacji.

Udalo nam si¢ pokaza¢ sposéb sprowadzenia ciagu v do ciagu o/, dla ktérego uj = ... = uj,.
Analogicznie postepujac dla indekséw [k + 1, n| ostatecznie uzyskamy zadany ciag v, ktérego
elementy przyjmujg co najwyzej dwie rézne wartosci.

Oznaczmy teraz x' = vy, a y' = vgyq. Jezeli 2/ = ¢/, to otrzymaliSmy poszukiwane stale
optymalne przyblizenie ciggu a. Jezeli nie, to musi zachodzié¢ ' < v/, gdyz ciag v jest nie-
malejacy. Jezeli 2/ < x, to mozemy (bez zwigkszenia bledu aproksymacji) caly k-elementowy
prefiks ciagu v zamienié¢ na prefiks staly réwny x” dla dowolnego 2" € [z, z]. Wynika to z za-
tozenia, ze ciag staly rowny x jest najlepszym przyblizeniem ciagu aq, . .., ai oraz z potaczenia
tez Lematu 2 i Faktu 4. Podobnie argumentujac wnioskujemy, ze sufiks ciggu v dlugosci n—k
mozemy zamieni¢ na cigg stalty réwny y” dla dowolnego y” € [y, '], o ile tylko y < ¢. Innymi
stowy, prefiks v mozemy ,podciaggnaé¢” ku x, a sufiks v mozemy ,,obnizy¢” ku y. Podciaganie
i obnizanie traktujemy tu jako ciggle przeksztalcenia, przy czym jezeli ktére$ z nich nie moze
zosta¢ wykonane, na przyklad dlatego, ze 2’ > z, to zakladamy, ze jest to przeksztalcenie
identycznoéciowe. Przed wykonaniem tych przeksztatcen zachodzito 27,,., < ¥p..,- Na koficu
jednoczesnego wykonywania tych przeksztalcen, nowa wartosé¢ x),,, bedzie niemniejsza od x
(moze by¢ wigksza, jezeli taka byla na poczatku), a nowa wartos¢ y;,,,, niewieksza niz y, czyli
dla nowych wartosci zachodzi nieréwnosé x},,, > = > y > y.,,,- Ze wzgledu na ciaglosé¢ prze-
ksztalcen mozemy stwierdzi¢, ze w pewnym momencie ich wykonywania zachodzi¢ musialo
x; = y,. Poniewaz zadne z przeksztalce w zadnym momencie nie powiekszalo catkowite-
go bledu aproksymacji, to otrzymany w trakcie ich wykonywania cigg staly o wszystkich
elementach réwnych ) stanowi element najlepszej aproksymacji ciagu a w zbiorze ciagéw
niemalejacych. O

Twierdzenie 5 daje natychmiastowy pomyst na nastepujacy iteracyjny algorytm rozwia-
zujacy nasz problem. Na poczatku ciag ai,...,a, traktujemy jako n jednoelementowych
ciagéw. Dla kazdego z nich znamy najlepsza aproksymacje w zbiorze ciagéw niemalejacych,
bowiem dla ciggu jednoelementowego on sam jest wlasnie poszukiwanym ciggiem. Z takich
par postaci ciag—aproksymacja stworzymy liste. Teraz w kazdym kroku bedziemy poszukiwaé
sasiednich elementéw listy, dla ktorych wartosé wyrazdéw aproksymacji pierwszego jest wieksza
od warto$ci wyrazéw aproksymacji drugiego. Po znalezieniu takiej pary skleimy (skonkate-
nujemy) ciagi, ktére odpowiadaja tym elementom. Jako najlepsza aproksymacje wynikowego
ciagu, zgodnie z teza Twierdzenia 5 mozemy wybieraé cigg staly, ktérego wartosé wyzna-
czymy za pomoca wyszukiwania ternarnego. Na koniec tego postepowania uzyskamy liste,
w ktérej kolejnym spdéjnym fragmentom ciggu odpowiadaja najlepiej je aproksymujace ciggi
state, ktére na dodatek beda ustawione w kolejnosci niemalejacej wartoéci wyrazéow. Oznacza
to, ze wynikowa lista tworzy pewien ciag niemalejacy, aproksymujacy ciag a. Okazuje sig, ze
otrzymana w ten sposob aproksymacja jest optymalna.

Stwierdzenie 6. Lista uzyskana joko wynik dzialania opisanego algorytmu jest optymalng
aproksymacjq ciggu a.
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Dowdd. Gdyby istnial inny ciag v, ktéry dawalby mniejszy btad aproksymacji ciagu a,
to na mocy Faktu 4 dla ktérego$ z fragmentéw ciagu a sposrdéd obecnych na skonstruowanej
liscie musialby on stanowi¢ lepsza aproksymacje niz znaleziona, co przeczy wyzej opisanemu
sposobowi konstrukcji listy. O

Pozostalo nam jeszcze tylko w bardziej formalny sposéb opisa¢ poszczegdlne kroki na-
szego algorytmu, by méc oszacowaé jego ztozonosé czasowa. Wprowadzmy w tym celu kilka
oznaczen. Opisana powyzej lista L zawiera w kazdym momencie rozmiar(L) elementow,
ponumerowanych od 1 do rozmiar(L). Z kazdym z nich jest zwiazany przedzial indeksow
elementéw ciagu a, ktéry on reprezentuje (oznaczany przez [1, ul) oraz warto$é¢ elementéw
ciagu stalego, ktéry najlepiej ten fragment ciagu a aproksymuje (oznaczany przez ena). Na li-
Scie mozemy wykonywaé¢ wstawienia elementéw na koniec (wstaw) oraz usuwanie elementéw
(usun). Wreszcie w pseudokodzie dostep do elementéw ciggu a oraz listy L zapisujemy jak
dostep do tablic.

Jestesmy juz teraz gotowi do zapisania pseudokodu naszego algorytmu.

function aproksymacja(a, n, e) // e to max dopuszczalny btad bezwzgledny
// w kolejnych wywotaniach wysz. ternarnego
begin
L := pustalista;
for i := 1 to n do
wstaw(L, element([1l = i, u = i], ena = al[il]))
i=1;
while (i < rozmiar(L)) do
if (L[i].ena > L[i+1].ena) then
begin
L[i].u := L[i+1].u;
// g1, u) to funkcja najlepszej aproksymacji dla ciggu al[l]..a[ul
L[i].ena := wyszukiwanieTernarne(g(L[i].1l, L[i].uw),
min(al[L[i].1], ..., a[L[il.ul),
max(al[L[i].1], ..., alL[il.ul), e);
usua(L, L[i+1]);
if (i > 1) then

i :=i-1; // mogta sie popsué relacja miedzy L[i-1].ena i L[i].ena!
end
else
i = i+1;
return L;

end;

Jedyng istotna réznica miedzy powyzszym pseudokodem a opisem stownym algorytmu
jest duzo sprytniejszy sposob przechodzenia po elementach listy L. Zamiast za kazdym razem
szuka¢ kolidujacej pary (L[i], L[i+1]) od poczatku listy, poszukujemy jej od pierwszego
naprawde mozliwego miejsca jej wystapienia.

Pozostato nam przeanalizowaé ztozonosé czasows skonstruowanego algorytmu. Zapytajmy
na poczatek, ile maksymalnie razy w opisanym algorytmie mozemy wykonaé scalenie dwéch
sasiednich fragmentow ciagu. OdpowiedzZ na to pytanie jest bardzo prosta: skoro kazde scale-
nie zmniejsza rozmiar (L) o jeden, to mozliwych jest co najwyzej n — 1 takich scalen. Kazde
scalenie wykonywane jest w ztozonosci czasowej O(n log C'log p), co daje ograniczenie na tacz-
ny koszt czasowy wszystkich scalen rzedu O(n?log Clogp). Ze wzgledu na uzycie w opisie
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zlozonosci czasowej pojedynczego scalenia parametru n zamiast rzeczywistej dlugosci wyniko-
wego ciggu, opisane szacowanie wydaje sie by¢ nieoptymalne. Tak jednak nie jest; dobierajac
w ciagu (M, 1,2,...,n—1) odpowiednio duza stala M jesteSmy w stanie skonstruowaé przy-
ktad, dla ktérego liczba krokéw algorytmu jest wlasnie tego rzedu (w algorytmie n — 1 razy
wystapi scalenie pierwszego elementu listy z drugim, przy czym 6w pierwszy element bedzie
reprezentowal kolejno prefiksy ciagu o dlugosciach 1,...,n —1).

Zauwazmy jednak, ze nie w kazdym kroku petli while jest wykonywane scalenie. Dlatego
przy liczeniu zlozonosSci czasowej ogdlnego algorytmu musimy uwzglednié¢ taczna liczbe jej
wykonan, a takze udowodnié, ze petla si¢ kiedykolwiek skonczy! Aby to uczynié, przyjrzyjmy
sie wartoSciom wyrazenia W=rozmiar (L)+rozmiar (L)-i (celowo zapisanego w nieco skom-
plikowany sposéb) po poszezegélnych wykonaniach petli. Przed pierwszym wykonaniem petli
while mamy W=2*n-1, a po ostatnim wykonaniu W=rozmiar (L)>0. Okazuje sie, ze w kaz-
dym wykonaniu petli wartos¢ W maleje o jeden. Faktycznie, jezeli warunek gtéwnej instrukcji
if jest prawdziwy, to rozmiar (L) maleje o 1, a warto$¢ wyrazenia rozmiar(L)-i sie nie
zmienia. W przeciwnym przypadku rozmiar (L) sie nie zmienia, a rozmiar (L) -i maleje o 1.
W ten sposéb pokazaliSmy, ze liczba wykonan petli while jest niewieksza niz 2n, czyli nie
ma praktycznie zadnego wplywu na zlozonoéé¢ czasowa algorytmu, ktorego wielko$é danych
wejsciowych jest i tak Q(n). To koniczy dowdd, ze zlozonosé czasowa uzyskanego algorytmu
to O(n%log Clog p).
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Rozdziat 3

Algorytmy dla || - ||oz

3.1. Algorytm dla || - |-

W ogélnym algorytmie, dziatajacym dla dowolnej p-tej normy, najbardziej nieefektywna, cze-
$cia bylo wyznaczanie minimum funkcji (2.1). Usprawnienie tego elementu w istotny sposéb
wplywa na zlozonos$¢ czasowa catego algorytmu. Przyjrzyjmy sie, jak pod tym wzgledem
wyglada sytuacja w przypadku || - ||2. Dla danego ciagu a chcemy zminimalizowaé wartosé
wyrazenia f(r) = /(z —a1)?2+ ...+ (z — a,)?, lub — réwnowaznie — wyrazenia f2(z) =
(3—a1)*+ ..+ (2—an)2. Prayjrzyjmy si¢ jego pochodne: (£2(z)) = 2(z—ar)+. .. +2(7—an) =
2nx — 2(ay + ... + ay,). Latwo widzimy, Ze miejscem zerowym tej funkcji jest x = w
czyli $rednia arytmetyczna wyrazéw ciagu. Poniewaz wspotczynnik przy z2 w f2 jest dodat-
ni, to mozemy stwierdzi¢, ze zidentyfikowaliSmy w ten sposéb jej minimum, czyli szukang
wartosé elementéw ciggu statego, ktéry najlepiej przybliza ciag a.

9

Zastandéwmy sie, jak w juz skonstruowanym algorytmie dobrze wykorzysta¢ odkryta po-
staé¢ odcietej minimum funkcji f; w tym celu przyjrzyjmy sie fragmentowi pseudokodu, w kto6-
rym scalane sa dwa spdjne fragmenty ciagu, reprezentowane przez L[i] i L[i+1].

Stwierdzenie 7. Wynikowqg wartos¢ parametru L[] . ena mozemy przedstawié jako
(L[t].ena*L[i].4ile+L[i+1].ena*L[i+1].3le)/(L[%].4ile+L[i+1].21e)

gdzie parametr ile reprezentuje liczbe elementéow danego ciggu:
L[i].4ile=L[%].u-L[%].1+1.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze wyrazenie postaci L[i] .ena*L[i].ile to suma elementéw
fragmentu ciagu, reprezentowanego przez L[i]. W takim razie licznik powyzszego wyrazenia
reprezentuje sume elementéw fragmentu ciagu a, powstatego w wyniku scalenia, mianownik
za$ liczbe elementéw tego fragmentu. A zatem powyzszy ulamek jest niczym innym jak
srednia arytmetyczna calego fragmentu. O

Koszt czasowy jednego scalenia wykonanego w opisany wyzej sposéb jest staly, a zatem
taczny koszt wykonania wszystkich scalen to O(n). Dzigki temu, ze — jak juz wczedniej
pokazaliémy — liczba krokéw petli while moze zostaé oszacowana z gory przez 2n, to ogdlny
algorytm, zmodyfikowany w opisany sposéb, ma taczna ztozonoéé¢ czasows liniows wzgledem
n. W dodatku, w przeciwienstwie do algorytmu ogdlnego, wykorzystujacego wyszukiwanie
ternarne, powyzszy algorytm daje doktadne rozwiazanie. Udalo nam sie zatem skonstruowaé
algorytm optymalny dla najlepszej aproksymacji ciagu ciagiem niemalejacym w || - ||2.
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3.2. Inne normy || - ||

Mozna w tym miejscu postawi¢ pytanie, dlaczego podobnej metody szukania minimum funk-
cji (2.1) nie zastosowalidémy dla innych norm. Jezeli p jest liczba nieparzysta, to problemem
jest to, ze f nie jest wielomianem i dlatego nie jest latwo szukaé pierwiastkéw [’ (co wiece]
[’ nie wszedzie jest okreSlona). Jezeli p > 4 jest parzyste, to podobne podejécie rzeczywi-
Scie dziata: aby wyznaczy¢ minimum globalne f, wystarczy wzig¢ minimum z wartosci tej
funkcji w pierwiastkach f’. Jest tak dlatego, ze przy |r| — oo mamy f(z) — oo, a stad
minimum globalne wielomianu f musi by¢ réwniez minimum lokalnym (jest to prosty fakt
z teorii wielomianéw), ktére z kolei jest realizowane w jednym z pierwiastkéw f’. Odtad be-
dziemy sie zatem koncentrowa¢ wylacznie na poszukiwaniu pierwiastkéw wielomianu f’. Dla
uproszczenia dalszych zapiséw oznaczmy g = f.

W przypadku p = 4 funkcja g jest wielomianem stopnia trzeciego i wyznaczanie jego pier-
wiastkéw mozna zrealizowaé w czasie stalym za pomocg wzoréw Cardano. W tym przypadku,
dla ciagu ay, ..., a, mamy wzor:

' r T T
g(y) =14 <y3za? 392> a;+3y> a? - Zﬁ’) :
1=l 1=l 1=l 1=l

Mozna teraz na wstepie stablicowa¢ sumy prefiksowe postaci S, ; = a{ +...+al dla0<
Jj<310<r<mn,cowymaga zlozonosci czasowej O(n) (dokladniejszy sposéb wyznaczania
takich sum jest opisany dalej). Wéwczas zadane sumy wystepujace w powyzszym wzorze
na ¢(y) mozna wylicza¢ jako réznice odpowiednich sum prefiksowych:

r
i_
> al =8,;— 81,
1=l

w zlozonosci czasowej O(1). Ostatecznie réwniez dla || - ||4 uzyskujemy algorytm o zlozonosci
czasowej O(n).

Dla p > 6, p = 2k ogdlne wzory na pierwiastki wielomianéw stopnia p — 1 nie istnieja.
Mozna sobie w tym przypadku poradzi¢ w inny sposéb, na przyktad numerycznie przybli-
zajac pierwiastki funkcji g. Istnieje prosty algorytm, ktéry moze do tego shuzyé, opierajacy
sie na spostrzezeniu, ze pierwiastkiem g moze by¢ kazdy z pierwiastkéw ¢ (jesli tak to byl-
by to pierwiastek wielokrotny g), a takze dla dowolnych dwéch kolejnych w posortowanym
zbiorze pierwiastkéw ¢': z1 i @9, w przedziale (1, x2) moze istnie¢ co najwyzej jeden pier-
wiastek y funkcji g. Faktycznie, gdyby w przedziale (z1,z2) istnialy dwa takie pierwiastki
r1 < y1 < y2 < o funkeji g, to z twierdzenia Rolle’a wynikaloby, ze w przedziale [y1, yo]
funkcja ¢’ musi mieé¢ pierwiastek, co jest sprzeczne z zalozeniem o wyborze wartosci z1 i xs.
Podobnie, w przedzialach (—o00, Zmin) 1 (Tmaz,00), gdzie Tpmin 1 Tmae to odpowiednio naj-
mniejszy 1 najwiekszy pierwiastek ¢’, moga istnie¢ pojedyncze pierwiastki g, ale dla uprosz-
czenia te przedzialy pomijamy w dalszej analizie.

Znalezienie wspomnianego jedynego pierwiastka w przedziale jest bardzo proste: jezeli
g(z1) - g(x2) > 0, to on nie istnieje (gdyby taki pierwiastek istnial, to mozna pokazaé, ze
w przedziale (z1,z2) funkcja ¢’ mialaby jaki$ pierwiastek, co — jak juz wspominaliémy —
nie jest prawda). W przeciwnym przypadku do jego identyfikacji mozna wykorzystaé np.
metode bisekcji czy Newtona.

W naszym algorytmie znajdowania pierwiastkéw wielomianu stopnia p — 1 w wywotaniu
rekurencyjnym wyznaczamy pierwiastki wielomianu ¢’ stopnia p— 2, a nastepnie za ich pomo-
ca w opisany w dowodzie sposob identyfikujemy pierwiastki funkcji g. Na samym poczatku
trzeba jednak wyznaczy¢ funkcje g poprzez wyliczenie wspélczynnikéw wielomianu stopnia
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p — 1, opisujacego ja. Za pomoca wspdlczynnikéw g mozna z kolei latwo wyznaczaé¢ wspot-
czynniki ¢’ 1 kolejnych pochodnych g. Na poczatku gléwnego algorytmu wyznaczamy wiec
sumy prefiksowe S, ; = a{ +...+aldlal<j<p-1i0<r<n. Aby je wyliczyé, wyzna-
czamy najpierw wszystkie wartosci postaci ag c1e€{l,...,n},7€{0,...,p— 1} w kolejnosci
wzrastajacych wyktadnikéw poteg, a nastepnie za ich pomoca wyliczamy sumy ze wzoréw:

So,j =0dlaje{0,...,p—1},

Syi=8—_1;+al dlare{l,...,n}oraz j € {0,...,p—1}.

Ztozono$é czasowa tej fazy to O(np). Dodatkowo nalezy wyznaczyé na wstepie wartosci
wszystkich niezerowych wspotczynnikéw dwumianowych (:yc) dla x < p—1 naturalnego (zlozo-

noéé czasowa O(p?), za pomoca tréjkata Pascala). Laczna zlozonoéé czasowa przedstawionych
wstepnych obliczen to O((n + p)p).

Jezeli teraz przy scalaniu elementéw listy wynikowym fragmentem ciagu a jest przedzial
elementéw od a; do a,, to mozemy za pomoca wczesniej policzonych wartosci pomocniczych
w zlozonosci O(p) wyznaczy¢ wspélezynniki wielomianu g:

p—1

gz) = f'(z) = > _plz —a;)P~".

1=0

Faktycznie, dla kazdego 0 < i < p — 1 wspdlczynnik przy z° jest w nim réwny

-1 . 1 L -1 L
(p | )(—1)17-1-% (a7 e ) = (p . )(—np (St = St po1-i)-

7 1

Przypomnijmy, ze w calym rozumowaniu zakltadamy, ze operacje na pojawiajacych sie w trak-
cie dziatania liczbach zmiennoprzecinkowych mozemy wykonywaé w czasie stalym.
Zastanéwmy sie teraz, jaki jest koszt czasowy jednego wywolania rekurencyjnego wyzej
opisanego algorytmu szukania pierwiastkéw wielomianu g, jezeli mamy juz obliczone jego
wspOlezynniki. Dla kazdego z co najwyzej p — 1 pierwiastkéw ¢’ nalezy sprawdzié, czy jest
on pierwiastkiem g (taczny czas O(p?), jezeli dla kazdego kandydata na pierwiastek skorzy-
stamy ze schematu Hornera). Teraz na kazdym z potencjalnie p przedzialéw nalezy wyszukaé
pierwiastek funkcji g, co — przy zastosowaniu na przyktad metody bisekcji — wymaga tacz-
nie dla wszystkich przedziatléw czasu O(p?logC), gdzie C jest staly zdefiniowang podobnie
jak w ogélnym algorytmie, a dodatkowy czynnik p wynika z koniecznosci kazdorazowego
wyznaczania wartosci g. Poniewaz w calym algorytmie mamy maksymalnie p wywotan re-
kurencyjnych, stad ztozono$é czasowa calego algorytmu szukania pierwiastkéw moze zostaé
oszacowana przez O(p>log C). Algorytm ten jest wykorzystywany przy kazdym scaleniu ele-
mentéw listy L, co wobec pesymistycznej liczby takich scalen rzedu O(n) daje taczna ztozonosgé
algorytmu O((n + p)p) (koszt wstepnych obliczet) + O(np3log C) (koszt wszystkich scaleh)
= O(np3log C). Dla malych wartosci p i dtugich ciaggéw algorytm ten moze wiec by¢ znacznie
szybszy niz opisana ogélna metoda. W tym miejscu nie bedziemy sie zajmowaé poréwnaniem
pozostaltych wlasnosci tych algorytméw, jak na przykiad ich stabilnosci numerycznej, itp.
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Rozdziat 4

Algorytmy dla || - ||oc 1 ]| - |]1
4.1. Algorytmy dla || ||~
Podobnie jak w przypadku || - ||2, i tym razem postaramy sie przyspieszy¢ ogdlny algorytm,

pokazujac jak znalez¢ minimum funkcji (2.1). Jezeli przez amin 1 Gmaz 0zZnaczymy odpowiednio
najmniejszy i najwiekszy element ciggu a, to minimum funkcji f skonstruowanej dla ciagu a
jest jak tatwo zauwazy¢ réwne dokladnie #mezzfmin g jest ono realizowane dla ciaggu statego
o wartosci elementéw x = W# Po poczynieniu tego spostrzezenia mozemy zauwazy¢,
ze zalegly dowdd Lematu 2 dla przypadku || - ||oo jest bardzo prosty.

Dowdd. Jezeliy > x, to f(y) jest réwne doktadnie y — apn, co pokazuje, ze wraz ze wzrostem
y, f(y) Scile roénie. Analogiczny wzor f(y) = amar — Yy pokazuje, ze w przypadku y < x,
f(y) Scisle maleje, gdy y wzrasta. O

Zastanéwmy sie jak wykorzystaé¢ poznang postaé¢ odcietej minimum funkcji f do skutecz-
nej modyfikacji ogdlnego algorytmu w przypadku || - ||so. Jezeli z kazdym elementem listy L
zwiaza¢ minimalny i maksymalny wyraz fragmentu ciagu, ktéremu on odpowiada, to przy
scalaniu:

e jesteSmy w stanie wyznaczy¢ owe elementy — minimalny i maksymalny — dla wyni-
kowego fragmentu ciggu, biorgc minimum i maksimum z odpowiednich wartosci dla
fragmentéw scalanych,

e mozemy obliczy¢ warto$¢ z za pomocy Sredniej arytmetycznej wartoéci wyznaczonych
w poprzednim kroku.

Poniewaz i tym razem udalo nam sie osiagnaé¢ ztozonosé¢ czasowa pojedynczego scalenia O(1),
to ponownie ztozonosé czasowa calego algorytmu wymnosi O(n).

Jako ciekawostke mozemy dodaé, ze dla normy || - ||o istnieje tatwiejszy algorytm, znaj-
dujacy najlepsza niemalejaca aproksymacje, réwniez posiadajacy liniowa ztozonosé czasowa.
Mozna mianowicie udowodnié¢, ze najmniejszy btad aproksymacji A, jaki mozna osiggnaé dla
danego ciagu a wyraza sie¢ wzorem

CLZ'—CL]'

5 11 < ).

max(

Wyznaczenie tej wartosci mozna zrealizowaé w zlozonosci czasowej O(n) za pomoca algoryt-
mu opisanego przez ponizszy pseudokod.
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function najmniejszyBlad(a, n)

begin
maks := a[l]; wyn := O;
for i := 2 to n do
begin
maks := max(maks, alil);

wyn := max(wyn, (maks-alil)/2);
// Niezmienniki: maks = max(alu] : 1 <= u <= i),
// wyn max((alul-alv])/2 : 1 <= u <= v <= 1i).
end;
return wyn;
end;

Znajac warto$é A mozemy wyznaczy¢ szukany cigg b. Oczywiscie b; > a; — A, 1 <
1 < n. W takim razie mozna pokazaé, ze prosty algorytm zachtanny, ktéry za b; przyjmuje
najmniejsza mozliwa (czyli > b;—1) liczbe niemniejsza od a; — A skonstruuje zadany ciag
w zlozonosci czasowej O(n).

4.2. Algorytm dla || - ||; i dalsze rozwazania

W przypadku ||-||; réwniez istnieje mozliwo$¢ usprawnienia ogdlnego algorytmu. Zastanéwmy
sie najpierw, jak w tym przypadku zidentyfikowa¢ minimum funkeji (2.1). Niech ¢q,..., ¢,
bedzie posortowang niemalejgco kopia ciaggu wyjsciowego a, dla ktérego konstruujemy funkcje
f. Jak juz wczesniej uzasadnialiémy, poszukiwana odcieta minimum f musi naleze¢ do prze-
dziatu [c1, ¢, ]. W poszukiwaniu minimum f wystartujemy zatem z punktu y = ¢; i bedziemy
sie¢ przemieszcza¢ w kierunku c,, zastanawiajac sie, jak zmienia sie wartos¢ funkcji f. Je-
zeli przemiescimy sie parametrem y w ramach przedzialu [c1,c2] 0 € > 0, to warto$é f(y)
zmieni si¢ o € - (I — u), gdzie [ to liczba wyrazéw ciagu ¢ niewigkszych od ¢1, a u to licz-
ba wyrazéw ciaggu niemniejszych niz c;. Wstawiajac [ = 11 u = n — 1 otrzymamy zmiane
0 €- (2 —n). Stale zwiekszajac warto$¢ z, w pewnym momencie przejdziemy do przedzialu
[ca, c3]; jak tatwo policzyé, przemieszczenie sie w ramach niego o € powoduje zmiane wartosci
fly)oe-(2—(n—2)) =¢€-(4—n). Proste uogdlnienie tego rozwazania pozwala stwierdzié,
ze przemieszczenie sie w ramach przedziatu [c;, ¢;11] 0 € powoduje zmiane f(y) o €- (2 — n).
Dopéki warto$é 2i — n jest ujemna, to optaca nam sie zwiekszaé y, gdyz wtedy f(y) maleje.
2i —n < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ < 3, co jest r6wnowazne temu, ze optaca nam sig
zwiekszaé¢ y do momentu, kiedy dotrzemy do y = Cray; za tym punktem warto$¢ wyrazenia
2i—n zaczyna stopniowo wzrasta¢. Wspomniany element $rodkowy ciagu ¢ jest niczym innym
jak mediang ciagu a (zdefiniowana wlasnie jako §rodkowy element po posortowaniu).
Musimy zatem w jaki$ sposéb wzbogaci¢ elementy listy L, tak aby w momencie scalania
dato sie tatwo wyznacza¢ mediane wynikowego ciggu. Zapytania o mediane nietrudno zreali-
zowad, jezeli positkujemy sie zréwnowazonymi drzewami poszukian binarnych, na przyktad
typu AVL (patrz np. [BDR]) czy czerwono-czarnymi (patrz np. [Cormen]) do utrzymywania
elementéw fragmentéw ciggu na liScie. Drzewa tego typu mozna, odpowiednio wzbogacajac
dane utrzymywane w weztach, wykorzysta¢ do wyznaczania statystyk pozycyjnych ciagéw
w nich przechowywanych w zlozonosci czasowej O(logn) (po dokladniejszy opis sposobu ta-
kiego wzbogacenia tych drzew odsytamy do wymienionej literatury). i-ta statystyka pozycyj-
na ciaggu jest zdefiniowana przy tym jako wartos¢ i-tego elementu posortowanej niemalejaco
kopii rozwazanego ciagu. W szczegélnosci mediana ciggu dtugosci n to jego statystyka pozy-
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cyjna o numerze |% |, co pokazuje, ze za pomoca drzew zréownowazonych mozemy wyznaczaé
mediane ciagu w ztozonosci czasowej O(logn).

Problem w bezposrednim zastosowaniu drzew zréwnowazonych do rozwiazania rozwa-
zanego zagadnienia stanowi samo utrzymywanie wspomnianych tych struktur przypisanych
do poszczegdlnych elementéw listy, a doktadniej taczenie tych drzew przy scalaniu fragmentow
ciagu. Okazuje sie, ze catkiem efektywne rozwiazanie powstaje, jezeli taczy¢ drzewa kazdora-
zowo przenoszac wszystkie elementy z mniejszego drzewa (czyli zawierajacego mniej elemen-
téw ciagu) do wigkszego. Przeniesienie elementu odpowiada usunieciu go z jednego drzewa
i wstawieniu do drugiego. Przypomnijmy, ze koszt czasowy wstawienia elementu do drzewa
zrownowazonego czy tez usuniecia elementu z drzewa to O(logn). W takim razie pojedyncze
scalenie drzew moze nawet wymagaé czasu O(nlogn), ale — jak dalej pokazemy — zamorty-
zowana zlozonosé¢ czasowa algorytmu to zaledwie O(n log? n). Zastanéwmy sie mianowicie, ile
razy dany element a; moze by¢ w calym algorytmie przenoszony miedzy drzewami. Zauwaz-
my, ze po wykonaniu scalenia, w ktérym wspomniane przeniesienie nastepuje, rozmiar drzewa
AVL, do ktérego éw element nalezy wzrasta co najmniej dwukrotnie. Poniewaz maksymalny
rozmiar drzewa, jakie moze powsta¢ w trakcie dzialania algorytmu to oczywiscie n, to dla
kazdego i element a; moze zostaé przeniesiony co najwyzej logn razy. Poniewaz elementéw
ciagu jest n, a koszt czasowy przeniesienia jednego elementu to O(logn) (usuniecie z mniej-
szego drzewa 1 wstawienie do wigkszego drzewa), ztozono$é czasowa calego algorytmu wynosi
O(nlog®n).

Tak skonstruowany algorytm nie jest juz bardzo odlegly pod wzgledem zlozonosci cza-
sowej od liniowego, aczkolwiek rzeczywiscie optymalny nie jest. Istnieje algorytm o ztozo-
nosci czasowej O(nlogn), ktéry rozwiazuje problem aproksymacji ciagiem monotonicznym
w normie || - [|;. Jest on jednak oparty na pomysle zupelnie innym niz algorytm ogdlny.
Najpierw przeskalowujemy w nim wszystkie elementy ciagu, tak by staly sie liczbami cal-
kowitymi z nieduzego zakresu, a nastepnie optymalizujemy algorytm, ktory rozwiazuje taki
problem za pomoca programowania dynamicznego, redukujac jego ztozonoéé czasowa z O(n?)
do O(nlogn). Ze wzgledu na niewielka korzysé z wprowadzenia tego algorytmu, nietatwy jego
opis pomijamy.

Rodyzi sie jednak pytanie, czy rozwazany problem da sie rozwiazaé w zlozonosci czasowej
O(n). Odpowiedz na to pytanie nie jest znana autorowi pracy. Mozna jednak pokazaé, ze
jezeli taki algorytm istnieje, to zapewne musi by¢ oparty na idei innej niz ogdlny algorytm
opisany w pracy. Jest tak dlatego, ze nasz algorytm w czasie dzialania wyznacza optymalne
niemalejace aproksymacje dla wszystkich prefikséw ciggu a. Aby to zauwazy¢, mozna sobie
wyobrazi¢ sytuacje, w ktorej na poczatku nie umieszczamy na liscie L wszystkich elementow
ciaggu a, a tylko pierwszy, a kolejne elementy dokladamy wtedy, kiedy petla algorytmu do-
chodzi do konca listy. Zawartosci listy w tych momentach to szukane najlepsze aproksymacje
dla prefikséw ciagu. Gdyby taki algorytm dzialal w zlozonosci czasowej o(nlogn), to — jak
za chwile pokazemy — za jego pomoca bylibySmy w stanie w takiej wtasnie ztozonosci sorto-
waé¢ dowolne n-elementowe ciagi liczbowe. Zaktadajac model poréwnaniowy mozna jednakze
pokazaé, ze sortowanie ciagéw wymaga zlozonosci czasowej 2(nlogn), zob. np. [BDRJ.

Pozostaje nam skonstruowaé sposéb sortowania ciagéw, oparty na naszym algorytmie

znajdowania najlepszej aproksymacji. Niech dany bedzie ciag a1, ..., a,, ktéry chcemy po-
sortowaé. Skonstruujmy nowy ciag al,...,al,, zdefiniowany jak nastepuje:

e df=...=a, =00,

® Qpyy =ai, ..., Ay = O,

® ah, .= ay, = —0

23



W powyzszym zapisie przez oo zostala oznaczona stala max(|ay],...,|a,|) + 1, wieksza co
do wartosci bezwzglednej od wszystkich elementéw ciggu a. Okazuje sie, ze najlepsza aprok-
symacja kazdego prefiksu ciggu a’ jest cigg staly. Mozna to udowodnié¢ analizujac przebieg
dziatania naszego algorytmu dla tego ciagu. Dla uproszczenia przeanalizujemy jego réwno-
wazng wersje, w ktérej scalenie elementéw listy L[i] oraz L[i+1] wykonywane jest takze
wéwcezas, kiedy L[i].ena=L[i+1].ena. Kazdy z n pierwszych prefikséw ma jednoznacznag
najlepsza aproksymacje, bedaca ciagiem stalym o elementach réwnych oco. Dla kazdego z ko-
lejnych n elementéw ciagu a’ (sa to kolejne elementy ciagu a), tuz przed jego dodaniem do
L lista ta bedzie jednoelementowa i reprezentowa¢ bedzie ciag o medianie co; w takim razie
nowy element zostanie kazdorazowo scalony z L[1]. Ostatnie 2n elementéw ciagu o’ bedzie
zawsze mniejsze od mediany L[1], a zatem i one zostang scalone z tym elementem.

Zastandéwmy sie, jaka bedzie warto$¢ L[1].ena dla prefikséw a’ o dlugosciach 2n +
1,2n + 3,...,4n — 1. Latwo widaé¢, ze bedzie ona réwna kolejno ¢y, cn—1,...,c1, gdzie ciag
¢ = (c1,...,c,) to posortowana niemalejaco kopia ciagu a (takie sa wlasnie mediany odpo-
wiednich prefikséw ciagu a’). A zatem na podstawie wspomnianych wartosci jesteSmy w stanie
posortowaé ciag a, uruchamiajac nasz algorytm dla ciagu dlugosci 4n = O(n).
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