
1 �wiczenia 01.03.2016 � zrobili±my

Zadanie 1. Niech U ⊂ Rn, b¦dzie zbiorem otwartym oraz niech u ∈ C2(U) b¦dzie
funkcj¡ harmoniczn¡. Wówczas

u(x) =
1

|∂B(x, r)|

∫
∂B(x,r)

u(y)dσ(y) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

u(y)dy (1.1)

dla wszystkich kul B(x, r) ⊂ U .

Zadanie 2. Niech U � j.w. oraz niech u ∈ C2(U) speªnia równo±¢ (1.1) dla wszystkich
kul B(x, r) ⊂ U . Wówczas u jest funkcj¡ harmoniczn¡.

Zadanie 3. Rozwa»amy zagadnienie

∂tu+ b∇u = f, w Rn × (0,∞), (1.2)

u = g, na rn × {t = 0}. (1.3)

Przedstawi¢ jawny wzór na rozwi¡zanie tego zagadnienia przy zaªo»eniu, »e g i f s¡
�dostatecznie regularne�.

Zadanie 4. Rozwi¡za¢ nast¦puj¡ce równanie:

x1ux1 + x2ux2 = 2u, u(x1, 1) = g(x1).

Uwaga 1.1. W Zadaniu 1 przydatne byªo:

• Twierdzenie Stokesa (w prostszej wersji czyli jeden z tzw. wzorów Greena):∫
U

∆udx =

∫
∂U

∂u

∂n
dσ,

gdzie u ∈ C2(Ū) oraz ∂u
∂n

= ∇u · n jest pochodn¡ u w kierunku normalnym do
brzegu U .

• |B(x, r)| = ωnr
n, gdzie ωn jest pewn¡ staª¡ zale»n¡ od wymiaru,

• ∂|B(x, r)| = ωnnr
n−1.

• De�nicja funkcji harmonicznej: u ∈ C2:

∆u :=
n∑

i=1

uxixi
= 0.

• ∆u = div(∇u).
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2 Na 08.03.2016 � praca domowa

Zadanie 5. • Czy w Zadaniu 2 zaªo»enie, »e u ∈ C2(U) jest konieczne? Je±li nie to
jak mo»na je osªabi¢?

• Poda¢ mo»liwie minimalne zaªo»enia na g i f gwarantuj¡ce istnienie rozwi¡za«
zagadnienia z Zadania 3.

Zadanie 6. Rozwi¡za¢ zagadnienia:

(a)

uux1 + ux2 = 1, u(x1, x1) =
1

2
x1.

(b)

x1ux1 + 2x2ux2 + ux3 = 3u, u(x1, x2, 0) = g(x1, x2)
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