
Pisemna praca domowa nr 1

Termin oddawania: 23.11.2015 (na zaj¦ciach). Zadania po 5 pkt.

Zadanie 1. Zbadaj czy ci¡g

an =

(
(−1)n + 1

3n

)2n+1

posiada granic¦. Je»eli posiada to wyznacz j¡, a je±li nie to wyznacz jego granic¦ górn¡
i granic¦ doln¡ (lim supn→∞ an i lim infn→∞ an).

Zadanie 2. Wyznacz kres górny i kres dolny zbioru A, gdzie

A =

{
n+ k2

2n + k2 + 1
: k, n ∈ N

}
.

Zbadaj czy zbiór ten posiada element najwi¦kszy oraz czy posiada element najmniejszy.

Zadanie 3. Niech a1 = 1 oraz

an+1 = 1 +
amn

1 + an

dla n = 1, 2, .... W zale»no±ci od m = 0, 1, 2, ... wyznacz granic¦ ci¡gu an lub wyka», »e
ona nie istnieje.

Zadanie 4. (a) 1 Niech l ∈ N oraz niech a1, a2, ..., al b¦d¡ takimi podci¡gami2 ci¡gu an,
»e istnieje N ∈ N takie, »e dla wszystkich naturalnych n > N istnieje i ∈ {1, 2, ..., l}
takie, »e an = aik dla pewnego k ∈ N. Nadto zaªó»my, »e istnieje a ∈ R, takie »e dla

ka»dego i ∈ {1, 2, ..., l} mamy aik
k→∞−→ a. Udowodnij, »e wówczas an

n→∞−→ a.

(b) Wska» przykªad ±wiadcz¡cy o tym, »e w powy»szym stwierdzeniu zaªo»enie, »e pod-
ci¡gów ci¡gu an jest sko«czenie wiele jest konieczne (tzn. wska» przykªad ci¡gu an
i niesko«czonej rodziny jego podci¡gów, tak by wszystkie podci¡gi zbiegaªy do tej
samej granicy, ale sam ci¡g an nie byª zbie»ny).

1Nieprecyzyjne ale intuicyjne sformuªowanie mogªoby brzmie¢ nast¦puj¡co: Mamy ci¡g i jego sko«-
czenie wiele podci¡gów, przy czym wiemy, »e ka»da dostatecznie du»a liczba naturalna jest indeksem
pewnego z tych podci¡gów (ci¡gi indeksów tych podci¡gów w pewnym sensie �pokrywaj¡� zbiór N).
Dodatkowo wszystkie te podci¡gi zbiegaj¡ do tej samej granicy. Wtedy wyj±ciowy ci¡g te» do niej
zbiega.

2
UWAGA: tutaj ai oznacza i-ty podci¡g a nie i-t¡ pot¦g¦ liczby a.
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