Liczby pierwsze

Definicja. Liczba pierwszg nazywamy liczbe p > 1 taka, ze jedynymi dzielnikami p sa
liczby 11 p. Liczby a > 1 nie bedace liczbami pierwszymi nazywamy liczbami zlozonymi.

Przyktady. Liczby pierwsze p < 20 :2,3,5,7,11,13,17,19.
Liczby ztozone a < 20:4,6,8,9,10,12, 14,15, 16, 18, 20.

Twierdzenie. Kazda liczba naturalna wieksza od 1 ma dzielnik pierwszy.

Dowdéd. Niech a > 1. Liczba @ ma dzielnik d > 1, np. d = a. Niech p bedzie najmniej-
szym dzielnikiem liczby a, wiekszym od 1. Wtedy mozna tatwo pokazac, ze p jest liczba
pierwsza, QED.

Zauwazmy, ze jesli liczba a > 1 jest ztozona, to najmniejszy dzielnik pierwszy p liczby
a spelnia nieréwnosé p < +/a.

Nastepujace wazne twierdzenie pochodzi prawdopodobnie od Euklidesa:

Twierdzenie. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.

Dowéd. Przypusémy, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb pierwszych: p1,ps, ..., pn-
WezZmy liczbe

m=py-p2-... pp+1.
Liczba m ma dzielnik pierwszy p. Poniewaz p; | m — 1, wiec p;fm dlai =1,2,... n.
Zatem liczba pierwsza p jest rézna od wszystkich liczb py, pa, ..., pn, Wbhrew zatozeniu,

ze sa to wszystkie liczby pierwsze. Zatem istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych,
QED.

Uwaga. Jedli liczby p1, p2, ps3, . .. sa poczatkowymi liczbami pierwszymi, to liczba
m=p1-pz-... Pn+1
nie musi by¢ pierwsza. Na przyktad

2:-3-5-7-11-13+1 = 30031 = 59 - 509.

Twierdzenie. Dla kazdej liczby n istnieje n kolejnych liczb ztozonych.
Dowéd. Liczby

(n+ 1) +2,

(n+ 1)+ 3,

(n+ 1)! 44,

(n+ D! +n,
(n+1)!+(n+1)
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sa zlozone (pierwsza z nich dzieli sie przez 2, druga przez 3, trzecia przez 4 itd.), QED
Przyktad. Liczby

6! +2="722, 6!+3=723, 6!4+4="724, 6!+5=725 6!4+6=7206
sg ztozone. Nie jest to cigg najmniejszych kolejnych pieciu liczb zlozonych. Najmniej-

szymi sa:
24,25,26, 27, 28.

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozkladu na czynniki pierwsze
Twierdzenie. Kazda liczba a > 1 jest iloczynem liczb pierwszych:

— ¥ a2 (e
a/—pl 'p2 '...'pk .

Ten rozklad na czynniki pierwsze jest jednoznaczny (z doktadnoscia do kolejnosci czyn-
nikéw). .

Przyktad. Liczba 144 ma m. in. nastepujace rozktady na czynniki pierwsze:
144=2*.32=2.2.2.2-3-3=2-3-2-2-2-3.
Rozktady te réznig sie tylko kolejnoscia czynnikdw.

Uwaga. Nie znamy dotychczas zadnego efektywnego algorytmu rozktadania liczb na
czynniki pierwsze. Obecnym rekordem jest rozlozenie w 1999 r. na czynniki liczby
155-cyfrowej. Czas pracy ponad 1000 komputeréw osobistych i jednego superkompu-
tera wyniost ponad 4,5 miesiaca. Istniejg natomiast efektywne algorytmy rozpoznawania
liczb pierwszych. #.

Mozna prébowac szukaé informacji o rozkladzie na czynniki tzw. liczb RSA: sa to ilo-
czyny dwoch liczb pierwszych podobnego rzedu wielkosci. Rozklad na czynniki po an-

gielsku to factorization.

Dowdd twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozktadu pomijamy. Twierdzenie to ma
liczne zastosowania.

Whiosek. Dzielnikami liczby

a=pypy® ..t
sg liczby postaci
b=pl" 9y
gdzie
0<pi<ar N 0<fBy<as A ... N 00 <ag.



Wnhiosek. Liczba dzielnikéw liczby a = p{™" - p5” - ... pp* jest réwna

dla)=(a1+1) - (ag+1)-...- (ar + 1).

Czesto piszemy 7(a) zamiast d(a).
Liczby wzglednie pierwsze

Definicja. Liczby a i b takie, ze NWD(a,b) = 1 nazywamy liczbami wzglednie pierw-
szymi.

Twierdzenie. Jesli

a:p‘f‘l,pgz-u_.pzk Oraz b:p?1‘p22..”'p§k’
to ‘ | |
NWD((Z, b) _ pimn(ahﬁl) 'p;nm(aQ,BQ) . .prkmn(ak,ﬁk).

Przyktad. Niech a = 2% - 3% - 53 oraz b = 23 - 37 - 53. Wtedy

NWD(a, b) = 2% - 3° . 52,
Istnieje metoda wyznaczania najwiekszego wspolnego dzielnika dwdéch liczb catkowitych
nie wymagajaca rozktadania tych liczb na czynniki pierwsze. Jest to tzw. algorytm

Euklidesa. Dziatanie tego algorytmu wyjasnimy na przyktadzie.

Przyklad. Niech a = 39 oraz b = 15. Wykonujemy ciag dzielen z reszta:

39=2-15+9

15=1-9+6
9=1-6+3
6=2-3

Zatem NWD(39,15) = 3; najwiekszym wspdlnym dzielnikiem jest ostatnia niezerowa
reszta.

Kongruencje

Definicja. Méwimy, ze liczba a przystaje do liczby b modulo m, jesli liczby a i b daja
te same reszty przy dzieleniu przez m. Piszemy wtedy

a=b (modm).
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Réwnowaznie:
a=b (modm) < m|a—b.

Wiasnosci kongruencji:

1) a=b (modm) A c¢=d (modm) = a+c=b+d (modm);
2) a=b (modm) A c¢c=d (modm) = a—c=b—d (modm);
3) a=b (modm) A c¢=d (modm) = ac=bd (modm);

4) a=b (modm) = a"=b" (modm).

Dowody tych wtasnosci pozostawimy Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zadanie. Oblicz reszte z dzielenia 3195 + 4195 przez 11.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze

35=243=1 (mod 11).

Zatem
319 = (392 =121 =1 (mod 11).
Podobnie
4> =1024=1 (mod 11).
Zatem
4105 = (452 =12 =1 (mod 11).
Stad

3105 44105 =141=2 (mod 11).

Z wlasnosci 1) — 4) wynika, ze jesli W (z) jest wielomianem o wspétczynnikach catkowi-
tych, to

5) a=b (modm) = W(a)=W({b) (modm).

Cecha podzielnosci przez 9. Niech n = ¢,,¢,,—1 .- - ¢1¢o. Oznaczmy przez S(n) sume
cyfr liczby n:
S(n) =cm~+cm—1+...+c1+ co.

Wobwcezas
9|in < 9|S(n).



