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Streszczenie

Przy zachowaniu stosunkowo duzej ogdlnosci rozwazan, mozemy patrze¢ na modele staty-
styczne zmiennych dyskretnych, jako na obrazy przeksztalcen wielomianowych. W ten spo-
sOb mozna wspomoc analize statystyczna narzedziami geometrii algebraicznej i algebry prze-
miennej. Badanie parametrycznych algebraicznych modeli statystycznych stato sie jednym z
waznych zadan statystyki algebraicznej. Modele graficzne i modele graféw stanowia wazne
podrodziny tych modeli, niezwykle czesto stosowane przez statystykow. Rozmaitosci alge-
braiczne, ktére pojawiaja sie w tym kontekscie sa toryczne (w sensie Sturmfelsa [Stu96]). W
og0lnosci jednak nie musza by¢ normalne, a zatem nie mozemy stosowaé klasycznej teorii roz-
maitosci torycznych. Jak pokazali Buczynska i Wisniewski [BW06] udowodnienie normalnosci
rozmaitosci dla danej rodziny modeli moze w znacznym stopniu utatwi¢ jej badanie.

W pracy tej koncentrujemy sie na geometrii pewnej rodziny modeli statystycznych. Po
przedstawieniu odpowiedniej czedci teorii z geometrii torycznej oraz statystyki algebraicznej
w rozdziale 3 przedstawimy binarne modele graféw (zmienne losowe w analizowanym ukla-
dzie sa binarne). Gléwnym wynikiem pracy jest wykazanie, ze dla modelu grafu bez cykli,
odpowiadajaca mu rozmaito$¢ toryczna jest normalna. Zbadamy réwniez doktadniej przypa-
dek graféw cyklicznych. Jest to préba przyblizenia sie¢ do hipotezy postawionej ostatnio przez
Sturmfelsa i Sullivanta [SS06], ze modelowi graficznemu, ktéry nie zawiera podgrafu pelnego
o czterech wierzchotkach, odpowiada rozmaito$é normalna.
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geometria toryczna, statystyka algebraiczna, modele graficzne, pokrycie unimodularne, roz-
maito$¢ normalna
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Wprowadzenie

Statystyka algebraiczna to dzial matematyki, ktory zajmuje sie wykorzystaniem narzedzi alge-
bry przemiennej i geometrii algebraicznej w analizie statystycznej. Podstawowa idea polega na
spojrzeniu na model statystyczny jako na zbiér algebraiczny. Techniki geometro-algebraiczne
daja szczegdlnie wiele w przypadku skonczonych przestrzeni stanéw. Dodatkowo w przypadku
dyskretnym uzyskujemy bardzo duza ogdlnoéé¢ rozwazan, gdyz przez prosta zamiane zmien-
nych mozemy patrzeé¢ na przyktad na dowolna rodzinge wyktadnicza jako na przeksztalcenie
wielomianowe.

Sama nazwa statystyki algebraicznej pojawita si¢ po raz pierwszy w monografii Giovanni
Pistone, Eva Riccomagno i Henry Wynn [PRWO01]. Ksiazka ta prezentuje gléwnie podejscie
algebraiczne. Jej glowng zastuga jest przettumaczenie wielu podstawowych modeli i obiektow
statystyki na jezyk algebry. Powszechnie znane narzedzia algebry przemiennej, jak na przy-
ktad bazy Groébnera, moga by¢ wéwczas wykorzystane do efektywnych obliczen w statystyce.

Roéwnie wazny w rozwoju tej dziedziny okazatl si¢ artykul Persi Diaconisa i Berndta Sturm-
felsa [DS98], w ktérym autorzy zaproponowali algorytm generowania prébek losowych ze
stosunkowo szerokiej klasy dyskretnych rozktadéw warunkowych pod warunkiem statystyki
dostatecznej!. W ich rozwazaniach okazalo sie, ze znalezienie odpowiedniego nieprzywiedIne-
go tancucha Markowa na zadanej przestrzeni, odpowiada znalezieniu bazy generatoréw dla
pewnego idealu torycznego. Podejscie to nie tyle pozwolito efektywniej dokonywaé obliczen,
co zapewnilo mozliwos¢ rozwiazania problemu, ktory dotad w ogdéle nie byt rozwiazany. Bylo
to zatem historycznie pierwsze tak spektakularne osiggniecie statystyki algebraiczne;j.

Idealy toryczne stanowia posrednio jeden z waznych obiektéw zainteresowan tej pracy.
Jak sie bowiem okazalo, pojawiaja si¢ one w sposéb naturalny w wielu rozwazaniach objetych
zainteresowaniem statystyki algebraicznej. Jest tak réwniez w przypadku analizowanym w tej
pracy. Ciekawym przegladem najwazniejszych obszaréow, w ktorych analiza algebry modeli
statystycznych prowadzi do badania odpowiednich idealéw torycznych jest praca doktorska
obroniona ostatnio przez Setha Sullivanta [Sul05].

Statystyka algebraiczna rozwija sie bardzo szybko. Coraz wieksza role gra w tej teorii
geometria algebraiczna. Pojawily sie nowe ciekawe powiazania z geometrig toryczna, rozma-
itosciami stycznymi czy geometria tropikalna. W obszarze zastosowan szczegdlng role zajmuje
projektowanie eksperymentéw oraz obliczeniowa biologia molekularna. Przeglad najnowszych
metod statystyki algebraicznej w biostatystyce mozna znalezé w niedawno wydanej ksigzce
[SP05].

Tempo znajdowania kolejnych zastosowan dla algebry i geometrii na polu statystyki kaze
wierzy¢, ze jest to dopiero poczatek tego egzotycznego mariazu. Wydaje sie, ze statystyka
moze jeszcze bardzo wiele skorzystaé¢ dzieki metodom geometro-algebraicznym. Choé¢ nie w
sposéb tak efektowny, ale nastepuje rowniez przeplyw idei w druga strone - to znaczy od staty-

'Najbardziej popularne zastosowanie obejmuje znajdowanie p-value testéw dla modeli hierarchicznych ta-
blic kontyngencji. Statystyka dostateczna wéwczas jest zestaw odpowiednich sum brzegowych tablicy (patrz
np. Agresti [Agr02]).



styki i jej zastosowan, do czystej matematyki. Analiza statystycznych modeli algebraicznych,
o ktorych bedzie réwniez mowa w tej pracy, prowadzi do ciekawych obiektéw geometrycznych
lub uogélnien tych klasycznych, a takze do nowych interesujacych twierdzen. Przeglad takich
przypadkéw z punktu widzenia kombinatoryka i algebraika zaprezentowal Sturmfels [Stu06].

Praca ta zostala podzielona na trzy czesci. Na poczatku przedstawimy rozszerzenie kla-
sycznej teorii geometrii algebraicznej, ktore wydaje sie lepiej dopasowane do analizy zaprezen-
towanej w dalszych rozdziatach. Rozwazania te beda oparte na monografii Sturmfelsa [Stu96].
Skupimy sie przede wszystkim na kombinatorycznych wlasnoéciach rozmaitosci torycznych
powstajacych z wielodcianéw kratowych. Jak sie okaze, w tym punkcie czedé teorii zwigzanej
z klasyczng geometria toryczna (patrz np. Fulton [Ful93]) styka sie z podej$ciem zaprezento-
wanym przez Sturmfelsa, w ktérym za ceng bardziej przejrzystego zapisu kombinatorycznego
zrezygnowano z zaltozenia normalnoéci rozmaitosci torycznych?.

W rozdziale 2 przedstawimy podstawowe idee i definicje statystyki oraz statystyki alge-
braicznej. Ta czesé pracy ma postuzyé gtéwnie jako motywacja badan zaprezentowanych w
ostatnim rozdziale. Ma ona réwniez mie¢ poniekad charakter wprowadzajacy i przegladowy,
gdyz wedtug naszej wiedzy, w polskiej literaturze brak opracowan dotyczacych tej tematyki.
Whpierw przedstawimy preliminaria statystyczne, wprowadzajac pewne podstawowe pojecia,
ktorych bedziemy uzywaé w dalszej czedci rozdziatu. Nastepnie w podrozdziale 2.2 zaprezen-
tujemy geometryczne podejscie do modeli statystycznych. W podrozdziale 2.3 przedstawimy
modele toryczne, ktére odpowiadaja statystycznej rodzinie modeli wyktadniczych, a ktére sa
w bezposredni sposéb zwigzane z zagadnieniami geometrii torycznej. Wykorzystujac rozwa-
zania rozdziatu 1 pokazemy, jak przeksztalcenie wielomianowe modelu torycznego definiuje
rozmaitos¢ semitoryczng. Nastepnie w podrozdziale 2.4 przedstawimy modele graficzne, oraz
modele graféw. Sa to dwie bardzo wazne i popularne klasy modeli statystycznych, ktorym
poswiecono juz kilka monografii (patrz np. Whittaker [Whi90], Lauritzen [Lau96] i Edwards
[Edw00]).

Gléwnym celem tej pracy jest mozliwie dogtebna analiza pewnych podklas modeli graféw,
a mianowicie binarnych modeli graféw cyklicznych oraz binarnych modeli graféw bez cykli.
Te pierwsze bedziemy skrétowo nazywaé modelami C,,, gdzie n oznacza liczbe wierzchotkéw
w grafie cyklicznym. Od strony kombinatorycznej duzo pracy wykonali Sullivant i Hosten
[HS02]. My w rozdziale trzecim skoncentrujemy sie na aspekcie geometrycznym. Podstawo-
wym wynikiem tego rozdzialu jest (wniosek 3.11) udowodnienie, ze dla dowolnego grafu bez
cykli, modelowi tego grafu odpowiada normalna rozmaito$¢ semitoryczna, a zatem toryczna.
Wynik ten bazuje miedzy innymi na lemacie o unimodularnosci dla wieloécianu kratowego be-
dacego produktem wléknistym nad simpleksem dwdéch normalnych wieloScianéw kratowych.
Lemat ten jest uogélnieniem wyniku Buczynskiej i Wisniewskiego [BWO06] i zostal zaprezen-
towany w dodatku A. Na mocy hipotezy wysunietej ostatnio przez Sturmfelsa i Sullivanta
[SS06], ze modelowi graficznemu, ktéry nie zawiera podgrafu pelnego o czterech wierzchol-
kach, odpowiada normalna rozmaito$¢ toryczna, mozemy oczekiwaé, ze réwniez modele gra-
fow cyklicznych zadaja rozmaito$é normalng. Obliczenia potwierdzaja ta hipoteze dla niskiej
liczby wierzchotkéw grafu. Wierzac, ze w dalszych badaniach wazne bedzie zrozumienie, jak
wyglada wieloScian zadany przez binarny model cykliczny, zaprezentujemy serie wynikow,
ktore stanowia weryfikacje oraz poglebienie wynikéw zaprezentowanych przez Sullivanta i
Hostena w artykule [HS02]. Na koniec przedstawimy podstawowe charakterystyki niskowy-
miarowych rozmaitosci modelu C,,. W obliczeniach tego podrozdzialu w niezwykle intensywny

2Mylace moze byé nazywanie jednego obiektu rozmaitoscia, toryczna, jesli wedtug innej teorii rozmaitoscig,
toryczna nie jest. Dlatego rozmaitosé definiowana przez Sturmfelsa bedziemy nazywaé rozmaitoscia semito-
ryczng, tzn. bez zalozenia normalnosci.



sposéb korzystaliSmy z programu Polymake [GJ05]. Dzigki autorom tego programu udato sie
nam rowniez uzyskaé¢ pozyteczny skrypt, ktory pozwala zautomatyzowac liczenie objetosci
simplekséw z triangulacji wielo$cianu kratowego (patrz dodatek B.3)

W pracy tej staraliémy sie mozliwie doktadnie przedstawi¢ podstawy niezbedne do przed-
stawienia wlasciwej czesci opisywanej teorii. Ograniczona forma wymusza jednak zrezygno-
wanie z opisu niektérych wykorzystywanych zagadnien. Bedziemy na przykltad zaktadaé zna-
jomo$é podstaw teorii graféw (nieskierowanych), geometrii algebraicznej oraz geometrii dys-
kretne;j.






Rozdziat 1

Geometria algebraiczna

W tej czesci pracy na poczatek opiszemy krétko rozmaitoéci algebraiczne, ktore sg parametry-
zowane przez jednomiany. Rozmaitosci tego typu bedziemy nazywaé rozmaito$ciami semito-
rycznymi. Nastepnie zaprezentujemy uzyteczna czesé¢ klasycznej teorii rozmaitosci torycznych,
w duchu ksiazki Fultona [Ful93]. Na koniec skoncentrujemy si¢ na geometrii i kombinatoryce
rozmaitosci torycznych konstruowanych z wachlarza normalnego wieloscianu kratowego. Roz-
wazania te postuza nam w dalszej czeéci tekstu do zdefiniowania rozmaitosci torycznej oraz
semitorycznej dla statystycznego binarnego modelu grafu cyklicznego.

1.1. Idealy toryczne i rozmaitosci semitoryczne

W tej pracy bedziemy interesowac sie specjalna klasa idealéw w pierécieniu C[x] = Clzy, ..., x,),
ktére bedziemy nazywaé idealami torycznymi. Idealty te definiujg rozmaitosci, ktore bedzie-
my nazywacé¢ rozmaitosciami semitorycznymi. Ta cze$é¢ teorii przedstawiona jest szczegdlowo
w ksiazce Sturmfelsa [Stu96]. Rozmaitosci semitoryczne stanowia uogélnienie rozmaitosci to-
rycznych. W tym podrozdziale zaprezentujemy sposéb ich konstrukcji.

Niech A bedzie macierzg wymiaru d X n o wspélczynnikach w zbiorze liczb catkowitych.
Kazda kolumne a; (i = 1,...,n) tej macierzy bedziemy identyfikowaé¢ z odpowiadajacym
jej jednomianem Laurenta w pierdcieniu (C[tl,tl_l, e ,td,tgl] w ten sposob, ze a; ~ t% =
1 -+ t5%. Idealem torycznym T4 zwiazanym z A bedziemy nazywaé jadro homomorfizmu
C-algebr

Va Cle1, 22, ..y xn] — Clta, 674, ta ty Y], T — t%, (1.1)

Jezeli potraktujemy macierz A jako macierz przeksztalcenia Z-modutéw, to okazuje sie,
ze Z4 ma przedstawienie w terminach wektorow z jadra tego przeksztalcenia. Dla kazdego
u € Z™ mozemy zapisa¢ u = uT —u~, gdzie uT i = maja nieujemne wspoélrzedne i rozlaczne
nosniki. Kazde takie wyrazenie w dobrze zadaje nam réznice dwéch jednomiandw, ktéra
bedziemy nazywaé dwumianem.

Lemat 1.1 ([Stu96], lemat 4.1) Ideal toryczny 4 jest generowany przez dwumiany v —
¥, gdzie u przebiega kery(A).

Dowéd. Niech I = (2" — 2 |u € kerz(A)). Oczywiscie I C Z4, bo skoro u € kerz(A) to

Aut = Au~ oraz, jak latwo sprawdzi¢ ¢4 (2?) = z4? dla kazdego v € 7% Zatem v —gt €
ker(14)

Ustalmy porzadek na jednomianach taki, ze zmienne porzadkujemy liniowo wzgledem
indeksu, to znaczy 1 > ... > xz,. Dodatkowo pierwszy jednomian jest wickszy od drugiego



jesli albo stopnien pierwszego jest wickszy albo gdy stopnie sa réwne stosujemy porzadek
leksykograficzny.

Przypusémy, ze inkluzja I C T4 jest Scista. Niech f € Z4 \ I oraz niech xz® bedzie
najwiekszym jednomianem f (w sensie zadanego porzadku). Skoro 14 (f) = 0 musi istnie¢
drugi jednomian 2% w f taki, ze 1(z®) = tpa(2%). Mozemy wydzieli¢ wspdlne czynniki
tych jednomianéw i dostajemy 2 — 2 = 27 (2% — 2') oraz o/ i ' maja roztaczne nosniki.
Oczywiscie 14 (x®) — ¥a(z?) = 0. Niech h = o — ' i oczywiscie h € ker(A) a zatem
2 (zh" — ") e I, gdzie ht = o oraz h~ = ', bo drugi z tych czynnikéw lezy w 1.
Odejmujac ten wyraz od f, dostajemy wielomian w Z4 \ I, ktérego najwiekszy jednomian
jest mniejszy niz . Procedure mozemy powtarzaé pokazujac tym samym, ze idealy I i Z4
w istocie muszg by¢ réwne. [

Oczywiscie ideal Z4 jest idealem pierwszym jako jadro homomorfizmu idacego w dziedzi-
ne catkowitosci, a zatem zbiér jego zer w C" definiuje nieredukowalng rozmaitosé afiniczna
(patrz [Har77|, rozdzial I, wniosek 1.4). Zbiér ten bedziemy oznaczaé jako X4 i nazywaé
afiniczng rozmaito$cia semitoryczna, zadang przez A. Wprost z definicji wynika, ze X4 jest
domknieciem Zariskiego obrazu przeksztalcenia

$: (CHY—Cm, (t1, ... tq) — (891, ... t%). (1.2)

Widaé zatem réwniez, ze X 4 zawiera torus (obraz (C*)? wzgledem powyzszego przeksztatce-
nia), ktéry oczywiscie jest gesty w X 4. Torus (C*)¢ dziata na C" poprzez

(T1y. .oy xy) = (218", 2 t).

Zatem inaczej afiniczna rozmaitoéé semitoryczna X4 to domkniecie (C*)-orbity punktu
(1,...,1).

Za Sturmfelsem [Stu96] podajemy sposéb na wyliczenie wymiaru rozmaitosci X 4. Krate
generowang przez kolumny macierzy A bedziemy oznaczaé przez M. Wymiar kraty M réwny
jest rz(A).

Lemat 1.2 ([Stu96], lemat 4.2) Wymiar Krulla pierscienia k[x|/Z4 rowny jest rz(A).

Dowdd: Pierécien k[x]/Z4 jest izomorficzny z podpierscieniem k[t®, ..., t%"] pierécienia
E[t*!]. Wymiar Krulla tej dziedziny jest réwny maksymalnej liczbie algebraicznie niezaleznych
jednomiandow t%. Ale zbiér jednomiandéw jest algebraicznie niezalezny wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajacy im zbiér wektorow w wyktadnikach jest liniowo niezalezny.[]

Powyzszy lemat oraz znany wynik (patrz [Har77], rozdzial I, twierdzenie 1.7) zapewniaja,
ze wymiar rozmaitoéci X 4 jest réwny rzedowi macierzy A.

Gléwnym obszarem naszego zainteresowania w tej pracy beda semitoryczne rozmaito-
Sci rzutowe. Ich konstrukcja przebiega analogicznie do przedstawionej powyzej. Niech A =
(ai,...,a,) bedzie jak wczeéniej. Semitoryczng rozmaitoécig rzutowa Y4 C P! bedziemy
nazywacé rozmaitos¢ zwigzana z idealem generowanym przez wszystkie jednorodne dwumiany
idealu T4 C Clzy,...,zy]. Najbardziej interesujacy przypadek — réwniez z punktu widze-
nia dalszej czesci pracy — otrzymujemy, gdy przestrzen rozpinana przez wiersze macierzy A
zawiera wektor jedynek [1,...,1], to znaczy, gdy lezy on w obrazie przeksztalcenia AT trak-
towanego jako przeksztalcenie odpowiednich przestrzeni liniowych. W tej sytuacji bowiem
dwumiany spelniajace warunek z lematu 1.1 sg automatycznie jednorodne, a zatem ideat to-
ryczny Z4 jest ideatem jednorodnym rozmaitosci Y. Wynika to z tego, ze ker(A)* = im(AT),
a zatem jedli u € ker(A4) to u-[1,...,1] =0, bo [1,...,1] € im(AT), a zatem |u*| = |u~|,
gdzie |u| to suma wspdlrzednych wektora u. Zatem z*" — z"  jest jednorodny.
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Przyktad 1.3 (Kubika w P3) Niech

3210
A_[0123]'

Ideat toryczny Za generowany jest przez trzy dwumiany kwadratowe:
Za = (xoz2 — l‘%,xoﬂ?g — T1T9, T1T3 — 93%}
Zera tego ideatu zadajq kubike w P3.

Przypadek rzutowy wiaze sie z tak zwanymi wieloSciennymi pierécieniami grupowymi. Jest
to wazne pojecie, gdyz wiele ciekawych wtasnosci rzutowych rozmaitosci semitorycznych daje
sie odczytaé z analizy tych pierscieni. Konstrukcja wielo$ciennego pierscienia pélgrupowego
przebiega nastepujaco. Niech P bedzie wieloécianem kratowym w Z¢ i niech dane bedzie
zanurzenie ¢ : R — R 4(z) = (x,1). Definiujemy Sp jako pélgrupe generowana przez
punkty kratowe w +(P) i bedziemy nazywaé¢ polgrupa wielo$cienna. Dla dowolnej pétgrupy @
definiujemy pierécien potgrupowy C[Q)], jako C-algebre z C-baza zlozona z elementéw formal-
nych {t®: a € Q} oraz mnozeniem zdefiniowanym tak, ze t® - t® = t°. Z definicji C-algebre
C[Sp| bedziemy nazywaé wielo$ciennym pierscieniem pélgrupowym (patrz [BGT97]). Poniz-
sze twierdzenie méwi o zwiazku wielodciennych pierécieni pétgrupowych z teorig rozmaitosci
semitorycznych.

Twierdzenie 1.4 ([BGT97]) Niech R bedzie dziedzing calkowitosci. R jest wieloSciennym
pierscieniem pdlgrupowym (jest izomorficzny z wieloSciennym pierscieniem pélgrupowym,)
wtedy i tylko wtedy, gdy R jest pierscieniem z gradacjg R = @;2, R; takim, Ze

(i) Ro = C oraz R jest C-algebrg skoriczenie generowang przez ay,...,a, € Ry,
(ii) jgdro naturalnego epimorfizmu

QD:C[I'l,...,ZL‘n]—’R, QO(ZEZ):CM

Ui

jest generowane przez dwumiany z* — xv, gdzie % = " - -2l dlaw = (u,...,u,) €

n
=207
(iii) Ry = Ry, gdzie przez R oznaczamy normalizacje pierscienia R.

Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze wieloScienny pierscien potgrupowy wiaze sie bezpo-
Srednio z semitorycznymi rozmaitoéciami rzutowymi. Rzeczywiscie, jesli punkty kratowe wie-
loécianu ¢(P) oznaczymy jako a, ..., a, € Z%@ {1} oraz generatory algebry C[Sp] formalnie
jako t% = [[H!#57 dla j = 1,...,n, to na mocy punktu (i) twierdzenia dostajemy, ze jadro
© jest ideatem torycznym, a wiec definiuje rozmaitos¢ semitoryczng. Jesli wspotrzedne wierz-
choltkéw ¢(P)zapiszemy w kolejnych kolumnach macierzy A, to oczywiscie wektor [1,...,1]
lezy w przestrzeni im(A”), a zatem skonstruowany powyzej ideat Z4 jest jednorodny na mocy
rozwazan z podrozdzialu 1.1. A zatem definiowana rozmaitos$é jest rzutowa. Wazne, ze rozu-
mowanie da sie odwrécié. Jesli mamy wieloécian P, ktérego macierz wspétrzednych A spelnia
[1,...,1] € im(AT) to na mocy konstrukcji przedstawionej powyzej definiuje on wieloécienny
pierscien pétgrupowy C[Sp| i w konsekwencji semitoryczna rozmaitosé rzutowa, co wynika z
twierdzenia 1.4.
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1.2. Wielo$ciany i rozmaitosci toryczne

W podrozdziale 1.1 uzywaliSémy pojecia rozmaitosci semitorycznej na okreslenie zbioru zer do-
wolnego ideatu torycznego w pierscieniu C[zy, .. ., x,]. Takie podejscie jednak nie jest zgodne
ze standardowa definicja rozmaitosci torycznej (patrz np. Fulton [Ful93]) w przestrzeni C™.
Klasyczna definicja brzmi nastepujaco.

Definicja 1.5 ([KKMSD73]) Rozmaitoscig toryczng nazywamy nieredukowalng rozmaitosé
X takq, ze

1. X jest normalna
2. (C*)™ jest otwartym (w topologii Zariskiego) podzbiorem X, oraz
3. dziatanie torusa (C*)"™ na samym sobie rozszerza sie do dzialania (C*)" na X.

Roéwniez standardowa konstrukcja rozmaitosci torycznej rézni sie od tej przedstawionej w po-
przednim podrozdziale. Teraz przedstawimy, jak potaczyé¢ oba podejscia. Bedziemy korzystaé
z notacji przedstawionej w ksiazce Fultona [Ful93].

1.2.1. Konstrukcja klasyczna

Ustalmy krate N ~ Z¢ i krate dualng M = NV = Hom(N,Z) oraz ich uliniowienia Ng =
N ®zRi Mr = M ®z R. Niech o oznacza $cisle wypukly wymierny stozek wieloScienny w
przestrzeni wektorowej Ng ~ R?, czyli stozek o poczatku w uktadzie wspélrzednych, rozpiety
przez skoniczong liczbe wektoréw kratowych (tzn. o = S°F | Rsgv;) i taki nie zawierajacy linii
przechodzacej przez srodek uktadu wspoétrzednych. Wobec tego stozek dualny do niego

0" = {u € Mg : (u,v) > 0 dla wszystkich v € o}

jest d-wymiarowym stozkiem w dualnej przestrzeni wektorowej. Ze stozkiem dualnym bedzie-
my wiazaé¢ pélgrupe

S, =0 NM = {ue€ M : {u,v) >0 dla wszystkich v € o}.

Ma ona skonczona liczbe generatoréw, a zatem réwniez algebra pétgrupowa C[S,] jest skon-
czenie generowana (patrz [Ful93], s. 12). Jej spektrum maksymalne U, := Spec(C[S,]) jest
normalng afiniczna rozmaitoscia toryczna. Jezeli 7 jest $ciana o, to S, jest zawarte w Sr, a
zatem CI[S,] jest podalgebra w C[S;], co zadaje przeksztalcenie U, — U,. Rozmaitosé¢ U,
stanowi w istocie otwarty podzbiér U,. Istotnie, wybierzmy u € S, takie, ze 7 = o Nu’,
wowezas Ur = {x € U, : u(x) # 0}. W ogdlnosci pozwala to skonstruowaé abstrakcyjna roz-
maitosé toryczna X (X) z wachlarza ¥ w N, ktéry jest zbiorem $cisle wypuklych wymiernych
stozkéw wielosciennych, spelniajacy dodatkowe wlasnosci: (i) kazda Sciana stozka w X jest
takze stozkiem w X, (ii) przeciecie dwoch stozkéw w X jest ich wspdlna $ciana. Konstrukcje
rozmaitosci torycznej X (X) przeprowadza sie poprzez wzigcie sumy rozlacznej rozmaitosci
afinicznych U, dla wszystkich ¢ € ¥ oraz sklejanie U, i U, wzdtuz wspdlnych podzbioréw
otwartych zdefiniowanych przez stozek o N 7.

1.2.2. Konstrukcja z wieloScianu

Od tej chwili w naszych rozwazaniach bedziemy ograniczaé si¢ do przypadku, gdy wachlarz
> w N jest wachlarzem normalnym pewnego wieloscianu P w My o wierzchotkach w kracie
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M. Bedziemy zakladaé, ze dim (P) = d (wielo$cian jest pelnowymiarowy), ale nie zaklada-
my, ze P zawiera Srodek ukladu wspélrzednych. Wachlarz normalny ¥ p zadany jest przez
wieloscian P w nastepujacy sposob. Dla kazdej Sciany F' wieloscianu P mamy stozek op w
Y. p zdefiniowany jako:

or = {v € Ng : {u,v) < (u/,v) dla wszystkich u € F oraz v’ € P}

Innymi stowy, o jest stozkiem dualnym do zbioru wektoréw o poczatku w F' i koncu w P.
Stozek o). jest generowany przez wektory v’ — u, gdzie u i v’ przebiegaja odpowiednio zbiér
wierzchotkow Sciany F' i wieloscianu P. Teoria programowania liniowego pozwala patrzeé¢ na
or jako na zbiér funkcjonaléw liniowych na Mg, ktére po ograniczeniu do P minimalizuja
sie w F.

Twierdzenie 1.6 ([Ful93], s. 26) Stozki op, gdzie F' odpowiada Scianom wielo$cianu P,
tworzg wachlarz Xp w Ng.

Tak skonstruowany wachlarz normalny Y p definiuje rzutows rozmaito$é toryczna Xp, ktora
sklejona z afinicznych rozmaitosci torycznych X, , gdzie o przebiega wszystkie stozki Y p. Co
wiecej mamy wynik odwrotny.

Twierdzenie 1.7 ([Cox]|, s. 34) Rozmaitosé toryczna X (X)), gdzie ¥ jest wachlarzem w
Ngr >~ R"”, jest rzutowa wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¥ jest wachlarzem normalnym n-wymiarowego
wielo$cianu kratowego w Mp.

A priori nie istnieje zaden model Xp w przestrzeni rzutowej. Aby uzyskaé zanurzenie Xp
w przestrzen rzutowa musimy wybraé dywizor szeroki na Xp (poréwnaj podrozdzial I1.7 w
[Har77]). Rozpatrzmy dywizor Dp zdefiniowany w podrozdziale 1.3. Niech Pp, bedzie wie-
loscianem w My, ktéry jest zwiazany z Dp ([Ful93], s. 66). Okazuje sie, ze w tym przypadku
zachodzi Pp, = P ([Ful93], s. 72) i otrzymujemy przeksztalcenie )p, z Xp do rozmaitosci
rzutowe]j Y4, ktéra jest zbiorem zer jednorodnego idealu torycznego Z 4, gdzie (patrz [Stu96],
s. 131) kolumny macierzy A sa wektorami ze zbioru A takiego, ze

A=(PNM)x {1} ¢ M®Z~71 (1.3)

Rozwazania poprzedniego podrozdziatu pokazaly, ze zapewnia to warunek jednorodnosci ide-
alu Z4. To, ze Y4 jest rzeczywiscie obrazem Xp wzgledem przeksztalcenia vp,, wynika z
twierdzenia 1.14 oraz dyskusji, ktora sie¢ pojawia ponizej niego.

W ten sposéb czeSciowo udato nam sie pokazaé, w ktérym miejscu konstrukcja z po-
przedniego podrozdziatu spotyka sie z przedstawiona przed chwila. W konstrukcji Sturmfelsa
wychodziliSmy od macierzy A lub réwnowaznie od przeksztalcenia jednomianowego, ktére de-
finiowaly rozmaito$¢ semitoryczna. Zalézmy, ze przestrzen rozpinana przez wiersze macierzy
A zawiera wektor jedynek i jej rzad jest réwny d. Jak pokazaliémy wczesniej, A zadaje wow-
czas d-wymiarowa afiniczng rozmaito$é¢ semitoryczng X4 C C" oraz d— 1-wymiarowa rzutowa
rozmaito$é semitoryczna Y4 C P! (X4 jest stozkiem nad Yy). Jezeli P = conv{ai,...,a,}
bedzie wieloScianem bedacym kombinacjg wypukla kolumn macierzy A, to dostajemy rozma-
itoé¢ Xp na mocy konstrukeji przedstawionej powyzej. Skoro wiersze macierzy A rozpinaja
przestrzen, w ktorej znajduje sie wektor jedynek, to wachlarz p zadaje Xp jako d — 1-
wymiarowa rzutowa rozmaito$¢ toryczna (bo dim P = d—1). W ogélnosci Y4 # Xp. Xp jest
natomiast normalizacjg rozmaitosci Y4 i jedli ta druga jest normalna to zachodzi izomorfizm,
co pokazemy w podrozdziale 1.3 korzystajac gtéwnie z rozwazan ponizszego paragrafu.
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1.2.3. Normalnosé rozmaitosci semitorycznych

W podrozdziale 1.1 pokazaliSmy miedzy innymi, ze podrozmaito$¢ posiada torus, ktory jest
w niej gesty. Dzialanie torusa na samym sobie rozszerza sie na dzialanie na calej rozmaito-
Sci. W zwiazku z tym na mocy definicji 1.5 rozmaito$¢ semitoryczna, ktéra jest normalna,
jest toryczna. Dlatego wlaénie problem analizy normalnosci rozmaitosci semitorycznych zo-
stanie przedstawiony w tym podrozdziale. Zagadnienie normalnos$ci w tym przypadku jest
bezposrednio zwigzane z problemem badania normalnoéci pétgrup afinicznych. Pétgrupe S
nazywamy afiniczng, jesli jest skonczenie generowana i moze by¢ zanurzona w Z" dla pewnego
n € N. Grupe réznic elementéw z S (czyli najmniejsza grupe zawierajaca ta pélgrupe) bedzie-
my oznacza¢ gp(S). Pélgrupe afiniczna nazywamy normalna jesli kazdy element z € gp(.S)
taki, ze cx € S dla pewnego ¢ € N nalezy do S. Normalizacja pélgrupy S jest pétgrupa S
zlozona ze wszystkich x € gp(9), dla ktérych istnieje ¢ € N takie, ze cx € X. Oczywiscie S
jest poltgrupa normalna. Kluczowe, ze normalno$é S jest réwnowazna normalnodci pierscienia
polgrupowego C[S] (patrz Bruns, Herzog [BH98]!).

Prawie natychmiastowym wnioskiem z powyzszych rozwazan jest nastepujace twierdzenie
dotyczace zwiazku miedzy afinicznymi rozmaitosciami semitorycznymi a afinicznymi rozma-
itosciami torycznymi.

Twierdzenie 1.8 ([Stu96], s. 130) Niech A = (a1,...,ay) bedzie macierzqg wymiaru d X n
o wspotczynnikach w zbiorze liczb catkowitych. Nastepujgce warunki sqg rownowazne:

1. Afiniczna rozmaito$é semitoryczna X 4 jest normalna.

2. Afiniczna rozmaito$é semitoryczna X 4 jest izomorficzna z X, dla pewnego stozka o w
Ng.

3. Dziedzina calkowitosci C[A] = Clx]/Z4 jest calkowicie domknieta (w swoim ciele utam-

kow).
4. Pdlgrupa generowana przez kolumny A jest normalna.

W przypadku rzutowych rozmaitosci semitorycznych rozwazanie ich normalnosci zwia-
zane jest z analizg wieloSciennych pierscieni poélgrupowych zdefiniowanych w poprzednim
podrozdziale. Warto zauwazy¢, ze normalno$¢ C[Sp| implikuje normalno$¢ rzutowa, ktéra
jest wlasnoscia silniejsza niz normalnosé i ja implikuje (patrz ¢wiczenie 3.18, podrozdzial 1.3
w [Har77]).

Moéwimy, ze wielodcian kratowy P jest normalny, jedli pdlgrupa wieloscienna Sp jest nor-
malna.

Twierdzenie 1.9 ([BGT97]|) Niech A bedzie skoriczonym podzbiorem Z". Niech E4 =
{(z,1) : 2z € A} C Z"L. Wéwczas przez Cy bedziemy oznaczaé (wypukly) stozek generowany
przez E 4, a przez S polgrupe generowang przez E 4. Normalizacjg C-algebry R = C[S 4] jest
pierscien pélgrupowy R = Clgp(S4) N Cy]. Co wiecej wzgledem naturalnej gradacji R i R,
zachodzi Ry = Ry wtedy i tylko wtedy A = PNZ" dla pewnego wieloscianu kratowego P.

Badanie normalnosci pétgrupy wielosciennej Sp jest w praktyce trudne. Istnieje jednak
stosunkowo prosty do badania warunek implikujacy normalnosé, ktérym jest istnienie pokry-
cia unimodularnego dla wielo$cianu kratowego P.

!Cytat za [BGTIT7].
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Rysunek 1.1: Dwa kratowo réwnowazne wielosciany (Zrédlo: [Haal, s. 13)

Definicja 1.10 Mowimy, ze n-wymiarowy simpleks kratowy w R™ jest unimodularny, jesli je-
go objetosé wynosi 1/n! (znormalizowana objetosé wynosi jeden). Rownowaznie jesli simpleks
A ma wierzchotki vy, v1,...,v, w kracie Z to jest unimodularny, jesli vy — v, ..., v, — Vg
tworzq Z-baze kraty Z". Zbior kratowych simpleksow unimodularnych, ktore pokrywajg P na-
zywamy pokryciem unimodularnym wielo$cianu P.

Twierdzenie 1.11 ([BGT97]) Niech P bedzie n wymiarowym wielo$cianem kratowym w
R™. Jezeli P posiada pokrycie unimodularne to jest normalny.

Jest to bardzo wazne twierdzenie réwniez w kontekscie badania rzutowych rozmaitosci semi-
torycznych.

Whniosek 1.12 Niech P bedzie n wymiarowym wielo$cianem kratowym w R™. JeZeli P po-
siada pokrycie unimodularne, to ideal toryczny zwigzany z C[Sp| definiuje rzutowo normalng,
a zatem rownieZ normalng, semitoryczng rozmaitos$é rzutowq, czyli toryczng rozmaito$é rzu-
towg.

Zauwazmy jeszcze zalozenie w poprzednim twierdzeniu, ze wielo$cian P jest pelnowymia-
rowy, nie jest szczegdlnie restrykcyjne. W istocie kazdy wieloScian jest izomorficzny w sensie
izomorfizmu krat z pewnym kratowym wielo$cianem pelnowymiarowym. Zwigzane jest to z
pojeciem kratowej réwnowaznosci.

Definicja 1.13 ([Haa]) Wielosciany kratowe P i P' nazywamy kratowo réwnowaznymi jesli
istnieje przeksztalcenie afiniczne aff(P) — aff(P'), ktdre przeksztatca Z% N aff (P) bijektywnie
na Z4 N aff(P').

Istotne jest zauwazenie, ze dwa kratowo réwnowazne wieloSciany definiuja ta sama toryczna
rozmaitosé rzutowa.

W tej chwili juz przedstawiliSmy odpowiednioéé pomiedzy normalnymi afinicznymi rozma-
itosciami semitorycznymi a afinicznymi rozmaitosciami torycznymi. PrzedstawiliSmy rowniez
sposéb badania normalnosci rzutowych rozmaitosci semitorycznych. Pozostaje jedynie po-
kazaé¢ zwiazek miedzy normalnymi rzutowymi rozmaitosciami semitorycznymi a rzutowymi
rozmaitosciami torycznymi. Wynik ten pojawi sie poéréd rozwazan nastepnego podrozdziatu.
W ten sposob pokazemy, ze istotnie rozmaitosci semitoryczne stanowia uogdlnienie rozmaito-
Sci torycznych.
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1.3. Kombinatoryka rozmaitosci torycznych z wieloScianow

W poprzednim podrozdziale staraliSmy sie miedzy innymi pokazaé, jak konstrukcja rzutowych
rozmaitosci semitorycznych laczy sie z klasyczna teoria rzutowych rozmaitosci torycznych
przedstawiona przez Fultona w [Ful93]. Obiektem, ktéry pozwalal polaczyé oba podejscia
byl wieloécian w kracie M. W tym podrozdziale zaprezentujemy dalsze wlasnosci rozmaitosci
Xp, ktore potrafimy odczytaé z wieloScianu P. Rozwazania tego podrozdziatu oparte zostaty
w gléwnej mierze na czwartym rozdziale notatek Coxa [Cox] i postuza nam przy analizie
geometrii rozmaitosci binarnego modelu cyklicznego C,, w rozdziale 3.

Orbity torusa Pierwsza wazna obserwacja jest, ze wieloScian P jest kombinatorycznie
dualny do swojego wachlarza normalnego ¥ p. To oznacza, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$é (odwracajaca relacje zawierania)

cp€Xp+—FCP

pomiedzy stozkami w Xp a Scianami P (P traktujemy jako wlasciwa $ciane samego siebie)
taka, ze:
dimop +dimF =n

dla wszystkich $cian F' C P. Na mocy podobnej zaleznosci pomiedzy stozkami ¥ p a orbitami
torusa w Xp (patrz [Ful93], s. 51), dostajemy wzajemnie jednoznaczna zachowujaca wymiar
odpowiednio$é¢ pomiedzy $cianami P a orbitami torusa w Xp. W szczegdlnodci:

e wierzchotki P «+— n-wymiarowe stozki w > p «— punkty stale dziatania torusa w Xp

e Sciany P maksymalnego wymiaru «— promienie w Y p «— nieredukowalne dywizory
w X p niezmiennicze wzgledem dzialania torusa

Dywizory szerokie Jezeli P C My ~ R? jest d-wymiarowym wielo$cianem kratowym
to P definiuje wachlarz normalny ¥p, co opisaliémy w poprzednim podrozdziale. Jednak
P niesie ze sobg wiecej informacji o Scianach niz tylko wspélrzedne wektoréw normalnych.
Reprezentacja P za pomoca hiperptaszczyzn podpierajacych zawiera réwniez liczby catkowite
ar, ktore wystepuja w kazdym z definiujacych rownan

<m7 nF> = —ar

hiperplaszczyzny podpierajacej Sciane maksymalnego wymiaru F'. Skoro kazda taka $ciana
definiuje nieredukowalny dywizor D niezmienniczy wzgledem dziatania torusa na Xp, to P
zadaje dywizor:
Dp =) arDp, (1.4)
F

gdzie suma przebiega po wszystkich $cianach maksymalnego wymiaru P.
Dywizor Dp jest Cartier na Xp (patrz [Cox], tw. 4.2). Dodatkowo Dp jest szeroki. Do-
ktadniej, niech

H°(Xp,0x,(Dp)) = {f € C(Xp)*| div(f)+ Dp >0}

Okazuje sie wowczas, ze funkcje wymierne pojawiajace sie w powyzszej definicji sa jedno-
znacznie zadane przez punkty kratowe wielo$cianu P.

Twierdzenie 1.14 ([Cox], tw. 4.3) H°(Xp,Ox,(Dp)) = @mepon C- X
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Dywizory stuza nam do definiowania przeksztalcen w przestrzen rzutowa. Dla Dp be-
dziemy uzywaé funkcji wymiernych z H°(Xp, Ox, (Dp)), ktére na mocy twierdzenia 1.14 sa
charakterami zadanymi przez punkty kratowe wieloScianu P. Dokladniej, niech N ~ M ~ Z",
tak, ze punkt kratowy m € P NZ" zadaje charakter x™ = ¢ na torusie (C*)" rozmaitosci
Xp. Niech my,...,m; beda punktami kratowymi wielocianu P. Wéwczas dostajemy prze-
ksztalcenie

Bty ... ty) = (™, ..., t") e Pt 1=|PNnzZ",
z (C*)™ do PI=1. Jak widaé, jest to szczegdlny przypadek przeksztalcenia 1.2 i definiuje rzu-

towa rozmaito$¢ semitoryczng Ypnzn, 0 ktorej pisaliSmy w ostatnim akapicie podrozdziatu
1.1.

Rozmaitosci Xp i Ypnzn sa SciSle ze sobg zwiazane. Zauwazmy, ze jesli v € Zsg to vP
definiuje ten sam wachlarz normalny, a zatem tg sama rozmaito$¢ toryczna, tzn. Xp = X, p.
Latwo zauwazy¢ réwniez, ze D,p = vDp. Zatem H°(Xp, Ox,(vDp)) zadaje przeksztalcenie

by (CH = Pv=L 1, = |(wP)NZ",

zdefiniowane przez punkty kratowe wieloscianu vP. Mozna pokazaé ([Cox], s. 36), ze dla
v > 0 przeksztalcenie ¢, indukuje izomorfizm

Xp ~Yup)ynzn-

Innymi stowy H*(Xp,Ox, (vDp)) zadaje zanurzenie Xp w przestrzen rzutowa dla v > 0.

1.4. Przyklad podsumowujacy

Niech r,s € N i niech P, 3 C R? bedzie prostokatem kratowym o wierzchotkach (0,0), (r,0),
(0,s), (r,s), jak na ponizszym rysunku.

» ¥  Jd
ng
(0, s) y . s)
[ & L ]
[ _ > ]
(0,0) F (r,0)
Wektory normalne do Scian maksymalnego wymiaru to nqy = ej, ng = eg, ng = —e; oraz
ny = —ey, gdzie e; to wektory jednostkowe plaszczyzny R?. Wachlarz normalny >rs dla tego

wielodcianu przedstawiony jest na rysunku ponizej. Cztery stozki maksymalnego wymiaru
w wachlarzu normalnym odpowiadaja czterem rozmaitosciom afinicznym izomorficznym z
C2, dla ktérych odpowiednie definiujace algebry dane sa odpowiednio jako Clz,y], Clz~1, 3],
Clz,y'] i Clz~t,y 1. Latwo zobaczy¢ ([Ful93], przyklad na s. 21), ze Xp, = P! x P
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Zanurzenie tej rozmaitoéci w przestrzen rzutowa zalezy od kraty M ~ Z?, ktéra dyspo-
nujemy, co wynika z rozwazan podrozdziatu 1.2.2. Rozwazymy dla przypadki.

Przypadek pierwszy Jezeli za M przyjmiemy krate generowana przez wektory (r,0) i
(0,5) (jej elementy to duze kropy na pierwszym rysunku), to znajdujac izomorfizm krat
M =~ 72 wektory (r,0) i (0,s) mozemy zapisaé¢ jako (1,0) i (0,1). Zbiér A z réwnania 1.3 w
bedzie definiowal macierz

0101
A=10 0 1 1
1111

a zatem w tym wypadku Y, jest zadane jako domkniecie obrazu parametryzacji (C*)? — P3
takiej, ze (tl, tg) = (1, tl, tg, tltg).

Latwo sprawdzié, ze keryz(A) = spany{[1, —1, —1,1]}, a zatem na mocy lematu 1.1 mamy
Ta = (zow3 — T122), gdzie x; stanowiy zestaw wspolrzednych dla P3.

Zauwazmy, ze kolumny macierzy A definiujg wieloScienny pierécien pétgrupowy, ktéry
jest normalny, gdyz wieloScian P, s jest normalny wzgledem kraty M (ma dwuelementowa
triangulacje unimodularna).

Przypadek drugi Niech krata M bedzie rozpinana przez wektory (1,0) i (0,1), to wielo-
Scian P, s ma (r 4+ 1)(s + 1) punktéw kratowych. Bedziemy rozwazaé przypadek r > 1 lub
s > 1. Jego Sciany maksymalnego wymiaru zadaja dywizory niezmiennicze wzgledem dzia-
lania torusa (C*)2. Na przyktad éciana F' na pierwszym rysunku zadaje dywizor {t§ = 0}.
Réwnowazna reprezentacja za pomocg péiplaszczyzn dla wieloscianu P, wyglada tak:

Pos={z>0n{y>0tn{-z>-—rin{-y>—s}.
A zatem na mocy rozwazan tego podrozdziatu, P, zadaje dywizor szeroki postaci
me =1D3 + sDy,
bo a1 = a9 =0 oraz ag =r, aq = s.
Dywizor Dp,, wyznacza przeksztalcenie z Xp, , do Ya, gdzie zbiér A z réwnania 1.3 w

tym przypadku to
{(i,7,1) : i=0,...,roraz j =0,...,s}.
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Czyli Y4 ¢ PUHDE+H)=1 Aby latwo zobaczyé, jak torus T(N) = (C*)? siedzi w tej rozma-
itosci, mozna pokazaé to wlozenie jako odpowiednie ztozenie

(C*)Q P x P — P(r+1)(s+1)—1

(t1,t0) = (L, b1, 13, ...t 1, g, 85, .. 1) (tité)i,j gdziei=0,...,r;5=0,...,s.
Na mocy zaleznosci z poprzedniej uwagi, mamy doktadnie cztery punkty stale dziatania torusa

Ty, ktére odpowiadaja wierzchotkom wieloScianu i czterem stozkom maksymalnego wymiaru
o € Xp — patrz [Ful93], s. 28.
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Rozdziat 2

Statystyka algebraiczna

W tej czedci pracy zaprezentujemy czeSé teorii, w ktorej spotyka sie algebra i statystyka. Spo-
sOb prezentacji bedzie mozliwie zwiezly, gdyz wyniki tego podrozdziatu dostarczaja jedynie
motywacji do rozwazan zaprezentowanych w dalszej czedci pracy. Bedziemy sie¢ koncentrowaé
na geometrii modeli statystycznych, czyli czyms$ co w ramach samej statystyki algebraicznej
coraz czesciej nazywa sie statystyka geometryczna. Poza podstawowymi intuicjami, obejmie
to przede wszystkim opis takich modeli statystycznych, ktérych analiza stala si¢ podstawa
do wykorzystania geometrii toryczne;j.

Na poczatku przedstawimy najwazniejsze pojecia statystyki oraz wybrane problemy, z
ktérymi sie ona styka. Czes¢ tych problemdw, jak sie pdzniej okaze, da si¢ przettumaczy¢ na
jezyk algebry i geometrii. Nastepnie w podrozdziale 2.2 zaprezentujemy podstawowe definicje
statystyki algebraicznej oraz podamy ciekawe przyklady, jak te idee pojawiaja sie w prostych
zagadnieniach statystycznych.

Nastepnie w podrozdziale 2.3 przedstawimy ciekawsa rodzine modeli statystycznych, dla
ktérych mamy w naturalny sposéb zadany ideal toryczny, a zatem rowniez rozmaitosé semito-
ryczng. Modele te bedziemy nazywaé¢ modelami torycznymi i jak sie zaraz okaze, odpowiadaja
one statystycznym dyskretnym rodzinom wyktadniczym.

Szczegdlnym przypadkiem modeli torycznych sa modele graficzne oraz modele grafow,
ktére zostana przedstawione w podrozdziale 2.4. Jest to bardzo popularna rodzina mode-
li statystycznych, o ktorej powstawaly juz cale monografie (patrz np. Whittaker [Whi90],
Lauritzen [Lau96] i Edwards [Edw00]).

2.1. Model statystyczny

Moéwiac najogoélniej, statystyka zajmuje sie zbieraniem danych i wnioskowaniem na ich pod-
stawie. Bedziemy zajmowaé sie przypadkiem, gdy wnioskowanie poprzedza sformutowanie
pewnej wiedzy a priori w postaci modelu probabilistycznego. Zadaniem statystyki jest w tym
przypadku, by uzupelni¢ ta wiedze oraz zweryfikowaé¢ hipotezy dotyczace jej stusznosci.

Dobrym przyktadem, ktéry jednoczesnie pokazuje, jaka jest intuicyjna réznica miedzy
problemami rachunku prawdopodobiefistwa i statystyki jest klasyczne zadanie o urnie z ku-
lami. W rachunku prawdopodobienstwa brzmi ono mniej wiecej tak: W urnie znajduje sie n
kul, z czego m jest czarnych a n —m bialtych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagajac
dziesie¢ kul ze zwracaniem dostaniemy doktadnie 3 kule biate i 7 czarnych? W statystyce
problem jest inny: Przypu$émy, ze losujac 10 razy ze zwracaniem dostaliSmy 3 kule biate i 7
czarnych. Wiemy, ze w urnie jest n kul. Ile w urnie jest kul biatych a ile czarnych? Problem
tego typu to wlasnie wnioskowanie na podstawie proby.
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Niech X bedzie zmienna losowa (lub skonczonym badz nieskoniczonym ciagiem zmiennych
losowych) o wartosciach w przestrzeni X'. Zmiennag X bedziemy czesto nazywaé wynikiem
eksperymentu lub obserwacja. Zaktadamy, ze X jest zbiorem skoficzonym, przeliczalnym, lub
jest podzbiorem R"™ i bedziemy go nazywaé przestrzenia obserwacji. Niech P = {Py : 0 € O}
bedzie rodzina rozkladéw prawdopodobienstwa na o-ciele zbioréw borelowskich w X (lub
o-ciele wszystkich podzbioréw X, gdy jest skonczony) indeksowana przez zbiér ©. Przestrzen
préby wraz z rodzing rozktadow P, tzn.

{X,{Pg: 0 € 0O}},

nazywamy modelem statystycznym. Odwzorowania z X do R¥ nazywamy statystykami. W
przyktadzie z urng mozna skonstruowaé¢ nastepujacy model statystyczny. Zatézmy, ze w na-
szym eksperymencie bedziemy dziesieé¢ razy losowaé ze zwracaniem. Obserwacja X moze byé
liczba wyciagnietych bialych kul. Przestrzenia obserwacji X jest zbiér {0, ...,10} (przestrzen
mozliwych realizacji zmiennej X ). Czyli mozemy jako model statystyczny dla tego doswiad-
czenia przyjaé¢ {X,{Bin(10,0) : § € [0,1]}}. Tutaj {Bin(10,0) : 6 € [0,1]} oznacza rodzing
rozkladéw liczby sukceséw (sukces = wyciagniecie bialej kuli) w dziesieciu losowaniach, ktéra
jest parametryzowana przez prawdopodobienstwo sukcesu (wyciagniecia biatej kuli) w poje-
dynczym losowaniu. Jest to tak zwana rodzina rozkladéw dwumianowych o parametrach 10
i6€]0,1] (patrz przyktad 2.1).

Podstawowe zadanie zwiazane z analizg statystyczna wyglada mniej wiecej tak: Przypu-
$émy, ze dany jest model statystyczny {X,{Py : 6 € ©}} oraz k obserwacji X1, ..., Xi o
wartodciach w X', ktére sa niezalezne i pochodza z rozkladu Py (méwimy wtedy o probie
prostej). Najogdlniej méwiac, zadanie polega by na podstawie tej proby dowiedzieé si¢ jak
najwiecej o nieznanym parametrze 6. Mniej formalnie: polega to na powtorzeniu k niezalez-
nych eksperymentow dla badanej zmiennej oraz wnioskowaniu na tej podstawie na jej temat.
W przyktadzie z kulami pojedynczy eksperyment polega na wykonaniu dziesieciu niezalez-
nych losowan ze zwracaniem i zanotowaniem liczby wyciagnietych kul bialych. Eksperyment
taki pozwala wnioskowaé o nieznanym prawdopodobienstwie wyciagniecia kuli bialej, jednak
nasze wyniki uwiarygodniaja sie, gdy liczba eksperymentéw jest wicksza.

Pytanie o konkretng wartos¢ 6 zwiazane jest z zagadnieniem estymacji. Formalnie polega
to na skonstruowaniu przeksztalcenia :xk O, ktore bedzie w odpowiedni sposéb przy-
bliza¢ prawdziwa warto$¢ 8. Wracajac do naszego przyktadu: Jezeli przez x; dlai=1,... )k
bedziemy oznaczaé zanotowang liczbe kul biatych dla i-tego eksperymentu sposréd k prze-
prowadzonych eksperymentéw (kazde po dziesigé losowan), to powszechnie stosowanym esty-
matorem parametru 6 jest 6 = % Zle 16+ W szczegdlnodci przy pojedynczym eksperymencie
,hajlepszym”! estymatorem parametru @ jest czesto$¢ wyciggania biatych kul 10

Innym typem problemu jest weryfikacja twierdzenia 6 € ©g kontra 6 € O, gdzie Qg i
07 sa dwoma roztacznymi podzbiorami zbioru ©. Zadania tego typu nazywamy weryfikacja
hipotez. Typowy przykiad to weryfikacja hipotezy p = % przeciw p # %, gdzie p to prawdopo-
dobienistwo wyrzucenia orta, na podstawie wynikéw proby zlozonej ze 100 rzutéw moneta. W
tym wypadku weryfikujemy hipoteze moéwiaca, ze moneta, ktéra rzucamy jest symetryczna.
Nalezy oczekiwaé, ze jesli liczba wyrzuconych ortéw znacznie rézni si¢ od pieédziesieciu, to
przeczy to naszej hipotezie o symetrycznosci monety. Weryfikacja hipotez jest zwiazana réw-
niez z wazng charakteryzacja statystyki jako nauki zajmujacej sic modelami, podmodelami
i relacjami miedzy nimi (patrz [PRWO01], s. 120), ktéra jest szczegélnie wazna w kontekscie
wykorzystania geometrii algebraicznej. Podmodel modelu {X, P} to przestrzen obserwacji
wraz z pewna podrodzing rodziny P. Bedziemy jeszcze pisa¢ o tym pdzniej.

!Pozgdane wlasnosci, ktére powinien spetniaé dobry estymator opisane sa na przyktad w ksiazce Zielifiskiego
[Zie90)].
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Wymienione zagadnienia sa jedynie czesScig nowoczesnej statystyki, ktorg zwie sie sta-
tystyka klasyczna. Nam jednak one wystarcza, jako ilustracje zwiazkow pomiedzy algebra i
geometrig algebraiczng a statystyka. Wiele waznych zagadnien nawet w ramach samej esty-
magcji i weryfikacji hipotez bedziemy jednak musieli pomina¢, czego niestety wymaga ograni-
czona forma tej pracy. Pominiemy rowniez wiele ciekawych zagadnien rozwijanych w ramach
statystyki algebraicznej koncentrujac sie prawie wytacznie na tych najmocniej zwiazanych z
wykorzystaniem geometrii torycznej. Statystyka algebraiczna w szerszym kontekscie przed-
stawiona jest w monografii [PRWO01] oraz ksiazce [SP05].

2.2. Geometria modeli statystycznych

W pracy tej bedziemy zakladaé, ze przestrzen obserwacji jest skonczona? |X| = m. W takim
przypadku mozemy identyfikowaé przestrzen standéw X z pierwszymi m liczbami naturalnymi

[m] :={1,2,...,m}.

Niech X bedzie obserwacja o warto$ciach w &X'. Rozklad prawdopodobiefistwa zmiennej loso-
wej X, czyli m-elementowy ciag

(P(X =), taki, ze Y P(X =) =1,
i=1

mozemy utozsami¢ z punktem na (m — 1)-wymiarowym simpleksie probabilistycznym

m
Ap—1:={(p1,p2, - ,pm) ER™: Zpi =1 oraz p; > 0 dla kazdego j}.

i=1
Wéwczas i-ta wspoétrzedna p; odpowiada prawdopodobienstwu zaobserwowania stanu i. Za-
tem mozemy réwnowaznie powiedzieé¢, ze model statystyczny M,,_1 to pewien podzbiér
simpleksu A,,_1 (podzbiér ten utozsamiamy z rodzing rozkladéw). W przypadku skonczo-
nej przestrzeni stanéw w sposéb bezposredni dostajemy zatem przedstawienie geometryczne
modelu statystycznego.

Przyklad 2.1 (Rozklad dwumianowy) Przypusémy, ze przeprowadzamy m razy ten sam
eksperyment, ktorego wyniki Y1, ..., Y, majg charakter binarny, tzn. Y; € {0,1}. Jesli Y; =1,
to mowimy, Ze w ti-tej probie zanotowaliSmy sukces. Mozemy na przykiad m razy rzucac
monetq 1 0 sukcesie mowic¢ za kazdym razem, gdy wyrzucono reszke.

Niech zmienna losowa X bedzie liczbg sukcesow w m eksperymentach. Wowczas X =
{0,1,...,m}. Jesli prawdopodobieristwo sukcesu w eksperymencie wynosi 0 (tzn. P(Y1 = 1) =
- P(Y,, = 1) =46), to rozklad prawdopodobieristwa na X ma postac:

m

J

P(X:j):( )91(1—0)’”3', 0ec0,1, 7=0,...,m.

Zatem model statystyczny jako rodzina odpowiednich rozkladow prawdopodobienstwa ma po-
staé:

M, = {((1 — o)™, (”f) o(1—6)m 1, <ZL> 0°(1—60)"2, ... 39m)|9 € [0, 1]},

czyli geometrycznie jest krzywq gladkq w standardowym simpleksie m-wymiarowym parame-
tryzowang przez odcinek [0, 1].

ZStatystyka algebraiczna jest coraz szerszym pojeciem i istnieje wiele jej zagadnien, w ktérych takiego
zalozenia si¢ nie czyni.
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Istotnym faktem motywujacym dalsze dzialania jest, ze podzbior M C A czesto w prak-
tyce daje sie opisaé¢ jako przecigcie A ze zbiorem zer wielomianéw. Jak zaraz sie okaze, tak
w istocie dzieje sie z modelem z powyzszego przyktadu. Motywuje to nastepujaca definicje.

Definicja 2.2 Niech S C R[p] := R[pi,...,pm] bedzie dowolnym podzbiorem pierscienia
wielomiandw. Oraz niech Vg(S) = {a € R™|f(a) = 0 Vf € S} bedzie odpowiadajgcg mu
rozmaitoscig algebraiczng. Wowczas przeciecie:

VA(S) = VR(S) NAL—1

czyli rodzine rozkiadow prawdopodobienstwa zadang przez warunki algebraiczne bedziemy na-
zywad algebraicznym modelem statystycznym.

Przyktad 2.3 (Rozklad dwumianowy c.d.) Jezeli M,, bedzie jak w przykladzie 2.1 to
zbior Sy, bedzie zdefiniowany jako zbior wszystkich 2 X 2-minorow macierzy:

po  pi/(7) p2/(3) 0 Pm-1/(,1)
p/(T) p2/(3) p3/(5) - Pm

I zachodzi réownos$é My, = Va(Sn).

W poprzednim podrozdziale nic nie powiedzieliémy o zbiorze parametréw ©. W praktyce
z reguly liczg sie tylko tak zwane parametryczne modele statystyczne, ktére parametryzowane
s przez skonczenie wymiarowy zbiér ©.

Definicja 2.4 Niech © C R? bedzie przestrzeniq parametrow a ¢ przeksztatceniem cigglym
¢ : RY — R™ takim, e $(©) C Ap_1. Wowczas ¢(©) nazywamy parametrycznym modelem
statystycznym.

W praktyce bedziemy zaktada¢ nie tylko d < oo lecz rowniez d < m.

Aby przejs¢ do algebraicznych parametrycznych modeli statystycznych, musimy zatozy¢,
ze © jest zbiorem semialgebraicznym, tzn. jest zbiorem rozwiazan skonczonej liczby réwnan
i nier6wnosci wielomianowych (patrz Sullivant [Sul05], s. 5).

Definicja 2.5 Niech © C R? bedzie zbiorem semialgebraicznym oraz ¢ przeksztalceniem wie-
lomianowym

p:RE—=R™ 0= (01,...,00) — (¢1(0),...,0m(0))

takim, ze ¢; = % dla fi,g; € R[01,...,04] oraz zachodzi $(©) C A,,—1. Wowczas domkniecie
obrazu ¢(©) nazywamy algebraicznym parametrycznym modelem statystycznym.

Uwaga 2.6 W rozwazZaniach geometrycznych bedziemy rozwazaé parametryzacje nad ciatem
liczb zespolonych. Bedziemy w tej sytuacji uZywac tego samego oznaczenia ¢.

Ograniczenie sie do algebraicznych parametrycznych modeli statystycznych pozwala za-
chowaé¢ bardzo duza ogdlnoéé rozwazan. Zdecydowana wiekszos¢é dyskretnych modeli staty-
stycznych stosowanych w praktyce daje sie przedstawi¢ w tej postaci. Jezeli dla jakies klasy
modeli da sie znalezé przedstawienie ich parametryzacji w postaci wielomianowej lub wymier-
nej, stwarza to mozliwos¢ zaréwno wykorzystania narzedzi algebry przemiennej, jak i badania
geometrii zbioréw, ktére powstaja w tym kontekscie.

Ciezko w tej chwili jednoznacznie stwierdzi¢ na ile geometria algebraiczna, badajac geo-
metrie modeli parametrycznych, moze wspomoc analize statystyczna. Z pewnoscia jest wiele
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prostych ale interesujacych pytan, na ktére geometria algebraiczna potrafi odpowiedzieé.
Na przyktad wymiar rozmaitosci zwigzanej z modelem statystycznych, to minimalna liczba
parametréw potrzebnych do jego opisu. Innym przykladem moze byé szczegdlowa analiza
podmodeli modelu statystycznego, co w jezyku geometrii odpowiada badaniu podrozmaito-
$ci rozmaitosci algebraicznej. W kontekscie modeli niezaleznosci oméwimy ten przykitad w
nastepnym podrozdziale. Czasem mamy tez do czynienia z sytuacja, gdy zadang mamy roz-
maitosé zwiazang z modelem i zastanawiamy sie nad odwrotna parametryzacja, czyli nad zna-
lezieniem odpowiedniego algebraicznego modelu statystycznego. W tym kontekscie statystyka
geometryczna moze w przysztoéci pomoc odpowiedzie¢ na wiele waznych pytan dotyczacych
identyfikacji modeli statystycznych, czyli na przyklad, kiedy dwa rézne modele zadaja taka
sama rozmaito$¢ algebraiczna. Wiecej o zastosowaniach geometrii algebraicznej w kontekscie
algebraicznych modeli statystycznych mozna znalezé na przyklad w $wiezym opracowaniu
Drtona i Sulivanta [DS06].

Wszystkie te zagadnienia sa stosunkowo proste. Statystyka geometryczna w swoich roz-
wazaniach jest juz jednak znacznie dalej (patrz na przyklad [BWO06]) i zajmuje sie nierzadko
bardzo abstrakcyjnymi wlasnosciami odpowiednich rozmaitosci. Wydaje sie jednak, ze nawet
z punktu widzenia statystyki wazne, by badania te byly kontynuowane. W tej chwili bowiem
przede wszystkim zbierane jest jak najwiecej geometrycznej informacji o tych rozmaitosciach,
lecz w krétkiej przysztosci z pewnoscig prowadzone beda prace, majace jeszcze mocniej osa-
dzié¢ te rozwazania w analizie statystycznej. Przyktadem, kiedy rozwazania geometryczne w
wiekszy sposéb lacza sie z analizg statystyczna, sa modele drzew filogenetycznych w biologii
(patrz na przyklad [ERSS04]).

2.3. Modele toryczne i modele niezaleznosci

W statystyce wazna klase modeli stanowia rodziny wykladnicze (patrz [Zie90], s. 28). W
przypadku dyskretnym rozwaza sie rozklady prawdopodobienistwa postaci:

Py(x) = Z(0) - 9T@) e [—o0,00)?, (2.1)

gdzie z € X = [m|, Z(0) jest stala normujaca, (-,-) oznacza iloczyn wewnetrzny a 7' : X —
Z%\ {0} jest d-wymiarows statystyka (to znaczy odwzorowaniem X w jaki§ podzbiér R?).

Na pierwszy rzut oka nie widaé, jak dyskretne rodziny wyktadnicze wigza sie z modelami
algebraicznymi. Jak sie zaraz okaze przez prosta zamiane zmiennych mozemy uzyskaé¢ pa-
rametryzacje algebraiczng dla tych modeli. Wygodne bedzie nastepujace, bardzo popularne
(patrz Geiger i in. [GMSO02]) przeformutowanie tych modeli. Niech A = (a;;) bedzie macierza
wymiaru d X m o elementach bedacych liczbami naturalnymi, taka, ze sumy elementéw w
kazdej kolumnie sa réwne®. Wéwezas j-ta kolumna a; reprezentuje jednomian t% = El:l t?“
oraz wszystkie jednomiany sa tego samego stopnia. Z macierzg A mozemy zwiazaé zatem
przeksztalcenie wielomianowe:

d d
pa RS R™ (1, tq) = ([T T 6. (2.2)
i=1 i=1

Model statystyczny zwiazany z powyzsza parametryzacja to para {X,P}, gdzie X = [m]
oraz P = {P|t € RY}, gdzie Py = ¢4 (t) N A,,_1. Bedziemy go nazywaé¢ modelem torycznym.

3Jak sie zaraz okaze, zbiezno$é z notacja z poprzedniego rozdziatu nie jest przypadkowa. Dodatkowo za-
tozenie, ze sumy elementéw w kazdej kolumnie sa réwne oznacza w szczegdlnosci, ze wektor jedynek lezy w
przestrzeni rozpinanej przez wiersze macierzy A.
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Nazwa bierze sie stad, ze domkniecie tego obrazu definiuje obiekt analogiczny do rozmaitosci
semitorycznej, tylko zdefiniowany nad cialem liczb rzeczywistych. Konstrukcja ta zostala
przedstawiona szczegdélowo w podrozdziale 1.1.

Zauwazmy, ze klasa modeli statystycznych z réwnania 2.1 oraz réwnania 2.2 jest identycz-
na. Mozna zapomnie¢ o stalej normujacej pamietajac o tym, ze obraz Py(-) lezy w simpleksie
probabilistycznym. Kazda kolumna A odpowiada innemu stanowi przestrzeni X. Model zde-
finiowany przez 2.1 ze statystyka T'(z) jest rownowazny modelowi 2.2 z macierza A wtedy
i tylko wtedy, gdy kolumny a; macierzy A réwne sa odpowiednim T'(x). Przejscie miedzy
modelami polega na prostej zamianie parametréw z 6; na t; poprzez przeksztalcenie t; = ¥,
gdzie e = 0.

Nie bedziemy sie¢ zajmowaé algebraicznymi modelami statystycznymi az w takiej ogdl-
noéci, koncentrujac sie jedynie pewnymi podrodzinami dyskretnych rodzin wykladniczych.
Jednak wyjscie od tak szerokiej klasy modeli, jak modele toryczne, pokazuje stosunkowo
duza ogdlnosé rozwazan, ktéra mozemy zachowaé ograniczajac sie w analizie statystycznej
skonczonych przestrzeni obserwacji do algebraicznych modeli statystycznych.

Czesto w praktyce badajac system zlozony z wielu obserwowanych zmiennych mozemy za-
stanawia¢ sie nad zaleznosciami i niezaleznosciami miedzy poszczegélnymi zmiennymi. Przyj-
mijmy na poczatek, ze obserwujmy dwie dyskretne zmienne losowe X7 oraz Xo o wartos$ciach
odpowiednio w zbiorach [m;] oraz [ms]. Ich laczny rozklad prawdopodobiefistwa mozemy
utozsamic¢ z macierza P = [p;;] = P(X1 = 4, Xo = j) wymiaru m; x mg. Zauwazmy, ze p;; > 0
oraz 3, ipij = 1, a zatem P € Apyym,—1. Dodatkowo (pi+)icim,), gdzie piy = 372 pij, le-
zy w simpleksie (mj — 1)-wymiarowym Ay, 1. Analogicznie (pj+)jc[m,) lezy W simpleksie
(mg — 1)~wymiarowym A,,,_1.

Definicja 2.7 Duwie dyskretne zmienne losowe X1 © Xo sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy
pij = P(X1 =14, Xp = j) = P(Xy =4)-P(Xa = j) = pit-p+j dla wszystkich (i,j) € [ma] x[ma].

W przypadku skonczonych przestrzeni stanéw badanie niezalezno$ci dwdch zmiennych
sprowadza si¢ do sprawdzenia prostego algebraicznego warunku na ich rozktad taczny.

Lemat 2.8 Dwie zmienne losowe X1 © Xo sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy macierz ich
rozkladu {gcznego P = [p;;] ma rzqd 1.

Dowdd. Macierz P wymiaru mi; X mg ma rzad 1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dwa

wektory (ui, ..., Upm,) oraz (vi,...,Um,) 0 wspolczynnikach rzeczywistych takie, ze p;; = u;v;
dla wszystkich ¢ oraz j. Mozemy unormowaé elementy wektora u tak, aby spelnione byto

> ; u; = 1. Dostajemy:
Vj = (Zui) “U; = Zpij = P+j-

i i

Zakltadajac, ze P lezy w Apyym,—1, Otrzymujemy
Ui = Uj (Zpﬂ') = Zuivj = Di+-
J J
Zatem macierz rozkladu tacznego P ma rzad 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
pij = Pi+ - P+ dla wszystkich (4, j) € [ma] x [ma],

co jest dokladnie definicja niezaleznosci zmiennych X; i Xs. [
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Statystyczny model niezaleznosci M, m,—1 jest modelem torycznym dla d = mj + mo
oraz m = mimy. Punkt p € Ay, m,—1 lezy w obrazie przeksztalcenia

fooo RS RMIMZ () Oy gmy) > (0i05m, )icma) je[mo]

wtedy i tylko wtedy, gdy X; oraz X, sa niezalezne; czyli wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
rozktadu tacznego ma rzad 1.

7 powyzszego rozumowania tatwo wynika posta¢ macierzy A, ktéra definiuje model to-
ryczny. Na przyktad dla m; = 2 oraz mo = 3 mamy.

111000
000111

A=[100 10 0 (2.3)
010010
001001

I macierz A indukuje przeksztalcenie

f : R>—R?3, (01,...,05) —

0105 6104 0105
0205 6204 0205 |-

Mozna pokazaé?, ze ideal wszystkich wielomianéw zerujacych sie na statystycznym mo-

delu niezaleznoéci M,,, generowany jest przez podwyznaczniki wymiaru 2 x 2 macierzy P,
tzn
I( M) = (pijprr — papki|l < i,k <m,1 < 4,1 <d).

Uwaga 2.9 Zauwaimy, Ze w powyziszym przykladzie pominelismy zaloZenie, Ze wielomian
>i;Pij — 1 lezy w ideale Z(My,). Warunek ten jest nazywamy trywialnym niezmiennikiem
1 jest czesto pomijany w statystyce algebraicznej. Zabieg ten jest celowy i pozwala rozwazaé
My N Apym, jako nieujemnag czesé obrazu Segre przestrzeni IF’ﬁgl_l X Pﬁ?z_l w przestrzeni
Pﬁglmrl. W ogolnosci zas pozwala mysle¢ o modelach statystycznych jako rozmaitosciach
lezgcych w przestrzeni rzutowej (patrz [Sul05], s. 6). Zgodnie z uwagq 2.6, w rozwazaniach
geometrycznych za cialo bazowe bedziemy dla uproszczenia braé ciato liczb zespolonych.

Dla wiekszej liczby obserwowanych zmiennych mamy duzo wiecej mozliwych modeli od-
wolujacych sie do niezaleznosci i niezaleznosci warunkowych. Rzeczywiscie, juz dla trzech
zmiennych mozemy rozwazaé na przyklad niezalezno$é¢ dwéch z nich pod warunkiem trzeciej.
Niech X, Y i Z beda trzema dyskretnymi zmiennymi losowymi o wartos$ciach odpowiednio
w X, Y i Z. Méwimy, ze X jest warunkowo niezalezny od Y pod warunkiem Z i piszemy
X 1Y|Z, jesli:

PX=zY=ylZ=2)=PX=z|Z=2)-PY =y|Z = 2),

gdzie rOwnanie zachodzi dla wszystkich x € X',y € )V oraz dla wszystkich z € Z spelniajacych
P(Z = z) > 0. Réwnowaznie
PX=uz,Z=2)-PY=y,Z=2)

PX=azY=yZ=2)= PZ =2) , (2.4)

4Na przyktad stosujac technologie baz Grébnera, jak to zostato opisane w artykule Diaconisa i Sturmfelsa
[DS98]
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czyli prawdopodobienistwo taczne zmiennych XY, Z faktoryzuje sie odpowiednio co parame-
trycznie mozemy zapisywac jako

Pxyz = tfzz ’ t?sz, (2.5)

co ma by¢ spelnione dla wszystkich mozliwych x € X, y € Y i z € Z, co daje |X|-|Y]|-|Z]
parametréw typu puy, |X| - |Z| parametréw typu t2? oraz |Y| - |Z| parametréw typu 17

To co jest najwazniejsze, to fakt, ze parametryzacja 2.5 zadaje przeksztalcenie wielomia-
nowe analogiczne do tego w rownaniu 2.2. Jezeli bedziemy rozwazaé calg sytuacje nad ciatem
liczb zespolonych, to w konsekwencji zadaje ona réwniez rozmaito$é semitoryczna. W przy-
padku trzech zmiennych mamy do czynienia z wiekszg liczba modeli zapisywanych jezyku
warunkowych niezaleznosci. Kazdy z takich modeli wyznacza inna parametryzacje, a zatem
odpowiada innej rozmaitosci w simpleksie probabilistycznym. Czesto w statystyce rozwazajac
model, bada sie réwniez jego podmodele. Na przyktad model M : X 1LY |Z, ktérego rozkla-
dy taczne spelniaja warunek z réwnania 2.4, zawiera model M, : X 1L (Y, Z). Rzeczywiscie
rozktady modelu M; spelniaja:

PX=zY=yZ=2)=PX=2)-PY=y,2=z) (2.6)

dla wszystkich z,y, z (z definicji niezaleznosci zmiennej X od pary zmiennych (Y, Z2)). W
szczegblnosci zatem

NP X=aY=yZ=2)=) PX=2)PY =y,2=2).
yey yey

Ale zachodza oczywiste rownosci

NP X=aY=yZ=z2)=PX=17=2)
yeY

Z]P’(X:x)-P(Y:y,Z:z) =P(X =x2) -P(Z = 2),
yey
czyi P(X =2,Z =2) =P(X =z)-P(Z = z). Mozemy wobec tego w réwnaniu 2.6 zamiast
P(X = z) wstawi¢ P(X = 2,7 = 2)/P(Z = z). Czyli
PX=uz,Z=2)-PY=y,Z=2)

PX=azY=yZ=2)= PZ =2) ,

co jest dokladnie réwnaniem 2.4. Czyli wszystkie rozklady spelniajace X 1L (Y, Z) spelniaja
réwniez X 1l Y|Z. Zatem parametryzacja modelu M; wyznacza podrozmaito$é V; rozmaito-
Sci Vy parametryzowanej przez My. Jest to ciekawa geometryczna interpretacja podmodelu
modelu statystycznego. I tak na przyklad rozwazanie zbioru otwartego Vy \ V1 pozwala odpo-
wiedzie¢ na pytanie ,,jak duzo” jest rozkladéw prawdopodobienstwa, ktore spetniaja formute
M a nie speliaja M;. Moze prowadzi¢ to zaréwno do ciekawych probleméw praktycznych,
jak i teoretycznych.

2.4. Modele graficzne i modele grafow

Modele niezaleznosci z reguty formutuje sie dla systeméw, w ktorych obserwuje sie wiecej
zmiennych losowych. W tym przypadku analiza staje si¢ stosunkowo skomplikowana i ge-
nerowanie odpowiednich parametryzacji statystycznych modeli algebraicznych, jak w réwna-
niu 2.5 staje sie trudniejsze. Ciekawy wynik z pracy Geigera i Pearla [GP93| pokazuje, ze
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w pewnym sensie catkowity informacje o formutach niezaleznosci warunkowej spetnionych
przez uktad zmiennych losowych mozna zapisa¢ w grafie nieskierowanym. Jest to powdd, dla
ktérego statystyczne modele graficzne staly sie w ostatnich latach tak popularnym narze-
dziem modelowania warunkowych niezaleznoéci. Zalézmy, ze n-elementowy zbiér wierzchot-
kéw V pewnego grafu G = (V, E) odpowiada zmiennym losowym w analizowanym systemie
Xy = (Xi,...,X,) o wartoSciach w X = x]_; X;. Niech zbiér krawedzi E grafu G odpo-
wiada pewnym niezaleznosciom warunkowym pomiedzy zmiennymi lub ich grupami (czyli
rozlacznymi podzbiorami Xy ). Wéwczas - malo formalnie - modelem graficznym bedziemy
nazywaé trojke {X, G, Pg}, gdzie G jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V', a Pg jest rodzing
rozktadéw prawdopodobienstwa dla Xy, ktore spetniaja formuty niezaleznosci warunkowych,
ktére reprezentowane sg przez zbiér krawedzi E.

W stosowanej w tym podrozdziale notacji, bedziemy sie wzorowa¢ w duzym stopniu na
pracy Hostena i Sullivanta [HS02]. Ogélnie rozwazamy zbiér dyskretnych zmiennych losowych
Xy ={X1,..., X}, gdzie X; przyjmuje wartosci w [d;], niech d = (dy, ..., d,). Rozpatrujemy
tablice n-wymiarowe, ktérych elementy sa indeksowane zbiorem D = [di] x -+ x [d,]. Sa
one zatem elementami przestrzeni rIL 4 — RIDI = R, R% . Wspélrzedne przestrzeni RIP!
bedziemy oznaczaé¢ przez xy, a jej wektory jednostkowe przez ey, gdzie I = (i1,...,i,) €
[dq] X - -+ x [dy,]. Bedziemy stosowaé réwniez czesto zapis tensorowy, ktory okaze sie wygodny
w rozwazaniach geometrycznych w trzecim rozdziale tej pracy.

W dalszej czedci tego rozdzialu ograniczymy sie do przypadku binarnego, ktory jest przed-
miotem naszego zainteresowania w rozdziale trzecim. W przypadku binarnym X; przyjmuja
wartosci w zbiorze {0,1} i D = {0,1}", a zatem RIP| = R?" = @, R2. Wektory bazowe
przestrzeni @j_; R? indeksowane sg w naturalny sposéb ciagami zero-jedynkowymi. Bedzie-
my je porzadkowaé leksykograficznie zaktadajac 0 >1o 1. Jezeli na przyklad zalozymy, ze
n = 4, to mamy 0000 >ex 0001 >1ex 0010 >pex - .. >1ex 1111.

Bedziemy rozwazaé zbiér zmiennych indeksowanych przez dowolny zbiér F'

Xp = {Xk’k el F C [n]},

a przez ip bedziemy oznaczaé realizacje Xp, tzn. ip = (Xp(w)) € {0,1}1F1 dla w € Q, gdzie
Q jest przestrzenia zdarzen elementarnych. Wektory bazowe przestrzeni R = ®LZ|IR2
rowniez indeksowane sg ciggami zero-jedynkowymi i takze w tym przypadku bedziemy stoso-
waé porzadek leksykograficzny. W naszej pracy ograniczyliémy sie do przypadku binarnego,
zatem przez model graficzny bedziemy rozumieé®: graf nieskierowany G o wierzchotkach in-
deksowanych zbiorem [n] wraz z rodzina rozkladéw na przestrzeni stanéw X = D = {0,1}"
spelniajacych

IP>(X1:z’l,XQ:ig,...,Xn:z'n):l II Yr(ir), (2.7)

z FeC

dla pewnych funkcji nieujemnych ¥p : X — R, gdzie Z jest stalag normujaca, a C jest
zbiorem klik grafu G, czyli maksymalnych podgraféw pelnych grafu G (tzn. miedzy kazda para
wierzchotkéw w tym podgrafie jest krawedz). Model graficzny bedziemy zapisywaé poprzez
podanie zbioru C.

Pokazemy teraz, jak powyzsza definicje polaczyé z nieformalng definicja zaproponowang
na poczatku tego podrozdziatu. W szczegdlnosci pokazemy w jaki sposéb zbiér krawedzi grafu
ma reprezentowaé formuly niezaleznosci spelniane przez wszystkie rozktady w modelu. Niech
graf G = {E,V = [n]} bedzie zdefiniowany tak, ze brak krawedzi miedzy wierzcholkiem o a

®Modele graficzne sa szczegdlnym przypadkiem modeli hierarchicznych, ktére w kontekscie algebraicznym
zostaly przedstawione na przyklad przez Sullivanta [Sul05].
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B w grafie G oznacza, ze zmienne losowe X, i Xz sa niezalezne pod warunkiem wszystkich
innych zmiennych w systemie, tzn.

(a, B) ¢ E <= X, 1l Xg|reszta.
7 drugiej strony, jeéli w modelu spelnione jest formuta
Xo Al Xg|reszta

to prawdopodobienstwo taczne z definicji niezaleznosci warunkowej faktoryzuje sie tak, ze w
zadnym z czynnikéw nie istnieje zaréwno razem X, i Xg. Istotnie, starczy zalozy¢, ze o = 1
i 0 =2, woéwczas:

P(X1, 2) - P(Xy, Z)

P(Xv) = P(X1, Xl 2) - P(Z) = B(X1|Z) - P(Xel2) - B(2) = ==,

gdzie Z = (X3, ..., X,). Stosujac te procedure iteracyjnie jesteSmy w stanie rozbi¢ prawdopo-
dobienstwo taczne na czynniki, ktére beda zalezeé¢ jedynie od wartosci takich grup zmiennych
losowych, ze kazda para zmiennych losowych w grupie jest zalezna pod warunkiem wszyst-
kich innych zmiennych w systemie. Na mocy definicji grafu G sa to doktadnie grupy zmien-
nych, ktore indukuja maksymalne podgrafy pelne w tym grafie. PokazaliSmy, ze istotnie zbior
krawedzi tego grafu zadaje warunki niezaleznosci, ktére maja by¢ spelnione i jednocze$nie
rodzine rozkladéw probabilistycznych, ktora je spelnia. Z tym podstawowych relacji nieza-
leznosci typu X I Y|reszta mozna réwniez odczytaé wiele innych. Méwia o tym wzajemna,
lokalna i globalna wlasno$¢ Markowa (patrz [Lau96], s. 32). Zagadnienia te wychodza jednak
zdecydowanie poza zakres tej pracy i nie beda szerzej omawiane.

Przyktad 2.10 Niech X, X5, X3, X4 beda czterema binarnymi obserwacjami. Analizujemy
odpowiedzi na dwa pytania w ankiecie w zaleznoéci od pewnych charakterystyk responden-
ta. Niech X7, oznacza odpowiedz na pytanie ,,Czy ogladasz serial "M jak mitos¢’?”, gdzie
odpowiedZ ,nie” traktujemy zero, a ,tak” jako jeden. X3 to odpowiedZ na pytanie ,Czy
przeczytalas/es "Ulisessa’ (w caloéci)?”. Xy to pleé respondenta, a X, to jego wyksztalcenie,
gdzie za zero przyjmujemy: brak lub podstawowe, a za jeden: Srednie i wyzsze. Zalézmy, ze z
praktycznego punktu widzenia najbardziej interesujaca byla analiza modelu X7 1L X3| X9, X4
czyli inaczej X I X3|reszta. Naturalne jest bowiem, ze uwielbienie dla serialu ,M jak mito$¢”
jest érednio rzecz biorac domeng kobiet, natomiast deklaracje przeczytania najbardziej zna-
nego dziela Jamesa Joyce’a (i to w calosci) nie zaleza tyle od plci, co raczej od wyksztalcenia.
Wydaje sie zatem, ze w kazdej z czterech mozliwych grup respondentéw charakteryzowanych
przez pare (pleé, wyksztalcenie) uwielbienie dla serialu i fakt przeczytania ,Ulissesa” bedzie
sie roznicowa¢ w znacznie mniejszym stopniu niz pomiedzy tymi grupami. Jest to wladnie nie-
formalne sformulowanie tezy, ze zmienne X i X3 sa statystycznie® niezalezne pod warunkiem
zmiennych X9 i Xy4.
Powyzszej sytuacji odpowiada graf G, ktory wyglada nastepujaco

2 3

5Nie bedziemy w tej pracy formalizowaé tego przystéwka. Catkiem nieformalnie mozna przyjaé, ze ,staty-
stycznie” znaczy tyle co ,,w przyblizeniu”.
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Rzeczywiscie. Brak krawedzi (1,3) oznacza, ze graf ten odpowiada modelowi niezaleznosci
X1 1L X3| X9, Xy4. Wszystkie inne krawedzie istnieja, wiec model nie reprezentuje zadnych in-
nych niezaleznosci typu X; 1L X;|reszta. Graf G posiada dwie kliki {1,2,4} i {2, 3,4}, a zatem
istnieja funkcje nieujemne Wio4 oraz Wozy takie, ze:

P(Xq =1, Xo =i9, X3 =13, Xy = iy) = 2‘1’124(21,12714) - Wosy (g, i3,14). (2.8)

Model graficzny {X,G,Pg} w tym wypadku to przestrzen obserwacji X = {0,1}*, powyzszy
graf G oraz rodzina tacznych rozktadéw prawdopodobienstwa, ktore daja sie przedstawi¢ w
postaci 2.8.

Jak w ogélnym przypadku pokazaliémy w poprzednim podrozdziale, dla trzech binarnych
zmiennych losowych i modelu X 1 Y|Z mamy geometryczng parametryzacje R® — R® dang
wzorem 2.5. Posta¢ réwnania 2.7 pokazuje, ze podobng parametryzacje mozemy skonstruowacé
dla modeli graficznych. Rozwazmy zbiér C klik grafu G, niech d = > pce 2l Wprowadzmy
d parametréw ti,...,tq, ktére odpowiadaja wartosciom Up(ip) dla wszystkich mozliwych
F € C i wszystkich mozliwych ip. Niech m = 2". Otrzymujemy wdowczas parametryzacje
jednomianowsg Rgo — R

d d d
da + RESR™ (t,..te) = (]8T T ). (2.9)
=1 i=1 =1

Aby zobaczy¢, ile wynosza wyktadniki a;;, wystarczy dla przykladu rozwazy¢ pierwsza z
2" wspolrzednych w przeciwdziedzinie. Zgodnie z nasza konwencja porzadkowania wekto-
réw bazowych przestrzeni R™ = ®7 ;R? w sposéb leksykograficzny, pierwsza wspélrzedna
odpowiada sytuacji (i1, ...,i,) = (0,...,0). W tym przypadku réwnanie 2.7 ma postaé

1 :
P(X) =0,X, =0,... X, =0) = — II Yrlir = (0,...,0)).
FeC

Wektor a; = [a11,...,aq1] sklada sie z |C| blokéw, z ktérych kazdy jest dlugosci takiej ile
jest wierzchotkéw w kazdej klice. Blok odpowiadajacy klice F' odpowiada przestrzeni ®LZ‘IR2.
Ustalilismy, ze wektory bazowe tych przestrzeni réwniez porzadkujemy leksykograficznie. Za-
tem odpowiednie ip = (0,...,0) odpowiada pierwszej wspélrzednej w kazdym bloku. Zatem
wektor a; skonstruowany jest tak, ze ma jedynki na pierwszej wspotrzednej kazdego z blokdéw
i zera poza tym. W podobny sposéb odnajdujemy reszt¢ wykladnikéw a;; z parametryzacji
2.9. Zatem macierz A jest d X m-wymiarows macierza zlozong z zer i jedynek.

Przyktad 2.11 Rozwazmy model graficzny z poprzedniego przyktadu. Przestrzen prob zada-
na jest tutaj przez zbior {0,1}*. Mamy zatem m = 2* = 16 mozliwosci realizacji czterech
binarnych zmiennych losowych. Graf G ma dwie kliki, co daje 8 moZliwych wartosci ip dla
Fy ={1,2,4} i dla Fy = {2,3,4}. Mamy d = 23 + 23 = 16 parametréw t;. Przyktadowo

zooo1 = "P(X1 =Xo=X3=0,X4=1)" = t&fl?’él)té%’fm-

Tutaj na przyktad wartosci Wiy o 43(001) odpowiada parametr t(()%)’f’zl) i podobnie dla reszty.
Wektor macierzy A odpowiadajgcy wektorowi egpo1 to ag = [0,1,0,0,0,0,0,0;0,1,0,0,0,0,0,0].
Ogdlnie otrzymujemy:

_ 4(1,2,4),(2,3,4)
Tijhl = tigi ik

dla wszystkich (i, 5, k,1) € {0,1}%.
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Mozemy teraz sformutowaé algebraiczng definicje modelu graficznego.

Definicja 2.12 Algebraicznym modelem graficznym nazywamy zbior ¢ 4(R?) N A,,_1, gdzie
¢a dane jest w rownaniu 2.9.

Zgodnie z uwaga 2.6 w rozwazaniach geometrycznych bedziemy analizowaé cala sytuacje
nad cialem liczb zespolonych. Na mocy teorii przedstawionej w podrozdziale 1.1, parametryza-
cja 2.9 rozwazana jako przeksztalcenie miedzy przestrzeniami zespolonymi, zadaje rozmaitosé
semitoryczna. Latwo zauwazyé, ze suma elementéw w kazdej kolumnie macierzy A musi byé
taka sama (réwna liczbie klik w grafie), a zatem w przestrzeni rozpinanej przez jej wiersze
lezy wektor jedynek, a w konsekwencji A zadaje rzutowa rozmaito$é semitoryczng. Analizu-
jac geometrie modeli graficznych zainteresowani jesteSmy przede wszystkim przeksztalceniem
dualnym do parametryzacji ¢4 (poréwnaj réwnanie 1.1):

\IIA : (C[xulnh’] € [d]]] - C[tlvtflv s ,td7t;1]'

W tej pracy bedziemy koncentrowaé sie na rodzinie modeli bardzo podobnej do modeli
graficznych, ktéra bedziemy nazywaé rodzing modeli graféw. Model grafu réwniez zdefiniowa-
ny jest przez nieskierowany graf G. Cala konstrukcja modelu przebiega podobnie tylko miast
zbioru klik grafu G w réwnaniu 2.7, rozwazamy odpowiednie produkt po jego krawedziach.
Zatem jak poprzednio m = [[;_; dy jednak d = 3= ;e p did;.

Przyktad 2.13 W sytuacji w poprzedniego przykiadu, zbior krawedzi grafu E rowny jest
{(1,2),(2,3),(2,4),(3,4),(4,1)}. Mamy zatem d =5 -4 = 20 parametréw t;. Parametryzacja
modelu grafu G zadana jest przez:

_ 4(1,2),(2,3) ,(2,4),(3,4) ,(4,1)
Tijht = gty

dla wszystkich (i,7,k,1) € D.

Oczywiscie jesli graf G nie zawiera podgraféw w postaci cykli dlugosci trzy, to rodzina mo-
deli graficznych dla G oraz rodzina modeli grafu G sa sobie réwne (mamy te same para-
metryzacje). Na przyklad dla modeli cyklu dlugosci cztery, gdzie zbiér krawedzi to E =
{(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)} tatwo zauwazy¢, ze zbior klik tego grafu réwny jest zbiorowi kra-
wedzi, a zatem graf definiuje ta samg parametryzacje w obu przypadkach.
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Rozdziat 3

Geometria binarnych modeli graféw

Bedziemy stosowa¢ notacje z podrozdziatu 2.4. W tym rozdziale zajmiemy si¢ binarnymi
modelami graféw i rozmaitodciami, ktoére pojawiaja sie w ich kontekscie. Jak pokazalismy
wczedniej model i1 jego parametryzacja zadaja macierz A. Macierz ta zadaje wieloScian krato-
wy (patrz rozdziat 1). W tym rozdziale zaprezentujemy na poczatek bardziej geometryczna
definicje binarnego modelu grafu. Gtéwnym wynikiem tej pracy jest pokazanie, ze w przy-
padku binarnych modeli graféw bez cykli, wieloécian ten jest normalny, a zatem rzutowa
rozmaitos¢ semitoryczna Yy jest normalna. Wazng czescig tego rozdziatu beda rowniez roz-
wazania dotyczace wielo$cianu zwigzanego z binarnym modelem cyklicznym C,,.

3.1. Model i parametryzacja

Binarny model grafu Jak juz zauwazyliSmy na konicu poprzedniego rozdziatu, konstrukcja
modeli graféw przebiega identycznie jak konstrukcja modeli graficznych z tym, ze generato-
rem modelu jest nie zbiér klik grafu lecz zbior jego krawedzi. W tym podrozdziale definiujgc
w sposob formalny binarny model grafu, bedziemy rozpatrywaé cala sytuacje nad cialem
liczb zespolonych. Bedziemy opieraé sie na notacji z artykulu Develina i Sullivanta [DS03].
Sama definicja modelu grafu bedzie przebiegata w druga strone niz wczesniej. W poprzednim
rozdziale to parametryzacja wynikata z postaci grafu, a w konsekwencji moglismy otrzymac
odpowiedni homomorfizm krat reprezentowany przez macierz A. Tutaj rozpoczniemy od defi-
nicji homomorfizmu krat. Z punktu widzenia dalszej analizy kolejno$¢ definiowania obiektow
nie ma znaczenia, jednak warto pamietaé, ze w zastosowaniach w statystyce to parametryza-
cja jest obiektem pierwotnym.

Niech G bedzie nieskierowanym grafem o zbiorze wierzchotkéw V' = {1,2,...,n} oraz
zbiorem krawedzi E(G). Przez Iso(G) bedziemy oznaczaé zbiér wierzchotkéw izolowanych
grafu G. Niech Z2 = span{ey, €1 }. Bedziemy rozwazaé n kopii kraty Z2, po jednej dla kazdego
wierzchotka grafu G. Generatory kazdej z tych kopii bedziemy dodatkowo etykietowaé super-
skryptem z numerem wierzcholka. Dla kazdej krawedzi {j, k} grafu G rozwazmy homomorfizm
krat

Tk : ®Zz — 72 ® ZQ’ e(l) ® 6(2) R R e(n) N 6(]) ® e(k)

21 12 in i i
i=1

a dla kazdego wierzchotka izolowanego k& homomorfizm krat postaci
n
Tk ®Zz — Zz, eS) ®e§22) X ® egz) — ez(»ll:),
i=1
gdzie (il, 19, ... ,Zn) S {0, 1}”
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(1) g0

i - - '®€(n) bedziemy skrétowo oznaczac

2 in

Notacja 3.1 W dalszej czeSci pracy wektory e

) ® egf) przez T 174 szczegblnosci zatem

(4
przez €;,...i,, a wektory e i

2 2
7° Q1 = spanz{eo &® ep,e0 ® e1,e1 @ ep,e1 Q@ 61} = SpanZ{eog, €01, €10, 611}.

Definiujemy homomorfizm krat

Ag:éZQH b 7zezz H 7 (3.1)

i=1 {4,k}EE(9) {k}€ls0(G)
v @ 7k (V) @ 7k (V).
{1,k}€E(G) {k}€lso(G)

Macierz, ktéra reprezentuje homomorfizm Ag w bazie kraty @7, Z? réwnej

{eill..in . (’il, e ,in) € {O’ 1}n}

bedziemy réwniez oznaczaé przez Ag. Przy zadanym porzadku na zbiorze krawedzi i na zbio-
rze wierzchotkéw izolowanych, do pelnej identyfikacji macierzy Ag brakuje uporzadkowania
elementéw bazy krat @1, Z2, 7> ® 72 i Z* pozwalajacego na utozsamienie wektoréw bazo-
wych z wektorami jednostkowymi z baz standardowych odpowiednio Z2", Z* i Z2. Wektory
bazowe tych krat indeksowane sg ciagami zero-jedynkowymi. Porzadkowaé¢ bedziemy je w
sposob leksykograficzny zaktadajac 0 > 1. Jezeli na przyktad zalozymy, ze n = 4, to baza
kraty @, 7Z? ma szesnaécie elementéw 0000 >}ex 0001 >1ex 0010 >ex - .. >lex 1111.

Niech wektory aq,...,aon € @{j,k}eE(g) 72 ® 7.2 Ga{k:}elso(g) 7?2 stanowia kolejne kolumny
macierzy Ag. Rozwazmy homomorfizm pierscieni wielomianéw (poréwnaj réwnanie 1.1):

Wg : Clgi, t (i1, in) € {0,137 — CEE 40 5 k) € B(G),1 € Iso(G)]

15tk 0 7Y

j K ! i
P 11t II 6] =t (3.2)
{4.k}eE(G) {l}€Is0(9)

gdzie a; w jednomianie t% to kolumna Ag odpowiadajaca wektorowi e;,...;, z bazy QI ; Z>.
Prawdziwosé réwnoséci ‘
0o T e
{4.k}eE(9) {i}elso(G)

wynika z samej definicji homomorfizmu krat Ag oraz postaci jego macierzy.

Obiektem naszego zainteresowania bedzie binarny model grafu G, ktéry bedziemy w tym
rozdziale utozsamiaé z rozmaitoscia generowang przez ideal Ig = ker(tg), ktéry na mocy
definicji z podrozdzialu 1.1 jest ideatem torycznym. Z drugiej strony badajac rozmaitosé

generowana przez ideal Ig mozemy, jak pokazuja wyniki przedstawione w podrozdziale 1.1,
rozwazaé rownowaznie parametryzacje jednomianowa:

dg : RESRYT t=(ty,...,t5) — (£9,t%2, ... t%2"), (3.3)

gdzie d = 4 - |E(G)| + 2 - Iso(G) oraz t1,...,t; stanowia zbiér parametréow odpowiadajacych
wierzcholtkom izolowanym i krawedziom grafu G. Tak jak w rozdziale drugim, algebraiczna
parametryzacja tej postaci odpowiada parametryzacji postaci 2.7

Przyktad 3.2 Rozwaimy graf G o czterech wierzcholkach, gdzie E = {{1,2},{2,3}} oraz
Iso(G) = {4}. Przeksztalcenie g idzie z pierscienia wielomiandw od szesnastu zmiennych do
pierscienia wielomianow od dziesieciu zmiennych

bg © Claim : (i, 4, k1) € {0,1}*] = Clryj, sj. 1]
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Tijkl 7 Tij * Sjk - b

Dilai =75 =k =1=0 otrzymujemy xopoo — 700 - Soo - to- Pierwsza kolumna macierzy Ag
odpowiada obrazowi przy Ag wektora kratowego eggoo € Z'°, czyli ego ) ® 6(2 3 @ 684), co we
wspélrzednych kraty Z'° daje wektor [1,0,0,0;1,0,0,0;1,0], gdzie srednikami oddzielono bloki

zwigzane z poszczegolnymi krawedziami 1 wierzchotkami izolowanymi. Istotnie zatem
a 1,0 .0 .0 1 0 0 0 41 40
t™ =750 - To1 - 710 - 711 Soo - So1 * S10 - S11 to - t1 = 700 - So0 - Lo-

Sprawdzenie w podobny sposéb dla pozostalych wektoréw z bazy kraty Z' pokazuje, ze kolumny
macierzy Ag indukuje parametryzacje jednomianowq jok w rownaniu 3.3.

W rozwazaniach geometrycznych niezwykle istotny okaze si¢ wieloscian bedacy kombi-
nacja wypukta kolumn macierzy Ag. Bedziemy go w ogélnosci oznaczaé jako Pg. Zwiazek
tego wielodcianu z rozmaitoscia semitoryczna definiowana przez Ag jest opisywany bardziej
szczegbdlowo w rozdziale pierwszym. Zauwazmy, ze z samej definicji homomorfizmu Ag, suma
wspélrzednych w kazdej kolumnie Ag wynosi tyle samo i jest réwna |E(G)| + |[Iso(G)|. W
zwiazku z tym w szczegélno$ci w przestrzeni liniowej rozpinanej przez wiersze macierzy Ag
lezy wektor jedynek. W zwiazku z tym kazdy dwumian w keryz Ag jest jednorodny (patrz pod-
rozdzial 1.1, a Ag zadaje rzutows rozmaitosé semitoryczna. W tej sytuacji bedziemy rowniez
bada¢ pétgrupe Sp, oraz wieloécienny pierécien pétgrupowy C[Sp,] (poréwnaj podrozdzial
1.1).

Binarny model cykliczny Zbiorem generatoréw modelu grafu cyklicznego jest zbiér kra-
wedzi grafu cyklicznego C,

B(Cy) = {{1,2}.{2,3},....{n, 1}}.

Przez A, bedziemy oznacza¢ macierz bedaca macierza homomorfizmu krat definiowanego
przez graf C, analogicznie jak w réwnaniu 3.1. Rozwazania wczesniejszego akapitu pokazuja,
ze A, = (a;) jest macierzg zlozong z zer i jedynek wymiaru 4n x 2". Homomorfizm krat A,
zdefiniowany jest w tym przypadku jako:

D) & @...q" Y gl

1112 Q213 2 i1°

(3.4)

€i1-iy T €5

Czyli stosujemy konwencje numerowania elementéow E(C,) tak, ze krawedz {7,741} ma numer
1 oraz przyjmujemy, ze n + 1 = 1. Jak latwo zauwazyé¢, w tym przypadku suma elementéw w
kazdej kolumnie macierzy A, wynosi n.

Uliniowienie kraty @, .cc. 72 ® 72 = 72", czyli przestrzen @I, R? @ R? = R*" bedziemy
odtad oznaczaé przez V,,. Baze standardowa V,, bedziemy zapisywaé jako

1 1 2) (2) (2
{eoo ) e((Jl)’ e§0), 351)7 eéo)v e((n)? e§0), egl)’ . 660)7 661)7 650), 651)}

a jej wspoélrzedne bedziemy zapisywaé jako

1 1 1 2 2 n n
(95(()0)753(()1)@50)» 95§1)»93(()0)a $(()1)» xgo)v$§1)a . x(()o)af((n)a fgo)a $§1))

gdzie érednikami oddzielamy od siebie kazdy z n blokoéw przestrzeni V,,, ktore stanowia wspo-
mniane wezeéniej uliniowienia krat Z? ® Z2.
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Jak wynika z réwnania 3.4, macierz A,, na przykiad dla n = 4 przedstawia sie jak ponizej:
n i,

“p [111.1.000000000000
Tor {00001 11100000000
2 lo0o00000011110000
Y 100000000O0OO0COOTIT1 11
#9111 0000001100000 0
2 1001100000011 0000
22100001 100000071T100

A_x§21>0000001100000011

T ® 110001 00010001000
22 101 0001000100010 0
2100 100010001000T10
2100010001 0001000°1
» 11010101 000000000
A9 100000000101 01010
A9 10 101010100000000
@ [0000000O0O0OT10T10T101

Tip b -

gdzie w wierszach dopisano dodatkowo wspélrzedne przestrzeni Vy, ktérym odpowiadaja.
Tak jak to zostalo przedstawione réwnaniem 3.2, przeksztalcenie A, indukuje réwniez
homomorfizm pierscieni wielomianow:

Yn ¢+ Cloie,lin € {0,1}] = Cit) [k =1,....n;ix € {0,1}] (3.5)
2 n—1 n
:BZI “in = t’flgg t’ggl)g t’gn 1Z)n tgngl

Skoro dla wszystkich kolumn macierzy A,, zachodzi xég + :rgl) + xgg + :Bgl) = 1 dla wszyst-

kich ¢ = 1,...,n, to mozemy rozwaza¢ rzutowa wersje parametryzacji binarnego modelu
cyklicznego, ktora zdefiniowana jest jako:
On: [l PP — P21 (3.6)

1 1 n n n n k
(t(()O) ’ t(()l)’ tgo)» tgl)v S 75(()0)’ t(()l) ’ tg())’ t( )> = (Hk:l t§k3k+1>(i1 eoryin)€{0 l}n’

gdzie [tég,tgf,t%,tg?] sa wspolrzednymi jednorodnymi na kazdej P? z powyzszego produk-
tu. Wéwczas zgodnie z definicja 2.5 binarny model cykliczny jest domknieciem obrazu tego

przeksztalcenia.

Binarny model liniowy Grafy liniowe to grafy, ktére uzyskuje sie z graféw cyklicznych
po usunieciu jednej krawedzi, a zatem zbiér krawedzi to E = {{1,2},{2,3},...,{n —1,n}}.
Binarny model liniowy dla grafu o n wierzchotkach bedziemy oznaczaé¢ przez L,. Wieloscian
R, dla tego modelu zadany jest jako zbior

ool @ @el" ) (1,02, in) € {0,1}"} € Vo, (3.7)

conv{ € i ivis

gdzie jak ustaliliémy poprzednio V,_; = R*"~1_ Postaé¢ tego wieloscianu uzyskujemy w

spos6b analogiczny jak w przypadku binarnych modeli cyklicznych. Najprostszy przykiad
dla n = 3 podany jest w dodatku B.1. Wspoélrzedne przestrzeni V,,_; bedziemy zapisywac
jako
1 1 -1 -1
($(()0)7x(()1)7x§())’ gl)v"'v gg )’ (()1 Y 33% )’xYll ))7

gdzie jak poprzednio, kazdy z n — 1 blokéw przestrzeni V,,_; bedziemy oddziela¢ srednikami.
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3.2. Normalnosé wieloscianéw niektérych modeli graféow

Podstawowym obiektem naszych zainteresowan w tym podrozdziale stanie si¢ wieloScian R,
indukowany z parametryzacji binarnego modelu liniowego oraz wieloscian Pg dla dowolnego
modelu grafu G bez cykli. Z samej definicji wielo$ciandéw dla binarnych modeli graféw wynika,
ze Ry, 1 Pg sa 0/1-wieloScianami, tzn. zbidr ich wierzchotkéw stanowi podzbiér wierzchotkow
standardowej kostki. Wierzchotki 0/1-wielodcianéw sa jego jedynymi punktami kratowymi.
Pokazemy, ze Pg (oraz R, jako szczegdlny przypadek) maja pokrycie unimodularne wzgledem
kraty generowanej przez swoje wierzcholki. Istnienie pokrycia unimodularnego zapewni, ze
rzutowa rozmaito$¢ semitoryczna definiowana przez te modele jest normalna, co wynika z
wniosku 1.12.

3.2.1. Unimodularnosé¢ dla modeli graféw liniowych

Dowdd istnienia pokrycia unimodularnego dla wieloScianéw zwiazanych z binarnymi modela-
mi graféw liniowych £,, bedzie podobny jak w [BWO06] (tam obiektem zainteresowania byly
modele drzew filogenetycznych). Bedzie on polegal na sklejaniu odpowiednich graféw, ktérym
odpowiadaja wieloéciany normalne. Jak sie okaze, sklejenie dwoch graféw wzdiuz krawedzi
odpowiada rozwazaniu produktu wiéknistego (patrz definicja A.3) dwéch wieloScianéw kra-
towych nad simpleksem.

Zauwazmy, ze z definicji wielo$cianu R,, (réwnanie 3.7) wynika, ze dla kazdego i =
1,...,n — 1 zachodzi x[()zg + xgl) + :):() + acgl) 1, czyli w kazdym z n — 1 blokéw znajo-
mos¢ trzech wspélrzednych determinuje czwarta. Motywuje to nastepujaca konstrukcje.

Konstrukcja 3.3 Niech R, C (My)r i Rs C (M2)r bedg dwoma wielo$cianami kratowymi
zwigzanymi odpowiednio z modelem Ly, oraz L3 dla n > 2. Rozwaimy dwa homomorfizmy
krat €; - M; — 72 takie, Ze:
o ({1)r(Ry) = As, gdzie Ag to standardowy simpleks 3-wymiarowy, jest rzutowaniem na
(n—1) (n-1) (nfl)]'

ostatnie trzy wspolrzedne [zy, ', 2y .14

o (V2)r(R3) = Ag jest rzutowaniem na wspdlrzedne: drugq, trzeciq i czwartq [x(()‘i), x%),xg‘i)]

Na poziomie grafow wlasciwy produkt widknisty nad As odpowiada ponizszemu sklejeniu:

il b C
. ” i o
o—a - O—0

1 2 n—1 n

Twierdzimy, Ze wieloscian Ry, ¢ X0, R3 bedacy produktem wtoknistym nad Az jest izomorficzny
w sensie izomorfizmu krat z wieloscianem R,41 C Mgr. Powyzsze sklejenie pozwala zatem
skonstruowaé wieloscian odpowiadajgcy modelowi L4 1.

Dowdd: Na mocy definicji wieloscianu R,, wieloScian R, x R3 ma wierzcholki postaci

D e @ @™ e @

Cirin 1213 JaJb JbJc’

gdzie e( ) dla k = 1,...,n — 1 to wektory przestrzeni V,_1, a e( ) dla k = a,b to wektory
przestrzenl V5 oraz (11,...,2n) € {0,1}", (Ja,jp,Jc) € {0,1}3. W przestrzeni ker(¢; — {9)
znajduja sie te spoérdd nich, ktére sa postaci

D oe® ool e | @)

1112 1213 zn 1in n)’

(3.8)
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gdyz tylko dla tych wierzchotkéw zachodza zgodnoéci na odpowiednich wspoétrzednych. Wy-
nika to z tego, ze rownosci

a n—1 a n—1 a n—1
x((n) = 33(()1 )afc((n) = 33(()1 )755(()1) = 33(()1 )

na mocy przedstawionej wczeéniej réwnosci x(()io) + a:(()zl) + xﬁ} + xgll) = 1 implikuja réwniez, ze
x[()‘é) = a:gol_l). Wierzchotki w réwnaniu 3.8 to jedyne sposréd wierzchotkéw R, x Rz, ktore
wszystkie te cztery réwnosci spetniajg jednoczesnie. Wielo$cian rozpinany przez te wyrdznione
wierzchotki to R,, ¢ <y, R3. Istotnie, na mocy uwagi A.7 produkt wléknisty nad simpleksem jest
wieloScianem kratowym. Ale skoro R, x R3 jest 0/1-wieloScianem, to jedynymi wierzchotkami
wielodcianu R, ¢, X, R3 moga by¢ wierzcholki z réwnania 3.8.

Latwo zauwazy¢, ze wieloSciany R, ¢, Xy, R3 oraz R,1 C Mg sa izomorficzne (jako wie-
losciany kratowe). Jesli utozsamimy superskrypty b i n, to przeksztalcenie bedace homomor-
fizmem krat f : M o, %y, Mo — M definiujemy jako:

f(e(]?)) = 82(;;) dla k # a; f(e(‘-l)) =0

) 1)

dla wszystkich par (i, j). Przeksztalcenie odwrotne g : M — Mj ¢, %, My definiuja réwnosci:

glef) = el dlak #n—1; glel] V) = el + e},

Co dowodzi poprawnosci konstrukeji. [

Nastepujacy lemat jest natychmiastowy na mocy powyzszej konstrukeji oraz wniosku A.8.

Lemat 3.4 (Unimodularno$é dla modelu liniowego) WieloScian R,, zwigzany z binar-
nym modelem liniowym L, dla n > 0 ma pokrycie unimodularne wzgledem kraty generowanej
przez jego wierzcholki.

Dowdd: Argument bedzie miat charakter indukeyjny. Przypadki n = 2, 3 umiemy wyliczyé
bezposrednio (korzystaliémy z programu Polymake oraz skryptu zamieszczonego w dodatku
B.3). Wieloscian dla modelu £, 11 dostajemy sklejajac ostatnia krawedz grafu dla modelu £,,
z pierwsza krawedzig grafu modelu L3, jak w konstrukeji 3.3. Na mocy wniosku A.8 oraz zato-
zenia indukcyjnego dostajemy, ze wielo$cian ten ma pokrycie unimodularne wzgledem kraty
generowanej przez jego wierzchotki. Krata ta jest réwnowazna z krata bedacag odpowiednim
produktem witéknistym krat z konstrukeji 3.3.00

Whniosek 3.5 Wymiar wieloscianu R, dla binarnego modelu liniowego L,, wynosi 2n — 1.
Dowdd: Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze dimRy = 3 (R2 jest izomorficzne z simplek-
sem) oraz dimR3 = 5. Skoro dim (R, X R3) = dim (R,,) + dim (R3), to dowéd lematu 3.4
pokazuje, ze dim(Ry+1) = dim(R,, X R3) — 3, a zatem
dim(Rp41) — dim(R,) =2, dim(R3) =5.

Ostatecznie dim(Ry) =2n — 1. O
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Lemat 3.6 (Posta¢ wielo$cianu dla modelu £,)) Wieloscian R,, dla modelu L,, jest opi-
sywany przez 2n — 3 rownosct

o) 2l = a0 L aqre i =1, n—2
wh) + oty +a™ it =1 dlai=1,...,n—1
oraz 4(n — 1) nierdwnosci :n( ) > >0dlak=1,...,n—1. Przy czym pierwszy zestaw n — 1

rownosci mozna zamienié na rownowazny

x((n) + 5551) = x%“) + x§ e+l dlai=1,. —92.

Dowdéd: Mamy 2n—3 niezaleznych (zadna nie wynika z innych) réwnoéci. Latwo sprawdzié,
ze muszg by¢ one wszystkie spetnione dla wierzchotkéw wieloscianu R, z samej jego definicji
(réwnanie 3.7). Kompletnosé zbioru réwnosci wynika z tego, ze dim(R,) = 2n — 1 (wniosek
3.5). Istotnie, R, lezy w przestrzeni V;,_1 oraz

dimV,—1 — (2n—3) =2n — 1,

a zatem zachodzi réwno$¢ ko/wymiaréw. Inny mozliwy argument pojawi si¢ ponizej przy
okazji badania nieréwno$ci.

Jedli chodzi bowiem o postaé¢ nieréwnoéci, to bezpoérednie obliczenia pokazalty, ze w przy-
padku n = 4 rzeczywiscie nieréwnosci tego typu odpowiadaja wszystkim $cianom maksymal-
nego wymiaru wielodcianu Ry. Przypus$émy, ze postac nieréwnosci jest zadana dla wieloScianu
R,,. Ale skoro R,, opisywany jest przez nieréwnosci xgc) >0dlak=1,...,n—1 oraz Rj

1> >0, yz(f ) > 0, to R,11 opisywany jest przez nieréwnosci

(k) > 0, y( ) > >0dlak=1,...,n—1, co wynika z konstrukcji 3.3. Oznaczajac yi(]) ()

1]
na mocy 1ndukcji dostajemy teze.

opisywany jest przez nieréwnosci Yij

jako z;;

Na koniec zauwazmy, ze dla kazdego ¢ réwnosé argg +x§0) = xé i) +x(2+1)
’ x((]zl) gll) _ x§B+1) +x(1+1)
2D | o) g

jest rownowazna

przez wykorzystanie po obu stronach rownania typu x(()io) + xgzg) +

Whniosek 3.7 W przypadku punktow x € R, wspolrzedne {xlo,l“u) n 11 wraz » l,[()rlzfl) wy-

znaczajq jednoznacznie pozostale wspolrzedne punktu x w przestrzeni Vn_l.

Dowdd: Skoro znamy wspdlrzedne {xlo,x(ll) I 11 oraz :cgl ), to oczywiscie znamy réwniez

x(()g b (w kazdym bloku suma wspélrzednych réwna jeden). Ale mamy dwie réwnowazne

réwnoéci (patrz lemat 3.6)

agp D +aly D =y g
zg D +afy Y =ay  +aly

z ktérych wyliczamy x[(]g_Q) i xéq_m. Procedure powtarzamy az wyznaczymy wszystkie po-

zostate wspolrzedne. Warto zauwazy¢, ze skoro dim R,, = 2n — 1 to liczby wspotrzednych w
tresci wniosku nie da si¢ zredukowaé.[
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3.2.2. Unimodularnos$é¢ dla modeli graféw bez cykli

W tym paragrafie stosujac wyniki uzyskane dla binarnych modeli liniowych, pokazemy, ze w
istocie dla wszystkich modeli graféw G bez cykli indukowany wielo$cian Pg musi by¢ normalny.
Pokazemy, ze konstrukcja 3.3 daje sie w sposob bezposredni uogélni¢. Aby zobrazowac tg idee
rozwazmy na przykltad proste drzewo o czterech wierzchotkach, jak na ponizszym rysunku.

1

3 4

Z ogolnej konstrukeji wieloScianéw binarnych modeli graféw wynika (poréwnaj z definicja
homomorfizmu 3.1), ze wieloscian Ty dla powyzszego grafu zadany jest jako zbidr

(12) ) 6( %) D 6(2 )|(i1,i2,’i3,i4) € {0, 1}4} C Vs. (39)

COHV{ z 2 1213 1214

Konstrukcja 3.8 Niech Ry C (Mi)r ¢ Ry C (M2)r bedg dwoma wieloScianami kratowymi
2wigzanymi z modelami L3. Rozwazmy dwa homomorfizmy krat ¢; - M; — 72 takie, ze:

o ({1)r(R3) = Ags, jest rzutowaniem na wspélrzedne [a:((n), xgo),xgll)]

o (l2)r(R3) = As jest rzutowaniem na wspolrzedne [xél),xgo),:rﬁ)]

Na poziomie grafow wlasciwy produkt widknisty nad As odpowiada ponizszemu sklejeniu:

1 a

3 e

Twierdzimy, ze wielosScian Rs ¢ X, R3 bedacy produktem wloknistym nad As jest izomorficzny
w sensie izomorfizmu krat z wieloScianem Ty C M.

Dowdd: WieloScian R3 x R3 ma wierzcholki postaci

(D @@ o @) g )

1112 1213 talh ipte”

W podprzestrzeni ker(¢; — ¢) znajduja sie te sposrdd nich, ktére sa postaci

e @el?) @el @l (3.10)

2112 1213 2112 1257

gdyz tylko dla tych wierzchotkéw zachodza zgodnoéci na odpowiednich wspoélrzednych. Wy-
nika to z tego, ze rownosci
1
xél) = x81)7x61) = x81)7$81) = xél)
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implikuja réwniez, ze x(()%)) = (()%). Wierzchotki w powyzszym réwnaniu to jedyne sposrod

wierzchotkow wieloscianu Rs3 X Rj3, ktore wszystkie te cztery rownosci spetniaja jednoczesnie.
Wieloscian rozpinany przez te wyréznione wierzcholki to R3 ¢,x ¢, R3. Istotnie, na mocy uwagi
A.7 produkt wldknisty nad simpleksem jest wieloScianem kratowym. Ale skoro R3 x Rj jest
0/1-wieloScianem, to jedynymi wierzchotkami wielo$cianu R ¢, x¢, R3 moga by¢ wierzchotki
wymienione powyzej.

Zauwazmy, ze wieloSciany Rg ¢, X4, R3 oraz Ty sa izomorficzne (jako wieloSciany kratowe).
Jesli utozsamimy superskrypty (1) z (1,2); (2) z (2,3) oraz (b) z (2,4), to przeksztalcenie
[+ My g %, Mo — M zadane jest jako homomorfizm krat spelniajacy

k k a
f(ez(j)) = ez(j) dla k # a; f(ez(j)) =0
dla wszystkich par (i, 7). Przeksztalcenie odwrotne g : M — Mj 4, Xy, Ms zdefiniowane jest
jako:
k k 1 1 a
g(egj)) = ez(j) dla k # 1; g(ez(j)) = ez('j) + ez(j)'

Co dowodzi poprawnosci konstrukeji. [J

Rozumowanie podobne, jak w dowodzie lematu 3.4 zapewni, ze wieloscian T, ma pokry-
cie unimodularne w kracie generowanej przez swoje wierzchotki. Warto jeszcze zauwazy¢, ze
w istocie wielodciany Ty i R4 nie sg izomorficzne jako wieloéciany kratowe. W szczegdlnosci
obliczenia w Polymake pokazuja, ze cho¢ oba maja dwanadcie $cian maksymalnego wymia-
ru, to réznia sie liczba innych Scian. Liczby Scian kolejnych wymiaréw (od zera do szesciu)
w przypadku wielo$cianu Ty to [16,88,204,242,160, 60, 12], a w przypadku wieloScianu Ry
[16, 80, 180, 216, 148, 58, 12]. Okazuje si¢ zatem, ze przy sklejaniu graféw istotne jest jakie
wierzchotki ze sobg utozsamiamy, co ustala orientacje sklejenia. Dlatego choé¢ zaréwno Ry jak
i Ty uzyskujemy jako produkty wldkniste zwiazane ze sklejeniem dwoch grafow Rs wzdiuz
pojedynczej krawedzi, to rézna orientacja sklejenia zapewnia, ze wieloéciany te nie sa sobie
rowne.

W istocie przyktad z konstrukcja dla wieloScianu Ty pokazal, ze sklejajac ze sobg wzdiuz
pojedynczej krawedzi albo grafy liniowe albo grafy uzyskane ze sklejenia wzdtuz pojedynczej
krawedzi graféw liniowych i tak dalej, mozemy uzyskaé¢ dowolny graf spéjny bez cykli. Dla
kazdej z tych procedur sklejania mozna pokazaé, ze na wyjéciu dostaniemy binarny model
grafu G, ktérego wieloScian Pg ma pokrycie unimodularne.

Twierdzenie 3.9 Kazde drzewo (spéjny graf bez cykli) zadaje binarny model grafu, ktory
definiuje rozmaito$é, ktora jest toryczna.

Dowdd: Zalézmy, ze G = (V, E) jest grafem spéjnym bez cykli. Wlasnosci drzew zapewniaja
(patrz [Wil04], rozdzial 4, twierdzenie 9.1), ze kazde dwa wierzcholki ze zbioru V laczy
dokladnie jedna droga. Motywuje to ponizsza procedure rekurencyjng, ktéra zapewnia, ze
model grafu G odpowiada normalnemu wielo$cianowi kratowemu, a w konsekwencji (patrz
podrozdzial 1.2.3) definiuje rozmaito$é, ktéra jest toryczna.

1. Niech vg,wp beda para najodleglejszych wierzchotkéw w G (jesli takich par jest wigcej
to bierzemy jedna z nich), czyli takich, ze droga pomiedzy tymi wierzchotkami jest
najdiuzsza sposréd drég w G. Niech Gy = (Vo, Ep) bedzie podgrafem G, ktéry laczy
vo 1 wo (minimalny podgraf spéjny, ktéry zawiera vy 1 wp). Go jest grafem liniowym, a
zatem zadaje wieloscian normalny. Pol6zmy i = 0.
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2. Niech u € V' \ V; bedzie wierzchotkiem G takim, ze w G istnieje krawedZ laczaca go
z jednym z wierzchotkéw G;. To, ze takie u musi istnie¢, wynika ze spdéjnosci grafu G.
Co wiecej dla kazdego takiego u wierzchotek z G;, z ktérym taczy go krawedz jest juz
zadany jednoznacznie — oznaczmy go vi. Niech L3 bedzie grafem liniowym o trzech
wierzchotkach {u,wi,ws} 1 krawedziach {{u, w1}, {w1,w2}}. Niech e = (v1,v2) € E;
bedzie krawedzia G; zawierajaca wierzchotek vi. Graf G;;1 tworzymy poprzez sklejenie
graféw G; oraz grafu L3 wzdluz krawedzi {wq,wa} i {v1,v2} 1 z utozsamieniem w; = vy
oraz wo = v9, ktore zadaje orientacje sklejenia.

3. Potézmy i = i+ 1. Jesli V; # V to wracamy do kroku 2. W przeciwnym przypadku
procedure konczymy.

Procedure powtarzamy rekurencyjnie az zbiér V; = V. Wlasnoé¢ drzewa zapewnia, ze dosta-
niemy odpowiedni wynik, gdyz za kazdym razem wybierajac wierzchotek v dodawana krawedz
jest zadana jednoznacznie.

7 konstrukcji wynika, ze w kazdym kroku odpowiedniemu sklejaniu graféw odpowiada
produkt widknisty nad simpleksem dwdch normalnych wielo$ciandéw kratowych. Na mocy
wniosku A.8 modelowi grafu G odpowiada normalny wieloscian kratowy. [J

Lemat 3.10 Niech G bedzie dowolnym grafem nieskierowanym, ktory sklada sie z dwdch
roztgcznych skiadowych Gy i Go. Wowczas wieloscian P zwigzany z modelem grafu G jest
produktem wieloSciandw zwigzanych z modelami grafow Gy i Ga.

Dowdd: Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze obie sktadowe maja wigcej niz jeden wierz-
chotek. W przeciwnym razie suma prosta ponizej bedzie wygladaé¢ odrobine inaczej, ale nie
zmieni to rozumowania. Homomorfizm krat Ag zwiazany z modelem grafu, ktéry zdefiniowany
jest réwnaniem 3.1 mozna w tym przypadku réwnowaznie zapisac:

n
Ag: R7°— P 7?°e2?= P 7°c7*> P 2°7°
i=1 e€E(9) e€E(G1) ecE(G2)
- , Gk) gy (%)
Cir-in 7 DUGRYERG) Cijiy” PRI (G2) Cijiy, »

gdzie E(G;) to zbiér krawedzi sktadowej G;. Zauwazmy, ze jesli oznaczymy
i,k . . n
P = COHV{@{j,k}GE(%)eEjik) : (21, ce ,Zn) S {0, 1} }

i,k . . n
Py = conv{@{j,k}eE(gQ)egik) (i1, -,00) € {07 1} }

to wieloécian P jest rowny wielo$cianowi P} X Py. [

Whniosek 3.11 Kazdy las (graf bez cykli) zadaje binarny model grafu, ktory definiuje rozma-
1t0s¢ toryczng.

Dowdd: Niech G bedzie grafem bez cykli. Jesli G jest spdjny, to mamy teze na mocy twierdze-
nia 3.9. Mozemy zatem zalozy¢, ze G nie jest spéjny. Przez Gi,. .., Gr oznaczmy jego spojne
sktadowe. Na mocy twierdzenia 3.9, kazdej sktadowej odpowiada normalny wieloscian krato-
wy. Na mocy lematu 3.10 kazdej parze spdjnych sktadowych odpowiada wielodcian, ktory jest
odpowiednim produktem dwoéch wieloScianéw normalnych. Wniosek A.8 méwi, ze wieloscian
ten jest réwniez normalny. Sekwencyjne stosowanie lematu 3.10 oraz wniosku A.8 zapewni
prawdziwo$c¢ tezy. U
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3.2.3. Kwestia unimodularnosci dla modeli cyklicznych

Grafy bez cykli nie wyczerpuja listy graféw definiujacych binarne modele graféow, dla kté-
rych wieloSciany FPg sa normalne. Dla wszystkich n, dla ktérych obliczenia byly mozliwe
(n=3,4,5,6,7), okazalo sie, ze binarny model cykliczny C,, zadaje wielosScian, ktéry posiada
nie tylko pokrycie unimodularne, ale nawet triangulacje za pomoca simplekséw unimodu-
larnych. Dlatego oczekujemy, ze wieloscian P, jest normalny dla dowolnego n. Sturmfels i
Sullivant [SS06] przedstawili ostatnio hipoteze, ze rozmaitos$é¢ zwiazana z modelem grafu jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy graf nie posiada podgraféw pelnych o czterech wierzchot-
kach (podgraféw o czterech wierzchotkach takich, ze kazde dwa laczy krawedz).
Wieloscian P, dla grafu cyklicznego zadany jest jako zbiér
conv{e(l) e oo™V @

N el M @el (i, vin) € {0,137} C Vi (3.11)
Najprostszy przyktad dla n = 3 podany jest w dodatku B.1. Jak w poprzednim paragrafie
wspolrzedne przestrzeni V;, bedziemy zapisywac jako

1 1 1 1 n n n n
T = (xéo),xél),xgo),xgl); . -§$(()0)a95(()1)»$§0)’95§ )])

Niestety przedstawiona w poprzednich podrozdziatach strategia dowodzenia istnienia po-
krycia unimodularnego nie da si¢ zastosowa¢ w ogdlnym przypadku, gdy grafy moga miec¢
cykle. Na przyklad graféw cyklicznych nie da sie uzyskaé z dwoéch grafow bez cykli skleja-
jac wzdluz pojedynczej krawedzi. Dodatkowo sklejanie wzdtuz dwéch krawedzi (lub wiekszej
ich liczby) rodzi nowe problemy. Jak pokazuje bowiem przyklad do definicji A.3, w ogélnym
przypadku produkt widknisty dwdch wielosciandow kratowych nad wieloScianem, ktéry nie
jest simpleksem, nie musi by¢ wieloScianem kratowym.

7 punktu widzenia dalszych rozwazan uzyteczna moze by¢ nastepujaca definicja.

Definicja 3.12 Niech P, = conv{ey,...,e,} C (My)r, P» = conv{fi,..., fm} C (M2)r i
Q C ZF bedg wieloscianami kratowymi oraz ¢; : M; — ZF dwoma homomorfizmami krat
takimi, ze 0;(P;) = Q. Wéwczas kratowym produktem wicknistym nad Q bedziemy nazywaé
P g1&52 Py = COIlV{ei + fjwl (61) = fQ(f])} C P xPs.

Pojecie kratowego produktu widknistego pozwala uzyskaé ciekawa charakteryzacje wieloscia-
nu dla modelu cyklicznego, ktéra pomoze nam pdzniej lepiej go badac.

Konstrukcja 3.13 Niech Ry C (Mi)r @ R3 C (M2)r bedg dwoma wielo$cianami kratowy-
mi zwigzanymi odpowiednio z modelem L1 oraz L3 dla n > 3. Rozwazmy dwa homomorfi-
2my krat ; : M; — 79 takie, ze:

o ((1)r(Rp+1) = As x As, gdzie Ag to standardowy simpleks 3-wymiarowy

() = oyt ol 2oy o) o)

[ (EQ)R(RP,) = Ag X Ag
b b b a a a
lo(y) = [x((n),a:go),xgl);xél),xgo),xgl)].

Na poziomie grafow wia$ciwy kratowy produkt widknisty odpowiada ponizszemu sklejeniu:

43



n n+1

n—10C i1

2

—

Wowczas kratowy produkt wldknisty Ry, 11 ¢, R3 jest izomorficzny (w sensie homomorfizmdéw
krat) z wielo$cianem P, C Mg binarnego modelu cyklicznego.

Dowdd: Wieloécian R, 11 X R C V,, X Vo ma wierzchotki postaci

Ao (2) (n) (a) (0)
Cirig D Cigis - D Dejz Dy
gdzie el(-;-c) dla k = ,n to wektory jednostkowe przestrzeni V,,, a e( ) dla k = a,b to
wektory jednostkowe przestrzem Vo oraz (i1, ..., i,) € {0, 1} (]a,jb,jc> € {0,1}3.
Wieloscian R, 11 ¢Xy, R3 z samej definicji kratowego produktu wléknistego ma wierzchotki
postaci

) @) ..o @ @6l (3.12)

21%2 1213 z nil Il 2112 °

Rzeczywiscie, Ry y1 ¢y, R3 jest rozpinany przez te wierzcholki w produkcie wierzchotkéw
Ry41 1 R, dla ktérych zachodzi zgodno$é na homomorfizmach ¢; i £5. Rownosci

1 b 1 b 1 b n n a n
2y =2, 2lg = 2lg, 2 =252} = 2oy = 2, ) =217

implikuja réwnosci x(%) = :U(()%) oraz x(()g) = x(()%). Wierzchotki w réwnaniu 3.12 to jedyne
sposréd wierzchotkow R, 1 X Rj3, ktére wszystkie te osiem réwnosci spetniaja jednoczeénie.

7 drugiej strony na mocy réwnosci 3.11 tatwo zauwazy¢, ze wielosciany R,y ¢Xy, R3 oraz
P, sa izomorficzne (jako wielosciany kratowe). Przeksztalcenie f : M Xy, My — M zadane
jest jako

f(e(@) = egf) dla k # a,b

Przeksztalcenie w drugg strone zadane jest jako

g(eg?)) = el(-f) dla k #1,n

ge®) = e 4 e ge) = ) 4 o

a zatem istotnie z punktu widzenia réwnowaznosci krat, wystarczy bada¢ wieloscian R,, 11 ¢y,
R3. O
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3.3. Wiecej o wieloscianie P,

W tym podrozdziale zajmiemy sie¢ wieloScianem F,, w sposéb bardziej kompleksowy. W po-
przednim podrozdziale stwierdziliSmy, ze wieloScian ten jest normalny dla n = 3,4,5,6,7, a
zatem w tych przypadkach definiuje semitoryczna rozmaitos¢ rzutowa, ktora jest normalna.
W zwiazku z tym rozmaitos¢ Xp, (patrz podrozdzial 1.3) i Y, ktéra jest zadana przez mo-
del Cy, sa sobie réwne dla matych n. Jak pokazuja rozwazania przedstawione w rozdziale 1,
wieloécian ten zawiera zatem wazng informacje o rozmaitosci Y,,. Jest to gldwnag motywacja
dla dokladniejszej jego analizy. Innym waznym powodem analizy tego wieloscianu dla ogdl-
nego n jest proba zrozumienia jego budowy, co moze w przysztoéci pomédc rozstrzygnaé czy
wieloscian ten jest normalny czy nie.

Wierzchotki wieloécianu P, bedziemy czesto utozsamiaé z ich wspétrzednymi lub z ciagami
zero-jedynkowymi (i1,...,4,) € {0,1}", ktérym odpowiadaja. Bedziemy zatem zaleznie od
kontekstu korzysta¢ z jednego z dwdch przedstawien:

{0,133 (ig,...yin) ~el) @el? @@l 0 v,

2122 1213 In—1tn z nil

Wymiar wieloScianu P,, przy wykorzystaniu argumentu kombinatorycznego i algebraicznego
wyliczyli Hosten i Sullivant [HS02]. Pokazali oni, ze wymiar ten wynosi 2n. Na mocy rozwazan
z podrozdziatu 1.1, z powyzszego faktu wynika w szczegdlnosci, ze dim (Y,,) = 2n.

Opis wieloécianu P,, bedzie przebiegat w kilku krokach. Bedziemy korzystaé z reprezentacji
P, jako kratowego produktu wldknistego, jak w konstrukeji 3.13. Rozumowanie podobne, jak
w lemacie 3.6, pozwoli nam w prosty sposéb znalezé reprezentacje za pomoca réwnosci i
nieréwnosci dla wieloScianu R, 11 ¢, X, R3. Jednak, jak sie okaze, wieloScian ten nie jest
wieloécianem kratowym.

Przyklad 3.14 Wskazemy punkt wieloScianu Ry ¢, Xy, R3, ktory nie nalezy do wielo$cianu
kratowego Ry My, R3. Niech dane bedq dwa wierzchotki produktu R4 x R3 postaci:

(1)

p1 = (egg @ 6(2) 6(()?1)) D (e(a) D e(b))

01 11 /»
2 3 a b
P2 = (651) ® e( ) ego)) @ (ego) @ e(()o))-
Niech p = (%pl + %pg). Wowczas

1 11
,-0 P
12772727
a zatem jak latwo sprawdzié jest zgodnosé na odpowiednich wspolrzednych (patrz konstruk-
cja 8.13), wiec p € ker(¢; — l3). Korzystajgc z homomorﬁzmu krat f z dowodu konstrukcji
3.18 dostajemy punkt p' € V3 o wspélrzednych p' = [ 0,0, é, %,0 0, %,0, ;, ;,0 |. Rozwazmy
nieréwnos¢ w V3 postaci

1 2 3
575(()0) - 55(()1) - 33(()0) <O0.

Mozna sprawdzié, zZe kazdy wierzcholek P3 musi spelniaé tg nieréwnosé. Rzeczywiscie, Zeby
wierzchotek nie spelnial jej musialoby w szczegdlno$ci bycé spelnione $(()B) = 1, ale latwo
sprawdzié, ze wierzcholki (0,0,0), (0,0, 1) spelniajq ja (jako réwnosé). W konsekwencji kazdy
punkt wieloScianu Py musi spelniac tq nierdwno$é. Jednak p’ jej nie spelnia, a zatem p' ¢ Ps.
Korzystajgc z homomorfizmu g z dowodu konstrukcji 3.13 dostajemy, ze p ¢ Ry ¢,Xy, R3.

Powyzszy przyktad uogdlnia sie. W konsekwencji nie moze zachodzi¢ réwnosé pomiedzy
wieloScianami R, 41 ¢, ¥¢, 23 oraz R, 11 ¢,Xy, R3. Méwi o tym ponizsza uwaga.
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Uwaga 3.15 Ustalmy ciag (j1,72,---,7n) € {0,1}" i niech dane beda dwa wierzcholki pro-
duktu Rypy1 X Rs postaci:

_ (M) (2) (n) ( ) (b)
n = (J1j2® ]213@ @e,]nl 11)69( Jn 1— Jl@el j11*j2)’

— (oD (2) (n) (a)
P2 = (o121 Belgy15, @@ et ) @ (er, 5, D

(b)
Ji 12)

Przy oznaczeniach z poprzedniego podrozdziatu niech p bedzie kombinacjg liniowq powyzszych
wierzcholkow takq, ze p = (%pl + %pQ) € ker(¢y; — f2) Zachodzi zatem p € Ry11 ¢,%¢, R3, ale

P §§ Rn+1 €1|ZZ2 R3'

Dowdd: To, ze p € ker(¢; — {3) jest oczywiste. Istotnie, tatwo spostrzec, ze wspolrzedne bloku
(n) sa réwne wspélrzednym bloku (a), a wspolrzedne bloku (1), wspélrzednym bloku (b).
Doktadniej

1 (1) (1) @ @ (n) (n)
p=g () T @ (@, + e y) o, +d7 ) e
a b b
@(e.gn) + eg )Jnjl) 52 (egf)jllfn + egl)J'z))

co po zrzutowaniu na V,,, ktére przeprowadzato R, 1 ¢Xy, R3 na P, (dowdd konstrukeji 3.13)
daje punkt p’ réwny

1 1 1 2 n—1 n—1 n n
2 ((65'1;2 + eg—)jll—jz) ® ( §2;3 + eg )321 13) ©---D (e.gnfl.])’n + eg—jnzll—jn) S (e§'n)1—j1 + eg—)jnjl))'

Ten punkt nie nalezy do wieloscianu P,. Aby to zobaczy¢ wystarczy rozwazy¢ nieréwnosé

(1) (2) (n—1) 2
lej? B mj21—j3 T T xjnfll—jn - ]njl X < 0. (313)

Zauwazmy, ze wszystkie wierzchotki P, spelniaja 3.13. Jedyna szansa by wierzchotek nie

spelnial tej nieréwnosci jest by x§32 = 1 oraz reszta wspélrzednych wystepujacych w 3.13

sie zerowala. Pierwszy warunek spelniaja wierzcholki typu (jij2 * ---*). Kolejne warunki
(1) _ — =D

szlfjs = =z, 1., =0 jednoznacznie identyfikuja spelniajacy je wierzcholek jako
(172 - - - Jn)- Tylko, ze ten wierzcholek spelnia xg 21 =1, a zatem dla niego
1) 1) (n—1) (n) _
Tjije ~ Tjglmjs ~ 0 T Tjusl—jy ~ Tjjy = -

W ten sposéb pokazalidémy, ze wszystkie wierzchotki P, spelniaja 3.13, a zatem réwniez
wszystkie punkty P, musza ta nieréwnosé spekliaé. Latwo jednak sprawdzié, ze dla punktu
p’ nieréwno$é ta nie jest spelniona, gdyz dla wspdtrzednych punktu p’ zachodzi
m ) (n—1) m _1
Tinge = Tipl=gs = T Tjuoalajn ~ Tjnjn T o
a zatem p’ ¢ P,. W konsekwencji, przy zastosowaniu homomorfizmu g z dowodu konstrukeji
3.13 dostajemy teze. [

Kratowy produkt widknisty dwoch wielodcianéw kratowych stanowi podwieloscian pro-
duktu wldknistego rozpinany przez swoje punkty kratowe. Przejécie do wieloscianu R,, 1 ¢Xy,
R3 polega na dodaniu do reprezentacji wielodcianu R,,11 ¢, X¢, R3 takich nieréwnosci, ktoére
ogranicza go do kombinacji wypuklej swoich punktéw kratowych. Jednym z wnioskéw z do-
wodu poprzedniej uwagi jest, ze nieréwnoé¢ 3.13 wyznacza Sciane wieloscianu P,. Ponizszy
lemat moéwi, ze jest to Sciana maksymalnego wymiaru.
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Lemat 3.16 Niech (j1,j2,.-.,Jn) € {0,1}" oraz niech dana bedzie nieréwnosé

LD @ e ) g (3.14)

J1J2 J2l—=js " Jn—11=Jn JnJ1
Wowczas wyznacza ona simplicjalng Sciane maksymalnego wymiaru wielosScianu P,,.

Dowaod: Dowdd poprzedniej uwagi pokazal, ze wszystkie wierzchotki P,, spelniaja te nieréw-
nosé, a wierzchotek (41, jo, ..., jn) spelnia ja jako réwnosé. Latwo zauwazyé, ze wierzchotki

(1 _jla.anj?n cee 7jn)7

(1 _jl)l _j27j37"' 7jn)7

(1_jlul_j271_j37"'71_.jn)7
(jlal_j271_j37"'>1_jn)7

(jlvj?) e ajn727 1- ]n)a

rowniez spelniaja ja jako réwnos¢ oraz, ze dla kazdego innego wierzchotka nieréwnosé 3.14 jest
ostra. WymieniliSmy zatem 2n wierzchotkéw na $cianie wyznaczonej przez nierownosé 3.14.
Zauwazmy dodatkowo, ze sposrod tych 2n wierzchotkéw dla kazdego k = 1,...,n dokladnie
jeden wierzchotek spetnia xj,1—j,., = 1 oraz doktadnie jeden spetnia x1_j, ;. ., = 1. Wobec
tego wierzcholtki te tworza zestaw liniowo niezaleznych wektorow. Skoro dim P, = 2n, to
wierzchotki te wyznaczaja simplicjalna $ciang maksymalnego wymiaru. Wszystkie Sciany tego
typu bedziemy oznaczaé przez (F2). O

Przyktad 3.17 Jesli (j1,-..,jn) = (0,...,0) mamy nieréwno$é

x&]) — xfﬁ) e xgll_l) — :1:(()75) <0,
ktorg spetnia wierzchotek (0---0) oraz wszystkie wierzcholki (i1,...,1,) takie, Ze iy = ... =
ip =000 =...=tdp =11ubt = ... =4 =1 4ig1 = ... =1, = 0 dla pewnego

k=2,...,n, gdzie k = n odpowiada wierzcholkom (0---0) i (1---1).

Dowéd lematu 3.16 pokazuje, ze mamy 27!

Kolejnym prostym wnioskiem, ze nieréwnosé

réznych $cian simplicjalnych typu (F2).

OV (n-1) ™ <

iie — Ligl—ig — v T Li_q1—in — Tinig

wyznacza tg sama Sciane, co nieréwnosé

(1) (2) (n—1) (n) <0

T1linl—ip — Tlligiz — o~ Pl—in_yin — Tl—inl—iy
uzyskanej z poprzedniej poprzez zamiane wszystkich indekséw w subskryptach z zer na je-
dynki i na odwrét.
7 punktu widzenia informacji geometrycznej, ktorg niesie ze soba wieloécian P, istotna
bedzie jego konstrukcja w podprzestrzeni afinicznej, w ktorej jest on juz pelnowymiarowy.
Uzyteczna w tym kontekscie bedzie nastepujaca uwaga.
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Uwaga 3.18 Wieloscian P, lezy na 2n-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej przestrzeni Vi,
opisywanej rownodciams

2 42l = g0 ) g i =1,
2 42+ 2l 420 =1 dlgi=1,.. 0

gdzie kazdqg, z pierwszych n réwnosci mozna zamienié na rownowazng

o)+ 2) = i 2
Dowdéd powyzszej uwagi polega na bezposrednim sprawdzeniu, ze wszystkie wierzchotki musza
spetnia¢ kazda z wypisanych réwnosci. Skoro dim P,, = 2n, to sg to juz wszystkie réwnosci
opisujace podprzestrzen afiniczng dla ktérej wieloscian P, jest pelnego wymiaru.

Ponizsza hipoteza dotyczy pelnego opisu wieloscianu P, dla dowolnego n w reprezentacji
hiperptaszczyznami podpierajacymi. Przypuszczenie to pojawia si¢ w postaci twierdzenia
w artykule [HS02], jednak okazuje sie, ze ma ono niepoprawny dow6éd. Wynik ten jednak
sformutujemy dlatego, ze chcemy sie do niego odwolywaé podzniej dla przypadku matych n,
dla ktoérych hipoteza ta jest prawdziwa, o czym przekonuja bezposrednie obliczenia wykonane
na komputerze. Warto dodaé, ze w cytowanej pracy Sciany typu (F2) zostaly uzyskane w inny
sposob niz u nas i bez podawania ich jawnej postaci.

Hipoteza 3.19 Wieloscian P, binarnego modelu cyklicznego Cy, réwny jest przecieciu pod-
przestrzeni afinicznych danych przez réwnania

o) = a0

( ( ( 01 dla 1 <i<n, oraz
zg) + i) =26 + {7

S (@l +al) +al) + a2ty =n
=1

(@)

z 4n Scianami maksymalnego wymiaru typu (F1) postaci x]‘v‘jji+1 >0dlal<i<n oraz2" !
Scianami typu (F2).

Uwaga 3.20 Zestaw rownos$ci w hipotezie 3.19 mozna zamieni¢ na rownowazny:

ol = )

oraz ‘ ‘ ‘ .
acgo) + xgzo) + $(()Zl) + :ngl) =1 dla kazdego i =1,...,n.

Dowad: Jest to proste sprawdzenie, ze z jednego zestawu réwnosci wynika drugi i odwrotnie.[]

Wieloscian z powyzszej hipotezy bedziemy dla odréznienia oznaczaé @),. Bezposrednie
obliczenia w programie Polymake pokazaly, ze dla n = 3,4,5,6,7 istotnie P, = @, (dla
n > 7 obliczenia sa na razie niemozliwe).

Dla petniejszego wgladu w kombinatoryke wieloScianu @Q),, zauwazmy jeszcze, ze na kazdej
écianie typu (F1) lezy dokladnie 3 - 22 wierzcholkéw, a zatem &ciana ta jest simplicjalna
tylko dla przypadku, gdy n = 3.

Uwaga 3.18 (lub hipoteza 3.19) motywuje kolejne eliminacje zmiennych, tak aby rozwa-
za¢ wieloScian doktadnie w przestrzeni afinicznej zdefiniowanej przez odpowiednie réwnania.
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Operacja ograniczenia si¢ do przestrzeni afinicznej W,, = span{egzo), egll) ', wymiaru 2n jest
wazna, gdyz w tej sytuacji wektor normalny do Sciany maksymalnego wymiaru staje sie
jednoznacznie wyznaczony z dokladnoscia do przemnozenia przez skalar. Bedziemy z tego
korzysta¢ w naszych obliczeniach.

Zdefiniujmy przeksztaltcenie

fioVio Wa, fle) = fel)) =0, £(eld) = ey, flel)) = e

dla wszystkich ¢ = 1,.
Jezeli dla kazdego ¢ poiozymy x(()o) =1- x(l) x[()ll) —xgll) to nie zmniejszymy liczby réwnosci,

ktére definiuja P,. Pozostaje n rownosci typu:

zo) +ay) = afg ) +afi.
Mozemy kontynuowaé nasza redukcje ktadac
x((ﬁ) = —:Ugl) + x%ﬂ) + $gi1+1). (3.15)
Pierwsze podstawienie zmienia si¢ w ten sposéb na:
R e T (3.16)

Dzieki tym dwém ostatnim réwnaniom mozemy tatwo zadaé uzyteczna parametryzacje
podprzestrzeni afinicznej, w ktorej lezy P, przez przestrzen W,. Parametryzacja ta wraz z
przeksztalceniem f zadaje izomorfizm pomiedzy P, a jego wlozeniem w P,. Jest ona zadana
wzorami

(1) _

+1 i+1
Tog =1 — xg(} xglo ) xgll )a
wy) = iy +afy ) ey,
xig = 2o, 21] = aff (3.17)
dla ¢ = 1,...,n. Przeksztalcenie f bedzie wykorzystywane w ostatniej czesci tej pracy, w

ktorej bedziemy przeprowadzaé¢ doktadne obliczenia dla wielo$cianéw P, oraz wachlarzy nor-
malnych ¥, dla matych n.

Wilozenie wieloscianu P, w podprzestrzen W, generowang przez {e%,egll) 1, zadane
przeksztalceniem f, stanowi wygodng operacja, musimy jednak pamietaé, ze wieloscian P,
zawiera w sobie pewng geometryczng informacje. Potrzebujemy pewnosci, ze jej nie straci-
my (patrz definicja 1.13). W naszym przypadku konstrukcja przeksztalcenia odwrotnego g
pokazuje, ze w istocie P, jest kratowo réwnowazny ze swoja kopia wlozong w podprzestrzen
Wh.

Lemat 3.21 Przeksztalcenie f : V, — W, zdefiniowane przed chwilg zadaje izomorfizm
miedzy kratg generowang przez wieloscian P,, a kratq generowang przez zbior wektorow

{61076511) i=1-

Dowdd: Skoro f(P,) jest 0/1-wielo$cianem, to na mocy wczesniejszych rozwazan, za pomo-
ca pewnych kombinacji catkowitoliczbowych elementéw wymienionych w lemacie potrafimy
w sposéb jednoznaczny wyznaczy¢ kazdy z wierzchotkéw tego wieloScianu. Jednoznaczno$é

wynika z tego, ze wektory te stanowig baze wektorows dla W,,. Ale f wyznacza izomorfizm
krat.[]
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Teraz opiszemy strukture wielocianu P,, jako pelnowymiarowego wieloscianu w prze-
strzeni W,,. Zauwazmy, ze inaczej niz przypadku 4n-wymiarowym w nieréwnoéciach wyzna-
czajacych $ciany maksymalnego wymiaru moze pojawiaé¢ sie niezerowy wspoélczynnik, ktéry
bedziemy oznaczaé przez ar. Wynika to z postaci przeksztalcenia ¢g* : V) — W ktére
zdefiniowaliSmy réwnaniem 3.17.

Lemat 3.22 Dla modelu C,, w dokladnie n rézZnych nieréwnosciach typu (F2) po wloZeniu w
przestrzen W,, mamy ap = 0.

Dowdd: Nieréwnosé typu

T

(1) @ _ - ) <0

iie — Ligl—ig — v - in_1l—in  Tiniq

przeksztalcamy na nieréwnoéé¢ na przestrzeni W, za pomoca ¢* z réwnania 3.17. Widaé, ze
niezerowe wspélczynniki zwigzane sg z :1:(()2 € V.¥. Z postaci tej nieréwnosci wynika, ze zerowe
wspOlezynniki pojawia sie tylko dla takich (i, ...,4,) € {0,1}", ze

e albo (i1,12) # (0,0), (in,i1) # (0,0) oraz (ig,ix+1) # (0,1) dla wszystkichk =2,... ,n—
1

e albo (i1,i2) = (0,0), (in,%1) # (0,0) oraz (ig,ix+1) = (0,1) dla dokladnie jednego
k=2,....n—1

e albo (i1,72) = (0,0), (in,?1) = (0,0) oraz (ig,ik+1) # (0,1) dla wszystkichk =2,... ,n—
1.

Pierwszy warunek spetnia n ciaggéw zero-jedynkowych postaci iy = ... =1i; = 1 oraz i;41 =

.=1ip, = 0dla j = 1,...,n (to znaczy, ze ciag jedynek tez wliczamy). Drugi warunek
spelniajg ciaggi postaci i1 = ... = i; = 0 oraz 441 = ... =4, = 1l dlaj = 2,...,n— 1.
Trzeci warunek, jak tatwo sprawdzié, spelnia jedynie cigg zerowy. Pamietajac jednak, ze ciag
(i1,12,...,1y) zadaje ta sama nieréwnos¢ co ciag (1 —iy,1 —ig,...,1 —iy,) (patrz poprzedni
podrozdzial) dostajemy teze. [J

Whiosek 3.23 Sposrod 2"~' + 4n nieréwnosci wymienionych w hipotezie 3.19 dokladnie n
nieréwnosci typu (F1) oraz 2"~ — n nieréwnosci typu (F2) posiada niezerowy wyraz wolny.

Dowdd: Latwo sprawdzié, ze 4n nier6wnosci typu (F1) jest przez g* przeksztalcanych na:

(i) _ (i+1) _(i+1)

—T79 — T xy, = —1 (3.18)
—asgll) + azgzoﬂ) + ZL'ng—H) >0 (3.19)
29 >0 (3.20)
xgzl) > 0. (3.21)

Czyli doktadnie n z nich ma niezerowy wspdlczynnik przy nieréwnosci. Przypadek pozosta-
tych Scian jest trescia lematu 3.22.01

Dowéd powyzszych wynikéw pokazuje, ze przy wlozeniu odrobiny pracy mozna pokazaé
ile z nieréwnosci typu (F2) ma wspélczynniki ap wyzsze niz jeden. Maksymalna warto$é tego
wspoétezynnika wynosi [§] — 1 i odpowiada ciggowi (0,1,0,1,...,0,1) w przypadku, gdy n
jest parzyste lub (1,0,1,0,...,0,1) w przypadku, gdy n jest nieparzyste.
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3.4. Rozmaitos¢ Y, modelu C, dla malych n

W tym podrozdziale przedstawimy podstawowe wlasnosci rozmaitoéci modeli C,, dla matej
liczby wierzchotkéw grafu. Wpierw jednak przedstawimy kilka podstawowych wynikow dla
przypadku ogélnego. Bedziemy analizowaé¢ wielodcian opisany nieréwnosciami z hipotezy 3.19
oznaczajac go przez Q. Treé¢ hipotezy 3.19 moéwi, ze (), = P, i obliczenia pokazuja, ze jest
to prawdziwe dla n = 3,4,5, 6, 7. Dlatego analiza @,, pozwoli nam w sposéb mozliwie ogdlny
opisa¢ wachlarz ¥,, dla matych n.

Wieloécian @,, ma 4n + 2”1 écian maksymalnego wymiaru. Aby uzyskaé¢ jednoznacz-
nos¢ w wyznaczaniu wektoré6w normalnych do tych Scian, skorzystaliSmy z odpowiedniego
wlozenia w podprzestrzen W,, = span{e%),eg?}?:l. Wiemy réwniez, ze w sensie wieloscia-
now kratowych, dostajemy taka samg informacje ograniczajac sie do tego pelnowymiarowego
przypadku. Zatem mozemy zidentyfikowaé interesujace nas wektory normalne do $cian wie-
loscianu @, jako 4n wektory pochodzace od écian typu (F1) xgc) > 0 oraz 2"~ ! wektory typu
(F2), czyli:

(k)

® 2n wektory jednostkowe w przestrzeni Wy, ktére bedziemy oznaczaé przez €;;°.

e n wektorow typu —eglé) —e%’éﬂ) —egliﬂ) dlak =1,...,n, gdzie w definiujacej nieréwnosci
jest wyraz wolny réwny 1.

e n wektoréw typu —egli) + G%H) + eglfl) dlak=1,...,n.

e oraz 2"~ ! wektoréw normalnych do écian typu (F2),

gdzie € oznacza wektor sprzezony do wektora e. Powyzsze wektory w przestrzeni dualnej
W generuja 2" stozkéw maksymalnego wymiaru (bo tyle jest wierzcholkéw w wieloscianie).
Wektory normalne do $cian typu (F2) jest stosunkowo ciezko opisaé¢ w sposéb systematyczny.
Wiemy na przyktad, ze nieréwnosci

1 2 n—1 n
xgl) *wgo) - xgo )*$g1) <0

odpowiada wektor normalny w W,, postaci
no =[0,—1;1,0;1,0;...;1,0;0,1]

gdzie érednik oddziela kazdy z n blokéw tej przestrzeni.

Kazdy wierzchotek wielodcianu @, lezy w 3n $cianach typu (F1), oraz w n $cianach typu
(F2). Pierwsze jest jasne. Aby przekonaé sie co do tego drugiego stwierdzenia, z symetrii
zadania, starczy pokazaé, ze pg = (00---00)! lezy w n $cianach typu (F2), ale to mozna
pokazaé¢ analizujac lemat 3.23. Zatem kazdy stozek maksymalnego wymiaru w wachlarzu 3,
(patrz podrozdzial 1.2) generowany jest przez 4n wektoréw, z czego n pochodzi od $cian typu
(F2).

W ponizszych paragrafach zajmiemy sie szczegélnymi przypadkami rozmaitosci Y,, dla
n = 3,4. W tym wypadku mamy P, = @,. Wiedzac dodatkowo, ze rozmaitos¢ Y,, jest
normalna dla kazdego n > 3, wiemy réwniez, ze Y;, = Xp,, gdzie konstrukcja rozmaitosci Xp
z wieloscianu P zostala przedstawiona w podrozdziale 1.2. Analizujac geometrie rozmaitosci
Y, mozemy zatem w szczegdlnosci korzystaé z rozwazan przedstawionych w podrozdziale 1.3.

!Przypominamy o konwencji utozsamiania wierzchotkéw z ciggami zer i jedynek. W tym wypadku ciggowi
(00---00) odpowiada punkt (1,0,0,0;...51,0,0,0) w V;, oraz punkt (0,0;...;0,0) w W,,.
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Rozmaito$é¢ Y3 Gdy n = 3, Y3 ma wymiar szeé¢ i jako, ze zadana jest poprzez parametry-
zacje w przestrzeni P7, to musi byé hiperpowierzchnig. Stosunkowo tatwo mozna sprawdzié,
ze rownanie, ktore ja generuje to:

P000P011P101P110 — PootPotoP1oop1ir = 0, (3-22)

gdzie {p;ji} tworza wspéhrzedne jednorodne przestrzeni P7. Przyjrzymy sie teraz blizej wa-
chlarzowi definiujacemu ta rozmaitosé. Zbiér wspotrzednych wierzchotkéw wieloscianu P,
to

{efih, @ el @ ell) (i1, 2, i3) € {0,1)°} € Vi,
Korzystajac w transformacji zaprezentowanej w podrozdziale 3.3, bedziemy te punkty zapi-
sywaé¢ w przestrzeni W3 = RS,

Na mocy rozwazan z podrozdziatu 1.3 wierzchotki wieloScianu P3 odpowiadaja stozkom
maksymalnego wymiaru w wachlarzu Y3 oraz punktom stalym dziatania torusa. Wachlarz
>3 zlozony jest zatem z odmiu stozkéw maksymalnego wymiaru, z ktérych kazdy rozpinany
jest przez 12 wektoréw. W sumie mamy 16 wektorow definiujacych wachlarz rozmaitosci od-
powiadajacej modelowi Cs, ktére odpowiadajg wektorom normalnym do Scian analizowanego
wieloscianu. Jest to sze$é wektoréw jednostkowych, szes¢ pozostatych wektoréow od $cian typu
(F1), oraz cztery wektory od $écian (F2): ng = [0,—1,1,0,0, 1] oraz

[1,0,0,1,0,—1][0], [0,1,0,—1,1,0][0], [-1,0,—1,0,—1,0][1],

gdzie w nawiasach kwadratowych dorzuciliSmy wspdtczynniki, ktére pojawiaty sie w nierdw-
noéciach definiujacych Sciany maksymalnego wymiaru. Wspoétczynniki byty niezerowe doktad-
nie w tych nieréwnosciach, ktérych nie spetnia punkt g = (000).

Stozek gggo C Nr generowany jest przez 12 wektoréw normalnych przez nieréwnosci, ktére
spelnia wierzchotek go = (000), czyli 9 wektoréw od $cian lezacych na podprzestrzeniach
przestrzeni V,, takich ze x(()li) =0, xglf)) =0, :L"ﬁ) =0dla k =1,2,3 oraz 3 wektoréw typu (F2)
(wszystkie poza tym z niezerowym wspolczynnikiem). Latwo zauwazy¢, ze wektory te leza na
tej samej podprzestrzeni afinicznej {x € R®|(m,z) = 1}, gdzie m = [1,1,1,1,1,1] € (W3)*.
Podobnie minimalne generatory kratowe dla wszystkich innych stozkéw wachlarza 3 leza na
wspdlnych podprzestrzeniach afinicznych typu (m,z) = 1.

Wieloscian P5 posiada triangulacje unimodularng. Mozna jej dokonaé¢ na dwa sposoby.
Jednym z nich jest na przyktad podzial na cztery simpleksy, jak w dodatku B.2.1. Triangulacje
te mozemy znalez¢ na mocy rozwazan geometrycznych. Zauwazmy, ze kazda ze $cian wieloScia-
nu P jest simplicjalna. Wyréznijmy wierzchotek g9 = (000) = [1,0,0,0;1,0,0,0;1,0,0,0] €
V3. Wierzchotek ten nie lezy dokladnie w czterech $cianach maksymalnego wymiaru. Jezeli
dodamy ten wierzchotek do kazdego z sze$cioelementowych zbioréw wierzchotkéw definiuja-
cych te $ciany, to dostaniemy cztery simpleksy unimodularne tworzace triangulacje Ps.

Rozmaitos¢ Yy W przypadku n = 4 sytuacja juz si¢ troche komplikuje. Wachlarz ¥4 zto-
zony jest z 16 stozkéw maksymalnego wymiaru. Kazdy z tych stozkéw ma 16 generatorow.
Wieloécian P, posiada 24 $cian maksymalnego wymiaru, z czego jedynie osiem jest simpli-
cjalnych.

Podobnie, jak w poprzednim przypadku sprawdzimy, czy minimalne generatory krato-
we stozka ogooo leza na wspélnej podprzestrzeni afinicznej typu (m,z) = 1. Zauwazmy, ze
normalne do $cian xglé) = 0 oraz :L“glg) = 0 zapewniaja, ze jeSli takie m € (Wy)* istnieje to
musi by¢ wektorem jedynek. Wéwcezas jednak (m,[0,—1;1,0;1,0;0,1]) = 2, co przeczy, ze
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takie m istnieje. Przy pewnym nakladzie pracy bedziemy mogli pokazaé, ze dla dowolne-
go stozka z wachlarza 34, jego minimalne generatory kratowe nie moga leze¢ na wspdlnej
hiperptaszczyznie. Zauwazmy, ze podobnie bedzie w przypadku n = 5 i wyzszych.

Wieloscian Py posiada triangulacje unimodularng ztozona z 64 simplekséw, ktore wypisane
zostaly w dodatku B.2.2. Réwnanie 3.6 parametryzuje toryczng rozmaitoéé rzutowa w P15,
ktéra dana jest przez siedem réwnan?:

PooooPo101 — Poo01P0100,
Po010P1000 — P0000P1010,
Poo10Po111 — Po011P0110,
P1oooP1101 — P1001P1100,
Po110P1100 — P0100P1110,
Po1o1P1000P1111 — P0111P1001P1100,
P0000P0101P0110P1011 — P0010P0100P0111P1001 5

gdzie p;jr tworza wspotrzedne jednorodne na P13,

2Powyzsze obliczenia zostaty wykonane za pomoca programu 4ti2 [HHMO5].
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Rozdziat 4

Z.akonczenie

Mozemy wymieni¢ dwa gloéwne cele powyzszej pracy. Z jednej strony chcieliémy przedsta-
wié¢ podstawowe idee zwigzane ze statystyke algebraiczna. Pokazaliémy dlaczego w wiekszosci
przypadkéw nie tracimy ogdlnosci rozwazan rozpatrujac modele statystyczne jako obrazy
przeksztalcen wielomianowych. Motywuje to wykorzystanie narzadzi geometrii algebraicznej
w analizie statystycznej. Wedle naszej najlepszej wiedzy jest to pierwsze opracowanie w jezy-
ku polskim poruszajace ten temat. Wierzymy, ze nie jest ono ostatnim takim. Rosnace moce
obliczeniowe komputeréw oraz pojawianie si¢ nowych algorytmoéw algebry obliczeniowej (mo-
tywowanych mnogoscia ciekawych zastosowan) sprawia, ze takie podejscie do modelowania
statystycznego ma przed soba prawdopodobnie przysztosé.

Praca ta jednak idzie dalej wpisujac sie w nurt, ktéry zapoczatkowali po czesci Bernd
Sturmfels z Sethem Sullivantem, a po czesci Jarostaw Wisniewski z Weronika Buczynska.
Podejscie to opiera sie na gruntownej analizie geometrii abstrakcyjnych rozmaitosci, ktére
pojawiaja w rozwazaniach statystyki algebraicznej. Ciezko na tym etapie badan powiedzieé
zdecydowanie, czy tak abstrakcyjne podejscie przyniesie jakie$ korzysci w aplikacjach. Wie-
rzymy jednak, ze zagadnienia te sg warte dalszych badan z dwéch powodéw. Z jednej strony,
co pokazala na przyktad praca Buczynskiej i Wisniewskiego [BWO06], analiza tych rozmaitosci
moze prowadzi¢ do ciekawych rodzin rozmaitosci o interesujacych witasciwosciach, a zatem
do pogtlebienia naszej wiedzy z dziedziny geometrii algebraicznej. Po drugie, z naszego punk-
tu widzenia niezwykle wazne jest zbieranie wszelkich informacji o analizowanych modelach
statystycznych. Wiedza ta moze postuzyé¢ nam w przysztoéci do doglebnego ich poznania.

Wiaénie w tym kontekscie nalezy wymieni¢ gtéwny wynik naszej pracy. Polega on na udo-
wodnieniu, ze rozmaitosci zwiazane z binarnymi modelami graféw bez cykli sa normalne, a
zatem sg toryczne w klasycznym sensie. Jest to przyblizenie si¢ do hipotezy podniesionej przez
Sturmfelsa i Sullivanta w [SS06], ze normalne sa rozmaitosci dla binarnych modeli graféw bez
podgraféw postaci Ky, tzn. graféw pelnych o czterech wierzchotkach. Nastepnym krokiem
jest proba mozliwie doktadnego opisu przypadku cyklicznego. W tej pracy postanowilismy
oprze¢ sie na pracy Hogtena i Sullivanta [HS02] i rozszerzy¢ ja o nowe wyniki. Pozwolilo nam
na to spojrzenie na wielo$cian modelu cyklicznego jako na kratowy podwieloscian produk-
tu wldknistego dwoch wielo$ciandéw dla modeli liniowych. Mozemy zatem wyniki tej pracy
potraktowaé jako dobry punkt wyjscia do préby dowiedzenia przypuszczenia Sturmfelsa i
Sullivanta. Zauwazmy ponadto, ze wykazanie, ze rozmaitosci dla drzew sg normalne otwiera
rowniez sposobnosé do dokladniejszej ich analizy klasycznymi metodami geometrii torycznej.
Bedziemy wowczas w stanie lepiej zrozumieé osobliwosci tych rozmaitosci oraz inne wazne
geometryczne cechy.
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Dodatek A

Lematy o unimodularnosci

W tym dodatku na poczatku przedstawimy za Buczyniska i Wisniewskim [BWO06] podstawowe
wyniki dotyczace istnienia unimodularnego pokrycia dla wielo$cianu kratowego w pewnych
szczegbdlnych przypadkach. Nastepnie rozszerzymy je o serie lematow i twierdzenie, uzyteczne
w kontekscie binarnych modeli graféw.

Pozyteczny bedzie nastepujacy lemat.

Lemat A.1 (O malym zaburzeniu) Niech dane bedg dwa pelnowymiarowe wielo$ciany

kratowe
Q1 =conv(ey,...,e,) CR™ Qg =conv(fi,...,fs) CR"

oraz (n+m)-wymiarowy zbidr domkniety w ich produkcie F C Q1 X Qo C R"™™ . Wéwczas jesli
T =i_aie + ijl bjf; € R"™™ nie nalezy do F to nie nalezy do F réwniez dostatecznie
male zaburzenie punktu x. W zwigzku z tym badajgc, czy x € F mozemy zalozyc, ze wszystkie
a; i bj sq réine od zera oraz Ze kazde dwa podzbiory zbioru wspélczynnikéw {a;} i {b;} majq
rozne sumy.

Dowdd: F jest domknietym podzbiorem (1 X Q2, a zatem U = (@1 X Q2) \ F jest
podzbiorem otwartym. Punkt & € (1 X Q3 nalezy do U wtedy i tylko wtedy, gdy kazde
dostatecznie mate otoczenie punktu z zawiera sie w U. Teza wynika z faktu, ze z ¢ F wtedy
i tylko wtedy, gdy z € U. I

Przedstawimy wpierw lemat, ktérego dowéd mozna znalezé w [BWO06]. Prezentujemy go
jednak dla zachowania przejrzystosci rozumowania w dowodach nastepnych lematéw.

Lemat A.2 Niech Ay C (My)r @ Ay C (M2)r beda dwoma simpleksami unimodularnymi.
Wowezas Ay X As ma pokrycie unimodularne w kracie My x M.

Dowdd: Mozemy zatozyé, ze A1 ma wierzcholki ey, e, ..., e, a Ay ma wierzcholki f1, fo, ..., fs.
Na mocy unimodularnoéci tych simplekséw, krata M; generowana jest przez wektory eo —
€l1,...,e, —e1, a krata My przez wektory fo— f1,..., fs — f1 (patrz podrozdzial 1.2.3). Niech
x € A1 X Ag bedzie dane jako:

T S
T = Zaiei + Z bjfj,
i=1 j=1
gdzie a;,b; > 0 oraz Y a; = > b; = 1.
Suma unimodularnych simplekséw zawartych w A1 x As jest domknietym podzbiorem w

produkcie. Z lematu o malym zaburzeniu mozemy zalozy¢, ze wszystkie wspoétczynniki a; i
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Rysunek A.1: Schemat rekurencyjnej procedury dla znajdowania wspdlczynnikéw c; ; w do-
wodzie lematu A.2.

b; sa niezerowe oraz ze ai + ...+ ap # b1 + ... + by dla wszystkich dozwolonych (p, q) poza
(pa Q) = (Ta 5)'

Aby udowodni¢ lemat znajdziemy r + s —1 dodatnich wspétczynnikéw ¢; ; indeksowanych
niektérymi parami (i,7) € {1,...,r} x {1,...,s} takich, ze

v=) cijlei+ f)
i
oraz suma wszystkich wspélczynnikéw jest réwna jeden, a zbiér wektoréw {(e; + f;) — (e1 +
fi)  cj # 0,(i,7) # (1,1)} da si¢ za pomoca dodawania i odejmowania sprowadzi¢ do
standardowej bazy es —e1,...,e. —e1, fo — f1,..., fs — f1.

Wspélezynniki ¢; ; tworzymy w sposéb indukcyjny (schemat postepowania dla wygody
przedstawiony jest na rysunku A.1). Pierwszy wspotczynnik to ¢1 1 = min{a, b1 }. Zaltézmy te-
raz, ze ostatnim zdefiniowanym wspoélczynnikiem jest c;, ;.. Jezeli (4o, jo) = (7, s) to procedura
jest zakonczona, a zatem mozemy zatozy¢, ze ta sytuacja nie zachodzi. Z naszego zalozenia, ze
ciagi (a;) i (b;) nie maja wspélnych sum czeSciowych zachodzi albo a1 +. . .4+a;, > bi+...+bj,
albo ay + ...+ a;, < by + ...+ bj,. W pierwszym przypadku

Cig,jo+1 = min{bj0+1, (a1 + ...+ CLZ‘O) - (b1 + ...+ bjo)}a
a w drugim przypadku
Cig+1,50 = min{aiOJrl, (b1 + ...+ bjo) — (a1 + ...+ CLZ‘O)}.

Latwo zauwazyé, ze ostatecznie musi sie pojawié sytuacja, gdy (g, jo) jest réwne (r,s — 1)
lub (r —1,s), ale skoro 3 a; = > b; =1 to latwo sprawdzi¢, ze z naszej konstrukeji wynika,
ze W pierwszej sytuacji

¢r,s = min{bs, (a1 +... +a,) — (b1 +... + by—1)} = bs,

a w drugiej
crs = min{ay, (b1 + ... +b5) = (a1 + ...+ ar_1)} = ay.

Mozna pokazaé, ze >5i_jcij =bjdlaj=1,...,s0raz 37 ¢ j=a;dlai=1,....,r. Z
tego wynika, ze suma wspélczynnikéw w uzyskanej nowej kombinacji x jest réwna jeden.
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Dodatkowo przy zastosowaniu prostych operacji mozna pokazaé, ze zbiér wektorow B =
{(ei + fj) —(e1 + f1) s cij #0,(4,5) # (1,1)} da sie sprowadzi¢ do standardowej bazy kraty
M x Ms. Wystarczy na poczatek zauwazyé, ze w powyzszym zbiorze wektoréw znajduje sie
ktorys z wektoréw (ea + f1) — (e1 + f1) = ea — eg lub (e1 + f2) — (e1 + f1) = fo — fi1.

e1 4+ f1

e + fi e1+ fa
f“z—/ \—ﬁ fz—/ \—:1
ea + fi ea + fa e1 + fa
e+ fi eq+ fa e3 + fa ez + fa €3 + fa €2 + fa ez + fa e1 + fa

fa— fo ey — 0

e + fa

Rekurencyjna procedura, ktérej schemat pojawia sie na powyzszym diagramie (zacienione
kwadraty na rysunku A.1 méwia, jak poruszaé sie po tym diagramie) zapewni, ze BB generuje
wszystkie wektory e; —e; dlai =2,...,r oraz f; — f1 dlai = 2,...,s, a zatem baze kraty
M x Mj. Ale skoro |B| =7+ s — 2 to B jest réwniez minimalnym zbiorem generatoréw, co
konczy dowdd. [

Powyzszy lemat ma swoje uogdlnienie na produkty widkniste nad simpleksami kratowymi.

Definicja A.3 Niech Q1 C (M1)r i Q2 C (M2)r bedg dwoma wieloScianami kratowymi.
Rozwazmy dwa homomorfizmy krat £; - M; — ZF takie, ze £1(Q1) = £2(Q2) = Q. Wowczas
produktem wtoknistym Q1 i Q2 nad Q nazywamy wieloscian Q1 ¢, X4, Q2 taki, Ze

Q1 0, X0, Q2 = (Q1 X Q2) Nker(ly — Lo).
Odpowiedni produkt wicknisty krat My o, x¢, M2 to krata

My 01 X4 My = (M1 X MQ) ﬂker(€1 — 52)

W ogélnosci nie ma powodu by oczekiwaé, ze produkt widknisty dwoch wielosciandéw
kratowych jest wieloscianem kratowym w kracie M ¢, X, Ms. Zilustruje to ponizszy przyktad.
Przyktad A.4 Niech Ay = Ay = conv{|0,0,0],[1,1,0],[1,0,1],[0,1,1]} 7 rozwazmy ¥¢; :
R3 — R? bedgce rzutowaniem na dwie pierwsze wspélrzedne. Obliczenia pokazujg, Ze

Ay ¢, %0, Ay = conv{]0,0,0,0,0,0],[1,1,0,1,1,0],[1,0,1,1,0, 1],
1111 11 11

2 2 557530]7[737707777]}'

1,1,0,1,1
[07770 ][ 22 22
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Krata My ¢, X ¢, Ma to podkrata w 78 taka, Ze x1 = Y1 0Taz Ty = Y2, gdzie x1,T2,T3, Y1, Y2, Y3
to wspélrzedne w RS. Jak widaé, produkt wildknisty w tym przypadku ma dodatkowo dwa
wierzcholki spoza kraty.

Pojawia sie naturalne pytanie o to, kiedy produkt wiéknisty bedzie miat wszystkie wierz-
chotki w kracie. Okazuje sie, ze mamy to zapewnione w jednym z interesujacych przypadkow,
o ktérych méwi ponizszy lemat bedacy uogdlnieniem lematu A.3 z [BW06]. Fakt, ze w tym
wypadku produkt widknisty jest wieloScianem kratowym wynika z samego dowodu i jest tre-
Scig uwagi A.7. Wpierw jednak przedstawimy modyfikacje lematu o malym zaburzeniu, ktora
bedzie uzyteczna w nastepnych dowodach.

Lemat A.5 (O malym zaburzeniu, drugi) Niech dane bedg dwa pelnowymiarowe wielo-
sciany kratowe

Q1 =conv(ey,...,e,) CR™ Q= conv(fi,...,fs) CR™

oraz homomorfizmy krat £; : ™ — Z" takie, ze {;(Q;) = Q dla pewnego n-wymiarowego wie-
loscianu kratowego. Niech F' C Q1 ¢, X ¢, Q2 C R" bedzie n-wymiarowym zbiorem domknietym
w produkcie widknistym nad Q. Wowczas jesli x = 377 aje; + 3271 bjf; € R™ nie nalezy
do F' to nie nalezy do F rownieZ dostatecznie male zaburzenie punktu x. W zwigzku z tym
badajgc, czy v € F mozemy zalozyé, Ze wszystkie a; i b; sq réine od zera oraz Ze kazde
dwa podzbiory zbioru wspdlezynnikow {a;} i {b;} majq rézne sumy. Jedyne réuwnosci, ktore sq
niezmienne to te, ktore zapewniajq, ze x € ker(¢1 — £3).

Dowdd: Dowdd przebiega analogicznie, jak dowdd pierwszego lematu o malym zaburzeniu.
Topologie na ker(¢; — ¢2) mamy indukowana z topologii R x R™2.[J

Lemat A.6 Niech Ay C (Mi)r i Ay C (M2)r bedg dwoma simpleksami unimodularnymi.
Rozwazmy dwa homomorfizmy krat €; : M; — ZF takie, Ze ;(A;) = A, gdzie A jest k-
wymiarowym standardowym simpleksem kratowym. Wowczas produkt wioknisty Ay g, X, Ao
ma pokrycie unimodularne wzgledem produktu wtoknistego krat M = My ¢, %o, Mo.

Dowdod: Dowédd przeprowadzimy tylko dla k = 2, jednak tatwo zauwazy¢, ze dowdd ogdlny
polega tylko na staranniejszym wypisywaniu odpowiednich indekséw.
Mozemy zaltozy¢, ze A1 ma wierzchotki

00 00 01 01 10 10
€1 1 Crogr €1 »- 1 Crgys €1 5+ s Crrg
a Ao odpowiednio
00 00 (01 01 (10 10
1 PRI 8007 1 PRI 5017 1 900y 5107

gdzie £1(e}%) = L(f}°) = (0,0), f1(ef") = Lo(f}1) = (0,1) oraz £1(e;°) = L2(f]°) = (1,0) dla
dozwolonych i, j. Zalézmy, ze x € Ay 4, X4, Az przedstawia sie jak ponizej

00 500

T = aOO OO+ aOl 01+ alO 10+ b00f00+ bOlfOl + blOflO’
2 Z Z ]Z; ]Z; jZl )

gdzie a?(]’ 91, 1107[)00 b01 b ZTOO 00+ZT01 a01+zr1o 10— q, ZSOO bg}0+z§0:11 b?l—i-
ijl bj10 =1 oraz dodatkowo Z’Z”Oll z — 25011 ngl Zmo ijl me’ a w konsekwencji
takze S°7% adV = PP b?o. Ostatnie warunki zapewmaj@, ze U1(xz) = lo(x). Zostawiamy te
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same zalozenia dotyczace wspotczynnikow a; i b, co w dowodzie lematu A.2, odwolujac si¢
do drugiego lematu o matym zaburzeniu.

Zapisujemy x = moo + To1 + T10, gdzie zoo = 1% a¥edV + ZSOO bg)ofjoo_ Podobnie w
przypadku xg1 i £19. Dla kazdego z trzech sktadnikow tej sumy przeprowadzamy konstrukcje
analogiczna jak w dowodzie lematu A.2. Na przyktad w przypadku xgg dostajemy przedsta-
wienie za pomoca oo + Soo — 1 sktadnikow takich, ze wszystkie wspotczynniki sg dodatnie i
sumuja sie do .19 a%. Mozemy zapisaé

z =) (el + [0 + Dl + ) + D cije® + £,

gdzie z konstrukeji wynika, ze > 0?2 +3 —1— > c10 =1.
Pozostaje pokazaé, ze tak uzyskane zb1ory Wektorow

(60 190 0 0,06.0) # (L DLAL + 1905l # 01 el 1105l #0)

po odjeciu od nich wektora e{? + fJ° utworza baze dla produktu wiéknistego krat M =
My ¢, %, Ms. Oznaczmy ten zbiér B, to znaczy

B={(e°+ %) = (e + ), (' + 171 — (2 + 1), (e + %) = (e + f1°) = 4, jak wyzej}.

Na mocy zalozenia unimodularnosci mamy, ze zbiér wektoréw zlozony z trzech blokdw

00 00. 01 _ 00 01 00. 10 _ 00 00
{2 — el el) — el et — el . el — el er” — el el — e}
tworzy baze kraty Mi. Mozemy go tatwo zamienié (odejmujac w drugim bloku wektor 9! —e%°,
a w trzecim el — €{%) na réwnowazny ukltad bazowy
00 _ 00.,01 _ _00 01 _ 01 01 _ 01.,10 _ 00 _10_ 10 10
{e30 0 seeyCrog €1 3] — @] €y —€] ,...,Cp —€] ;€] — €] ,6y —€] ..., ,,lo—el }.

Podobnie w przypadku kraty My mozemy pokazaé, ze jest ona minimalnie generowana przez
zbiér

00 00 00 01 01 01 00 10 10 10
{f f . 500 f f1 5 J 2 _fl 501_f1 7f f1 5 J2 _fl g oo 510 fl }

W obu przypadkach wyttuszczonym drukiem wyrézniliémy wektory spoza jadra odpowiednio
{1 i fy. Takie reprezentacje baz obu krat beda wygodne, gdyz teraz mozemy zauwazy¢, ze
krata M = My ¢, %, My = (M x M) Nker(¢; — ¢3) generowana jest przez wektory

{(efl —ekl): i>2}
(= i) 0> 2) oraz
(91 + F1) — (20 + F0), (el + F10) — (&30 4 f0) (A1)

dla wszystkich mozliwych (k,1) € {(0,0), (0,1), (1,0)}. Istotnie. Dwa pierwsze zbiory sa jasne,
bo reprezentujg generatory produktu, ktére lezg w jadrze homomorfizmu krat ¢; — ¢o. Dwa
ostatnie wektory znajduja sie w zbiorze generatoréw gdyz kombinacja

a(ef! —el”) +b(er” — ef) +c(fi" = %) +d(£° = 7°)

lezy w ker(¢1 — ¢3) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ i b = d, a zatem powyzsza kombinacje
mozemy zamieni¢ na

a((ef" + A1) = (20 + 1) +b( (el + A0 — (e + /).
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Wszystkie z wymienionych wektoréw daja sie przedstawi¢ za pomocg wektoréw ze zbioru
B. Zauwazmy wpierw, ze zbiér B generuje ta sama krate co zbior

B ={(e+ f{°) = (ef° + f1°) : (i,4) # (L, 1)} U
u{(ed" + 17" - (°1+f )¢ (i,4) # (L)} U
U{(ei® + f-w) (1°+f ) (4,7) # (1 1)}U

O{(ed + /) = (° + ), (er” + 1%) — (" + 1)}, (A.2)

dla wszystkich (7, j) takich jak w zbiorze B. Oba zbiory sa réwnoliczne, a zatem B jest baza
M wtedy i tylko wtedy, gdy B’ jest baza M. Procedura przejscia od B do B’ jest podobna jak
procedura znajdowania rownowaznych baz dla M; i My, ktéra przedstawiliémy przed chwila.
Zauwazmy teraz, ze w kracie generowanej przez zbior B’ leza wektory {(ef —ebt) . i > 2}
i{( fikl — fFy . i > 2}, co wynika bezposrednio z procedury przedstawionej w dowodzie
lematu A.2 przeprowadzonej dla kazdego z pierwszych sktadnikéw sumy zbioréw w réwnaniu
A.2. Dwa pozostale wektory z bazy kraty M (patrz réwnanie A.1) po prostu leza w B', co
wynika z tego, ze zaréwno 0(1),11 # 0 oraz c%?l =% 0. Réwnoliczno$é zbioru B z bazg kraty M
zapewnia, ze B stanowi minimalny zbiér generatoréw. Wektoréw w bazie kraty M jest

D=+ (su—1+2=> (r+su) — 4,

(kD) (k1) (kD)

2,

czyli tyle samo co wektoréw w zbiorze B. Zapewnia to, ze B w istocie stanowi baze kraty M,
co konczy dowod. [

Uwaga A.7 W ten sposob pokazalismy, Ze istotnie musi istniec pokrycie wieloscianu Ay g%,
Aq simpleksami, ktérych wierzcholki lezg w kracie M i jg generujg, a zatem sq unimodularne.
W szczegolnosci pokazalismy, zZe wierzcholki wieloScianu Aj ¢, Xg, Aa istotnie leig w kracie
M, a zatem jest to wieloScian kratowy.

Whniosek A.8 Niech Q1 C (My)r i Q2 C (Msy)r bedg dwoma wielo$cianami, ktore posia-
dajg pokrycie unimodularne. Rozwazmy dwa homomorfizmy kratowe 0; - M; — ZF takie, Ze
i(Q;) = A, gdzie A jest standardowym k-wymiarowym simpleksem kratowym. Wéwczas pro-

dukt wioknisty Q@ = Q1 ¢, %, Q2 ma pokrycie unimodularne wzgledem produktu wtoknistego
krat M = My ¢,%¢, M.

Dowdd: Produkt widknisty @) ma pokrycie produktami widknistymi simplekséw z pokry¢

Q1 C (M1)r 1 Q2 C (My)r. Na mocy lematu A.6, jezeli pokrycia @1 i Q2 sa unimodularne
odpowiednio wzgledem krat M; i My to (Q ma pokrycie unimodularne wzgledem kraty M .[]
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Dodatek B

Obliczenia

B.1. WieloSciany P; i R3

Wieloécian P, ma 2™ wierzchotkéw postaci

o @@l oel)

1112 1213 intl’
gdzie (i1,...,4,) € {0,1}" wektor el(-f) dla kazdej z n kopii przestrzeni R* (indeksowanych
superskryptem k) jest wektorem jednostkowym tej przestrzeni. Przyjmujemy konwencje
6(()]8) = [17 0,0, 0]’ 6(()];) = [0’ 1,0, 0]7 egl(C)) = [07 0,1, 0]’ 651;) = [0’ 0,0, 1]

dla kazdego k =1,...,n.
Ponizsza tabela zawiera wspélrzedne wieloscianu P3. Kazdy wiersz odpowiada pewnemu
wierzchotkowi (23 = 8).

1000100O01O0O00O0
1000O01O0O0O0O0T1TOPO0
01 00O0O0O1O01O0O00O0
01 00O0O0OO0O1O0O0T10
001 01 0O0O0O0T1QO00O0
001 00100O0O0O0TO0?1
0001 0O01O0O01O00O0
0001 00O01O0O0O0T1,
Wieloscian R,, odpowiadajacy modelowi liniowemu ma 2" wierzchotkéw postaci
Chty ® Clyly © 0 By 0
gdzie (i1,...,1,) € {0,1}" z oznaczeniami jak w przypadku wieloScianu P,,. Z samej konstruk-

cji wierzchotkéw widaé, ze wieloscian R, uzyskamy z P, zapominajac o czterech ostatnich
wspélrzednych (jak pokazaly obliczenia, wymiar wielo$cianu spadnie o jeden). W zwiazku z
tym latwo przedstawié tabele ze wspélrzednymi wierzchotkéw wieloScianu Rs.

10001 00O
10000100
01 00O0O0T10P0
01000O0O0T1
00101000
0010O0T1TO00QO0
00010010
10001000 1|

D
w



B.2. Obliczenia w Polymake

Program Polymake zostal stworzony do obliczen dla wymiernych wielocianow wypuktych.
Obecnie jednak jego funkcjonalnoéci zostala znacznie rozszerzona. Szczegdlowe informacje
mozna znalez¢é na stronie: http://www.math.tu-berlin.de/polymake/.

W naszym przypadku gléwne zadania wykonane za pomoca Polymake to znajdowanie
triangulacji wielo$cianéw kratowych, badanie kombinatoryki tych wieloScianéw (liczba $cian
poszczegdlnych wymiaréw) oraz badanie generatoréw poszczegdlnych stozkéw wachlarzy nor-
malnych. Wigkszos¢ obliczen byta dokonywana dla wielo$cianéw uzyskanych po wlozeniu w
podprzestrzen afiniczng w ktorej byly one juz pelnowymiarowe. Ponizej zamieszczamy wy-
niki kluczowych obliczen dla wieloScianu P, w przypadku n = 3,4. Analiza triangulacji dla
wielodcianéow P, dla n < 7 pod wzgledem unimodularnoéci zostala dokonana przy pomocy
skryptu zamieszczonego w czesci B.3.

Kroétka legenda do wynikéw: Ponizej VERTICES znajduja sie wspolrzedne poszczegdlnych
wierzchotkéw (poprzedzone jedynka), TRIANGULATION to zbiory wierzchotkéw definiujacych
poszczegdlne simpleksy triangulacji (numeracja wierzchotkéw od zera zaleznie od kolejno-
Sci ponizej VERTICES). FACETS to wspélrzedne w przestrzeni dualnej nieréwnosci definiuja-
cych nieréwnosci podpierajace Sciany maksymalnego wymiaru. VERTICES_IN_FACETS to zbio-
ry wierzcholkéw lezacych na poszczegdlnych Scianach maksymalnego wymiaru. F_VECTOR to
wektor, ktérego elementy méwia o liczbie Scian danego wymiaru (od zera do dim P —1), gdzie
pierwszy jego element to liczba wierzcholtkéw, drugi to liczba krawedzi, a ostatni to liczba
Scian maksymalnego wymiaru wielo$cianu P. Ostatecznie F2_VECTOR to macierz incydencji
dla $cian wielo$cianu, gdzie element f;; poza diagonalg oznacza liczbe sasiadujgcych par Scian
wymiaru ¢ i écian wymiaru j. Diagonala to F_VECTOR.

B.2.1. Wieloscian P;

VERTICES FACETS VERTICES_IN_FACETS F_VECTOR
1000000 0000-111 {02346 7} 8 28 56 68 48 16
1000010 00-11001 {013467}
1001000 0000001 {0 12346} F2_VECTOR
1000110 0100000 {012367} 8 56 168 272 240 96
1100000 100-10-1-1 {1 23567} 56 28 168 408 480 240
1100001 1-10-10-10 {1 23456} 168 168 56 272 480 320
1011000 1-1-100-10 {13456 7} 272 408 272 68 240 240
1010101 1-10-1-100 {234567} 240 480 480 240 48 96
010010 -1 {01256 7} 96 240 320 240 96 16
TRIANGULATION 011000 -1 {01235 7}
{0123456 0000100 {01245 6}
{0234567r 0010000 {0123 45}
{0134567F 00-11100 {01456 7}
{0123567F 0001000 {013457}
0000010 {02456 7}
0010-110 {02345 7}
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B.2.2. Wieloscian P,

POINTS

o
o

R R R R R R R RR R B R R R e
OO OO, P, ERL,LEFP,LOOOOOOOo
H P PP O0OO000000O0O0O0OO0o
OO RFR,r P OOO0OO0OO0OOr P, OOOO
PP OO0OO0OO0OO0OO0ORrRrEFPROOOOOOo
O OO 0O, OO0OO0OFr OO0 OO
P OOOFRrR OOOFr OOOKr OO0OOo
OO 0O O0OO0OO0OO0OO0OFrH O, O OO
HFOFRPROR,ROFR,ROOOOOOOOoOOo

FACETS

O O = =
O O O oo
|
-

[y
o

010010 -1

0

1

1
0-1101001
1
000-11100
0

O O O

O Ok OO O

-1
0
0
0-10-1-1
0
1
0

OO OO O0OO0OO0O I OO O OO I
O O O OO

-1110000
-1-10000-10

P OOO0OO0OROORFRRFPLPOORRFPRPREPLOOOOOOOHO

VERTICES_
{0134

-~
(S

WRNRPRNNRNOWR R, DONER R R RNDD -

TN BNNWNWO RN WDANDWNDWO®ON

NWOWWN WA NI WO NNONOTONWD W

[ R I T e o NN N Je N NS Vo o o'

© O O U NN NONOO®

F_VECTOR
16 104 36

F2_VECTOR
16 208 10
208 104 1
1088 1088
2912 4400
4272 8752
3392 8960
1376 4672
256 1152

IN_FACETS

5789 11 12 13 15}
4567911 13 15}

8 9 11 15}

11 12 13 15}

4567 12 13 14 15}

8 12 14 15}

9 13 14 15}

6789 12 13 14 15}
10 12 13 14}

9 10 14}

10 11 12}

10 11 13}

8 9 10 12 13 14}

6 7 8 10 12 14}

10 11 12 13 14 15}
10 11 12 13 14 15}
10 11 12 14 15}
789 10 11}

10 11 13 14 15}
9 10 11 14 15}

9 10 11 12 13}
10 11 12 13 14 15}
10 11 12 13 14 15}
10 11 12 13 14 15}

© 00 © » 0w

0 712 816 520 168 24

88 2912 4272 3392 1376 256
088 4400 8752 8960 4672 1152
360 2912 8768 12240 8480 2816
2912 712 4288 9088 8832 4032
8768 4288 816 3456 5216 3392
12240 9088 3456 520 1568 1568
8480 8832 5216 1568 168 336
2816 4032 3392 1568 336 24
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TRIANGULATION
{01234689 12}
{12345689 12}
{01346789 12}
{13456789 12}
{2345689 10 12}
{3456789 10 12}
{1 235689 10 12}
{1356789 10 12}
{0234689 11 12}
{0346789 1112}
{346789 10 11 12}
{234689 10 11 12}
{345679 10 11 12}
{234569 10 11 12}
{34578910 11 12}
{24569 10 11 12 13}
{1345679 12 13}
{013467 91213}
{1234569 12 13}
{0123469 12 13}
{034679 11 12 13}
{023469 11 12 13}
{234569 11 12 13}
{34567 911 12 13}
{135679 10 12 13}
{1 23569 10 12 13}
{23569 10 11 12 13}
{35679 10 11 12 13}
{12356 10 12 13 14}
{13567 10 12 13 14}
{0123689 12 14}
{0136789 12 14}
{1 3678910 12 14}
{1 23689 10 12 14}
{23689 10 11 12 14}
{36789 10 11 12 14}
{036789 11 12 14}
{0 23689 11 12 14}
{02369 11 12 13 14}
{0 3679 11 12 13 14}
{01 2369 12 13 14}
{01367 912 13 14}
{367 910 11 12 13 14}
{2369 10 11 12 13 14}
{12369 10 12 13 14}
{13679 10 12 13 14}
{156789 10 12 14}
{15679 10 12 13 14}
{02346 11 12 13 15}
{03467 11 12 13 15}
{0 367 11 12 13 14 15}
{0 236 11 12 13 14 15}
{01379 12 13 14 15}
{0 379 11 12 13 14 15}
{03789 11 12 14 15}
{013789 12 14 15}
{013679 13 14 15}
{012369 13 14 15}
{03679 11 13 14 15}
{0 2369 11 13 14 15}
{046789 1112 15}
{04679 11 12 13 15}
{0679 11 12 13 14 15}
{06789 11 12 14 15}



B.3. Uzyteczny skrypt dla Polymake

Zakladamy, ze posiadamy plik, w ktérym Polymake przedstawil triangulacje zadanego wie-
loscianu. W naszych zastosowaniach interesowalo nas, czy unormowana objeto$¢ wszystkich
simplekséw w tej triangulacji wynosi jeden (czy triangulacja jest unimodularna). W Polymake
nie istnieje opcja dzigki, ktorej mozna automatycznie wykonaé to zadanie, a z drugiej strony
sprawdzanie kazdego simpleksu triangulacji osobno staje sie niezwykle uciazliwe.

Ponizszy skrypt zostal stworzony przez Michaela Joswiga, ktéremu autor serdecznie dzie-
kuje za okazana pomoc. Skrypt ten pozwala na automatyczne wyliczenie wszystkich objetosci
simpleksow w triangulacji. Przedstawiamy go tutaj, gdyz nigdzie dotad nie zostal opubliko-
wany.

W pierwszej kolejnosci wpisujemy do pustego pliku:

application ’polytope’;
die "usage: polymake --script triangulation_volumes FILE\n" unless QARGV;

my $p=load($ARGV[0]);
my Q@vertices= Q{$p->VERTICES};

foreach my $this_face (@{$p->TRIANGULATION}) {
my Othis_simplex= $this_face =" /(\d+)/g;
my Othese_vertices= Q@vertices[Q@this_simplex];
my $simplex=new Apps::polytope::RationalPolytope("some simplex",
VERTICES=>\0@these_vertices);
print "The simplex {@this_simplex} has volume ", $simplex->VOLUME, ".\n";
b

Teraz mozemy go zapisa¢ na przyklad pod nazwa triangulation_volumes w katalogu,
w ktéorym Polymake przechowuje skrypty. Niech FILE bedzie plikiem zawierajacym dane
wieloscianu i jego triangulacji. Wpisujac wéwczas komende

polymake --script triangulation_volumes FILE

uzyskujemy na wyjsciu objetos¢ kazdego z simplekséw triangulacji.
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