
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 8: formy ró»niczkowe, funkcje wypukªe.

1. TN -niezmiennicze formy ró»niczkowe i dywizor kanoniczny. Zaªó»my,
»e kraty N i M rangi n maj¡ bazy dualne vi i uj. Przez xi = χui

oznaczamy wspóªrz¦dne na torusie TM = TN a przez ∂xi oznaczamy
odpowiadaj¡ce im ró»niczkowania i pola wektorowe na TM .

(a) Sprawd¹, »e operatory ró»niczkowe xi∂xi : k[T ]→ k[T ] zachowuj¡
gradacj¦ w M . Wywnioskuj z tego, »e odpowiadaj¡ce im pola
wektorowe s¡ niezmiennicze ze wzgl¦du na dziaªanie torusa na
sobie. Policz pole styczne do trajektorii dziaªania 1-parametrowej
podgrupy λv dla v =

∑
i aivi ∈ N .

(b) Poka», »e formy x−1i dxi = dlogxi s¡ TN niezmiennicze i stanowi¡
baz¦ k[T ]-moduªu ró»niczek ΩTN . Czyli mamy izomor�zm mod-
uªów z gradacj¡ w M : ΩTN '

⊕
i dlogxi · k[T ].

(c) We¹my wachlarz Σ1 = {〈0〉, 〈v1〉}. Policz krotno±¢ zera lub
bieguna pola (formy) xi∂xi (odpowiednio dlogxi) na dywizorze
D〈e1〉.

(d) Poka», »e (z dokªadno±ci¡ do staªej) forma dlogx1 ∧ · · · ∧ dlogxn
jest jedyn¡ nigdzie nieznikaj¡c¡ n-form¡ na TN .

(e) Niech Σ b¦dzie dowolnym wachlarzem w N . Poka», »e dywizor
kanoniczny X na rozmaito±ci X = X(Σ) jest równy −

∑
ρDρ,

gdzie suma przebiega wszystkie promienie w Σ.

2. To zadanie nawi¡zuje do zadania 6 z serii 6. Przypomnijmy, »e w
sytuacji i przy oznaczeniach z tego zadania, krata M̂ opisuje funkcje
kawaªkami liniowe i caªkowite na wachlarzu w kracie M , którego
promienie s¡ generowane przez wektory vi. Zakªadamy, »e Σ jest regu-
larny, wówczas baz¡ M̂ s¡ wektory v̂∗i ∈ M̂ odpowiadaj¡cymi funkcjom
na |Σ| przyjmuj¡cym warto±¢ 1 na vi a 0 na pozostaªych vj. Pamietamy,

»e M̂ zawiera funkcje liniowe M wi¦c przez p : M̂ −→ P := M̂/M oz-
naczmy rzutowanie na iloraz (zauwa», »e P nie ma torsji). Zaªó»my
ponadto, »e wachlarz Σ jest zupeªny (cho¢ pewnie wystarczy, »eby jego
no±nik byª wypukªy).

(a) Poka», »e zbiór (rzeczywistych) funkcji w M̂R wypukªych na wach-
larzu Σ stanowi sto»ek wypukªy, którego wierzchoªkiem jest pod-



przestrze« MR. Inaczej mówi¡c: istnieje sci±le wypukªy sto»ek
Nef(Σ) ⊂ PR, taki »e p

−1(Nef(Σ)) zawiera wszystkie (rzeczywiste)
wypukªe kawaªkami liniowe funkcje na Σ.

(b) Poka», »e wn¦trze (absolutne w P ) sto»ka Nef(Σ) odpowiada
funkcjom ±ci±le wypukªym a co za tym idzie na Σ istniej¡ funkcje
±ci±le wypukªe wtedy i tylko wtedy gdy Nef(Σ) jest maksymalnego
wymiaru.

(c) Poka», »e je±li ranga N jest 2 to sto»ek Nef(Σ) jest zawsze maksy-
malnego wymiaru.

(d) Znajd¹ sto»ek Nef(Fa) dla powierzchni Hirzebrucha z zadania 1 z
pi¡tej serii. Dla uªatwienia oznaczmy v1 := e1, v2 := e2, v3 := −e2
oraz v4 := −e1+ae2 i jako baz¦ P we¹my obraz v̂∗1 i v̂

∗
2, czyli funkcji

kawaªkami liniowych przyjmuj¡cych warto±¢ 1 na, odpowiednio, v1
i v2, a 0 na pozostaªych. Jakie relacje musz¡ speªnia¢ liczby s1, s2
by funkcja s1v̂

∗
1 + s2v̂

∗
2 byªa wypukªa?

3. Cofanie funkcji kawaªkami liniowych na wachlarzach: Niech φ :
(N1,Σ1) −→ (N2,Σ2) b¦dzie odwzorowaniem wachlarzy speªniaj¡cych
warunki z powy»szego zadania.

(a) W oznaczeniach z poprzedniego zadania poka», »e cofanie funkcji

de�niuje odwzorowanie liniowe φ∗ : M̂2 −→ M̂1 rozszerzaj¡ce
odwzorowanie sprz¦»one φ∗ : M2 −→ M1 i wobec tego opuszcza
si¦ do odwzorowania liniowego φ∗ : P2 −→ P1.

(b) Poka», »e φ∗(Nef(Σ2)) ⊆ Nef(Σ1).

4. Niech N ' Z3 b¦dzie krat¡ z baz¡ e1, e2, e3, poªó»my równie»
e0 = −(e1 + e2 + e3). Poka», »e w N istnieje wachlarz zupeªny i reg-
ularny, którego promienie s¡ generowane przez ±ei, gdzie i = 0, . . . 3,
taki »e nie ma na nim »adnej funkcji ±ci±le wypukªej. Wskazówka:
www.mimuw.edu.pl/∼jarekw/java/ToricExamples.html

http://www.mimuw.edu.pl/~jarekw/java/ToricExamples.html

