Rozmaitosci toryczne Jesienn 2015/2016
Seria 6: funkcje kawatkami liniowe na wachlarzach i powiazane z nimi odw-
zorowania rozmaitosci torycznych.

Niech ¥ bedzie wachlarzem w N. Ciagtla funkcje ¢ : || — R nazywamy
kawalkami liniowa (wzgledem ) o ile obciecie do kazdego o € X jest funkcja
liniowa. Méwimy ponadto, ze

e ¢ jest calkowita o ile ¢(|X| N N) C Z.

e ¢ jest wypukla o ile dla 1, xq, 3 € |X| takich, ze x1 + x9 = 23 mamy

¢(x3) > ¢(x1) + ¢(22).

e ¢ jest SciSle wypukta o ile dla z; jak wyzej takich, ze ponadto z; € oy
i To € 09 Oraz o; # o1 Moy # 09 Malny ¢(.CL'3) > ¢($1) + ¢<£L‘2)

1. Dla promienia p; € X' niech v; oznacza generator p; N N. Pokaz
nastepujace fakty:

(a) jesli ¥ jest symplicjalny to dla dowolnego wyboru a; € Z istnieje
doktadnie jedna kawalkami liniowa funkcja ¢ na X spetniajaca
warunek Yv; : ¢(v;) = a;;

(b) jesli dodatkowo ¥ jest regularny to taka funkcja jest catkowita.

2. Zalozmy, ze ¢ jest catkowita funkcja kawaltkami liniowa na zupelnym
wachlarzu .

(a) Pokaz, ze dla kazdego stozka o € 3 maksymalnego wymiaru ist-
nieje doktadnie jedno u, € M takie, ze (u,), = ¢|,. Pokaz,
ze wowczas, dla kazdej pary stozkow maksymalnego wymiaru,
funkcja y“s1 "2 jest regularna i odwracalna na U, .

(b) Pokaz, ze w N x Z istnieje doktadnie jeden wachlarz ¥°, ktorego
no$nik jest wykresem funkcji ¢ a rzutowanie N x Z — N indukuje
bijekcje stozkéw w X° i 2.

(c) Pokaz, ze dla dowolnego stozka ¢® € 3° mamy U, ~ U, x C*,
gdzie rzutowanie na U, jest indukowane przez morfizm wachlarzy
d* — X, oraz, w terminach tego izomorfizmu, dla stozkow oy i
09 maksymalnego wymiaru, na U, ,, mamy utozsamienie ¢; =
X1 "2 -ty gdzie t; jest wspolrzednag w C* w produkcie U, x C*.



(d) Wskazowka: Izomorfizm U, ~ U, x C* wyznaczony jest przez
homomorfizm krat N x Z — N x Z zadany wzorem (v,a) —

(v,a — ug(v)).
(e) Czy zalozenie zupetnosci wachlarza ¥ jest istotne (gdzie)?

(f) Czy zalozenie calkowitosci funkeji ¢ jest istotne (gdzie)?

3. W sytuacji poprzedniego zadania, niech ¥ bedzie wachlarzem w N X
Z zawierajacym oprocz stozkow z X° promieni R - (0, 1) oraz stozki
Rzo . (O, 1) +0o° dla o® € X°.

(a) Pokaz, ze mamy odwzorowanie wachlarzy Xt — X takie,

ze wtokna indukowanego odwzorowania rozmaitosci torycznych
X(X1) —» X (X) sa rowne C.

(b) Pokaz, ze powyzsze odwzorowanie indukuje izomorfizm podroz-
maitosci V(Rxq - (0,1)) € X(X7) i rozmaitosci X (3).

(c) Pokaz, ze podobnie jak X1 mozemy zdefiniowa¢ Y7, dodajac do
¥* promiefi Rsq - (0, —1) oraz wachlarz zupelny %% dodajac oba
promienie: R>g - (0,1) i Ry - (0, —1). Znajdz wlokna rzutowania
odpowiadajacych im rozmaitosci torycznych na X ().

4. Zalozmy, ze funkcja —¢ z poprzednich zadan jest Scisle wypukta. Pokaz,
ze wowczas nosnik X7 jest $cisle wypuklym stozkiem, oznaczmy go o,
ktorego brzegiem jest |X°|. Pokaz, ze usuniecie jedynego T- niezmien-
niczego punktu z torycznej rozmaitosci afinicznejU,+ daje rozmaitosc
toryczna X (X°).

5. W kracie N generowanej przez wektory ey, ...,e, rozpatrzmy wach-
larz Yp przestrzeni rzutowej P" z promieniami generowanymi przez
€1,...,6, Oraz eg = —(e; + -+ + e,). Dla a € Z definiujemy

¢q : Nr — R, funkcje kawaltkami liniowg na wachlarzu Yp taka, ze
dlai=1,...,n mamy ¢.(e;) =0, oraz ¢,(eg) = —a.

(a) Pokaz, ze kazda funkcja ¢ : Ng — R catkowita i kawatkami liniowa
na Xp jest postaci u + ¢, dla pewnego a € Ziu € M.

(b) Niech 3¢, X1 beda wachlarzami w N x Z zdefiniowanymi jak w
zadaniach 2 i 3 dla funkcji ¢,. Pokaz, ze X (X°,) ~ C"*1\ {0},
X(X7) = P\ {x}, gdzie * oznacza punkt, natomiast X (XT))
jest rozdmuchaniem C"+!



(c)

Niech t, oznacza lokalng wspoélrzedna we witoknie rzutowania
X(32) — P, jak w zadaniu 2c. Pokaz, ze dla a # 0 mnoze-
nie przez a drugiej wspotrzednej w produkcie N x Z indukuje
morfizm wachlarzy 7 — X2, zgodny z rzutowaniem na N,
natomiast w lokalnych wspoétrzednych indukowane opdwzorowanie
X(233) — X(X2) podnosi wspolrzedne ¢ do a-tej poltegi, to jest
b > b, = to.

Przy oznaczeniach zadania 4 pokaz, ze dla a < 0 rozmaitos¢ U, +
jest ilorazem C"! przy dzialaniu diagonalnym cyklicznej grupy
multiplikatywnej pierwiastkéw a-tego stopnia z jednosci: C* x
C"1 3 (€4,v) > €, - v € CMHL

6. Niech X bedzie wachlarzem regularnym w kracie N; niekoniecznie musi
by¢ to wachlarz zupelny ale zaktadamy, ze jego nosnik 3| jest wypukty.
Niech ¢, 9 : |¥| — R beda funkcjami catkowitymi na ¥, dla ktorych
mozemy skonstruowac wachlarze 3 i X33, (oraz inne) jak powyzej.

(a)

(c)
(d)

Pokaz, ze rozmaitosci toryczne X (¥3) i X(X3) sa (torycznie)
izomorficzne nad X (X) (to jest istnieje izomorfizm zgodny z rzu-
towaniem na X (X)) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ — ¢ jest funkcja
liniowa na N, czyli nalezy do M.

Wezmy zbiér promieni X!, dla kazdego p; € X! niech v; oznacza
generator N M p;. Niech N bedzie wolng grupa abelowa @y Z - 0
z odwzorowaniem 7 : N — N taki, ze m(¢;) = v;. Pokaz, ze
M=H omz(N,Z) to grupa catkowitych odwzorowari liniowych na
S} natomiast odwzorowanie dualne 7* : M — M jest naturalnym
wlozeniem funkcji liniowych. Zauwaz, ze kontrukcja M zalezy
wylacznie od 1.

Znajdz warunek na to by funkcje z M byty wypuktle na |X|.
Znajdz warunek na to by funkcje z M byly $cisle wypukle na |X|.



