
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 6: funkcje kawaªkami liniowe na wachlarzach i powi¡zane z nimi odw-
zorowania rozmaito±ci torycznych.

Niech Σ b¦dzie wachlarzem w N . Ci¡gª¡ funkcj¦ φ : |Σ| → R nazywamy
kawaªkami liniow¡ (wzgl¦dem Σ) o ile obci¦cie do ka»dego σ ∈ Σ jest funkcj¡
liniow¡. Mówimy ponadto, »e

• φ jest caªkowita o ile φ(|Σ| ∩N) ⊆ Z.

• φ jest wypukªa o ile dla x1, x2, x3 ∈ |Σ| takich, »e x1 + x2 = x3 mamy
φ(x3) ≥ φ(x1) + φ(x2).

• φ jest ±ci±le wypukªa o ile dla xi jak wy»ej takich, »e ponadto x1 ∈ σ1

i x2 ∈ σ2 oraz σ1 6= σ1 ∩ σ2 6= σ2 mamy φ(x3) > φ(x1) + φ(x2).

1. Dla promienia ρi ∈ Σ1 niech vi oznacza generator ρi ∩ N . Poka»
nast¦pujace fakty:

(a) je±li Σ jest symplicjalny to dla dowolnego wyboru ai ∈ Z istnieje
dokªadnie jedna kawaªkami liniowa funkcja φ na Σ speªniaj¡ca
warunek ∀vi : φ(vi) = ai;

(b) je±li dodatkowo Σ jest regularny to taka funkcja jest caªkowita.

2. Zaªó»my, »e φ jest caªkowit¡ funkcj¡ kawaªkami liniow¡ na zupeªnym
wachlarzu Σ.

(a) Poka», »e dla ka»dego sto»ka σ ∈ Σ maksymalnego wymiaru ist-
nieje dokªadnie jedno uσ ∈ M takie, »e (uσ)|σ = φ|σ. Poka»,
»e wówczas, dla ka»dej pary sto»ków maksymalnego wymiaru,
funkcja χuσ1−uσ2 jest regularna i odwracalna na Uσ1∩σ2 .

(b) Poka», »e w N × Z istnieje dokªadnie jeden wachlarz Σ•, którego
no±nik jest wykresem funkcji φ a rzutowanie N×Z→ N indukuje
bijekcje sto»ków w Σ• i Σ.

(c) Poka», »e dla dowolnego sto»ka σ• ∈ Σ• mamy Uσ• ' Uσ × C∗,
gdzie rzutowanie na Uσ jest indukowane przez mor�zm wachlarzy
Σ• → Σ, oraz, w terminach tego izomor�zmu, dla sto»ków σ1 i
σ2 maksymalnego wymiaru, na Uσ1∩σ2 mamy uto»samienie t1 =
χuσ1−uσ2 · t2, gdzie ti jest wspóªrz¦dn¡ w C∗ w produkcie Uσi×C∗.



(d) Wskazówka: Izomor�zm Uσ• ' Uσ × C∗ wyznaczony jest przez
homomor�zm krat N × Z → N × Z zadany wzorem (v, a) 7→
(v, a− uσ(v)).

(e) Czy zaªo»enie zupeªno±ci wachlarza Σ jest istotne (gdzie)?

(f) Czy zaªo»enie caªkowito±ci funkcji φ jest istotne (gdzie)?

3. W sytuacji poprzedniego zadania, niech Σ+ b¦dzie wachlarzem w N ×
Z zawieraj¡cym oprócz sto»ków z Σ• promie« R≥0 · (0, 1) oraz sto»ki
R≥0 · (0, 1) + σ• dla σ• ∈ Σ•.

(a) Poka», »e mamy odwzorowanie wachlarzy Σ+ → Σ takie,
»e wªókna indukowanego odwzorowania rozmaito±ci torycznych
X(Σ+)→ X(Σ) sa równe C.

(b) Poka», »e powy»sze odwzorowanie indukuje izomor�zm podroz-
maito±ci V (R≥0 · (0, 1)) ⊂ X(Σ+) i rozmaito±ci X(Σ).

(c) Poka», »e podobnie jak Σ+ mo»emy zde�niowa¢ Σ−, dodaj¡c do
Σ• promie« R≥0 · (0,−1) oraz wachlarz zupeªny Σ± dodaj¡c oba
promienie: R≥0 · (0, 1) i R≥0 · (0,−1). Znajd¹ wªókna rzutowania
odpowiadaj¡cych im rozmaito±ci torycznych na X(Σ).

4. Zaªó»my, »e funkcja−φ z poprzednich zada« jest ±ci±le wypukªa. Poka»,
»e wówczas no±nik Σ+ jest ±ci±le wypukªym sto»kiem, oznaczmy go σ+,
którego brzegiem jest |Σ•|. Poka», »e usuni¦cie jedynego T- niezmien-
niczego punktu z torycznej rozmaito±ci a�nicznejUσ+ daje rozmaito±¢
toryczn¡ X(Σ•).

5. W kracie N generowanej przez wektory e1, . . . , en rozpatrzmy wach-
larz ΣP przestrzeni rzutowej Pn z promieniami generowanymi przez
e1, . . . , en oraz e0 = −(e1 + · · · + en). Dla a ∈ Z de�niujemy
φa : NR → R, funkcj¦ kawaªkami liniow¡ na wachlarzu ΣP tak¡, »e
dla i = 1, . . . , n mamy φa(ei) = 0, oraz φa(e0) = −a.

(a) Poka», »e ka»da funkcja φ : NR → R caªkowita i kawaªkami liniowa
na ΣP jest postaci u+ φa dla pewnego a ∈ Z i u ∈M .

(b) Niech Σ•a, Σ+
a b¦d¡ wachlarzami w N × Z zde�niowanymi jak w

zadaniach 2 i 3 dla funkcji φa. Poka», »e X(Σ•−1) ' Cn+1 \ {0},
X(Σ+

1 ) ' Pn+1 \ {∗}, gdzie ∗ oznacza punkt, natomiast X(Σ+
−1)

jest rozdmuchaniem Cn+1



(c) Niech ta oznacza lokaln¡ wspóªrz¦dna we wªóknie rzutowania
X(Σ•a) → Pn, jak w zadaniu 2c. Poka», »e dla a 6= 0 mno»e-
nie przez a drugiej wspóªrz¦dnej w produkcie N × Z indukuje
mor�zm wachlarzy Σ•1 → Σ•a, zgodny z rzutowaniem na N ,
natomiast w lokalnych wspóªrz¦dnych indukowane opdwzorowanie
X(Σ•1) → X(Σ•a) podnosi wspóªrz¦dne t do a-tej polt¦gi, to jest
t1 7→ ta = ta1.

(d) Przy oznaczeniach zadania 4 poka», »e dla a < 0 rozmaito±¢ Uσ+
a

jest ilorazem Cn+1 przy dziaªaniu diagonalnym cyklicznej grupy
multiplikatywnej pierwiastków a-tego stopnia z jedno±ci: C∗ ×
Cn+1 3 (εa, v) 7→ εa · v ∈ Cn+1.

6. Niech Σ b¦dzie wachlarzem regularnym w kracie N ; niekoniecznie musi
by¢ to wachlarz zupeªny ale zakªadamy, »e jego no±nik |Σ| jest wypukªy.
Niech φ, ψ : |Σ| → R b¦d¡ funkcjami caªkowitymi na Σ, dla których
mo»emy skonstruowa¢ wachlarze Σ•φ i Σ•ψ (oraz inne) jak powy»ej.

(a) Poka», »e rozmaito±ci toryczne X(Σ•φ) i X(Σ•ψ) s¡ (torycznie)
izomor�czne nad X(Σ) (to jest istnieje izomor�zm zgodny z rzu-
towaniem na X(Σ)) wtedy i tylko wtedy, gdy φ − ψ jest funkcj¡
liniow¡ na N , czyli nale»y do M .

(b) We¹my zbiór promieni Σ1, dla ka»dego ρi ∈ Σ1 niech vi oznacza

generator N ∩ ρi. Niech N̂ b¦dzie woln¡ grup¡ abelow¡
⊕

Σ1 Z · v̂i
z odwzorowaniem π : N̂ → N taki, »e π(v̂i) = vi. Poka», »e

M̂ = HomZ(N̂ ,Z) to grupa caªkowitych odwzorowa« liniowych na

Σ natomiast odwzorowanie dualne π∗ : M → M̂ jest naturalnym
wªo»eniem funkcji liniowych. Zauwa», »e kontrukcja M̂ zale»y
wyª¡cznie od Σ1.

(c) Znajd¹ warunek na to by funkcje z M̂ byªy wypukªe na |Σ|.

(d) Znajd¹ warunek na to by funkcje z M̂ byªy ±ci±le wypukªe na |Σ|.


