Rozmaitosci toryczne Jesienn 2015/2016
Seria 5: wachlarze i orbity dzialania torusa.

Wachlarz 3 w kracie N jest zupelny jesli jego nosnik || jest rowny Ng.
Stozek ¢ wymiaru r nazywamy symplicjalnym jesli jest generowany przez r
wektorow. Jesli dodatkowo generatory o mozna uzupetni¢ do Z-bazy kraty N
to stozek jest regularny. Wachlarz ¥ nazywamy symplicjalnym /regularnym
jesli kazdy stozek w X jest symplicjalny /regularny.

1. Regularne i zupelne powierzchnie toryczne. Niech N bedzie krata gen-
erowana przez e; i e;. Powierzchnia Hirzebrucha F,, gdzie a > 0, ma
wachlarz zupelny, ktoérego promienie sg generowane przez e, €s, —es
oraz —ej + aes.

(a) Pokaz, 7e kazda zupelna i regularna (tj. majaca wachlarz zupehy i
regularny) powierzchnia toryczna, ktorej wachlarz ma 3 promienie
jest izomorficzna z IP?, jesli natomiast jej wachlarz ma 4 promienie
to jest izomorficzna z pewna powierzchnig Hirzebrucha.

(b) Pokaz, ze jesli zupelna i regularna powierzchnia ma wachlarz,
ktory ma wiecej niz 4 promienie, to powstata ona z rozdmuchania
(zob. zadanie 9 serii 4) powierzchni torycznej, ktorej wachlarz ma
mniej promieni.

2. Niech ¥ bedzie wachlarzem w kracie N. Niech |X|Y C Mg oznacza
zbiér 1-form na N, ktore sa nieujemne na |X|, natomiast niech My
oznacza podkrate w M rozpigta przez |XY|. Wlozenie My — M daje
suriekcje 7 : N — Ny

(a) Niech o oznacza stozek w (Njy|)r dualny do |X]Y C (M|g))r (za-
uwaz, ze |X|Y jest stozkiem). Pokaz, ze m(|X]) = 0 i wobec tego
mamy odwzorowanie wachlarzy 7 : (N, X) — (N, 2(0)).

(b) Pokaz, ze odwzorowanie rozmaitosci X () : X(X) — X (3(7))
jest suriektywne i jesli nosnik |X| jest wypukly to jest wlasciwe
(wlasciwosé oznacza, ze przeciwobraz kazdego punktu w o jest
zawarty w nosniku ).

(c) Pokaz, ze odwzorowanie X (7) ma nastepujaca wlasno$¢ uniwer-
salna: dowolne (!) odwzorowanie (algebraiczne) X — C” fakto-
ryzuje sie przez X (7). (Skorzystaj z tego, ze funkcje na X (X) sa



kombinacjami liniowymi charakterow i zobacz, ktore charaktery z
M rozszerzaja sie do funkcji regularnych X (3) — C.)

3. Niech X bedzie wachlarzem w Ng, gdzie N jest kratg rangi n. Dla
o € ¥ przez U, C X(X) oznaczamy podzbior otwarty odpowiadajacy
algebrze Clo¥ N M| natomiast przez O(c) C X (X) oznaczamy podzbior
U, zdefiniowany przez T y-niezmienniczy ideat q, = (x*:u € o¥\ob) <
Clo¥ N M].

(a) Pokaz, ze O(c) = (C*)" 4, gdzie d to wymiar o, a Ty = N ® C*
dziala na O(o) z grupa izotropii rowna N, ® C*, gdzie N, =
NnN(o+ (—0))

(b) Dla z € X(X) niech o bedzie najmniejszym stozkiem w X (w
sensie <) takim, ze U, > . Pokaz, ze z € O(0).

(c) Wskazowka do poprzedniego punktu: wez najwiekszy T-nie-
zmienniczy ideal w Clo¥ N M] zawierajacy funkcje znikajace w
z. O ile nie jest on rowny q, to istnieje u € (0¥ \ o) N M takie,
7e x*(x) # 0. Pokaz, 7e o Nut € ¥ oraz & € U,y

(d) Z poprzednich punktéow wywnioskuj, ze X (3) = | |, o5, O(0).
4. Domkniecie orbity O(o) w X (X) bedziemy oznaczaé V(o).

(a) Pokaz, ze V(o) C U, -, Us-

(b) Pokaz, ze V(o) =, ., O(7).

(c) Pokaz, ze domkniecie kazdej 1-wymiarowej orbity w X (X) jest
rowne C* albo C, albo P¢.



