
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 5: wachlarze i orbity dziaªania torusa.

Wachlarz Σ w kracie N jest zupeªny je±li jego no±nik |Σ| jest równy NR.
Sto»ek σ wymiaru r nazywamy symplicjalnym je±li jest generowany przez r
wektorów. Je±li dodatkowo generatory σ mo»na uzupeªni¢ do Z-bazy kraty N
to sto»ek jest regularny. Wachlarz Σ nazywamy symplicjalnym/regularnym
je±li ka»dy sto»ek w Σ jest symplicjalny/regularny.

1. Regularne i zupeªne powierzchnie toryczne. Niech N b¦dzie krat¡ gen-
erowan¡ przez e1 i e2. Powierzchnia Hirzebrucha Fa, gdzie a ≥ 0, ma
wachlarz zupeªny, którego promienie s¡ generowane przez e1, e2, −e2

oraz −e1 + ae2.

(a) Poka», »e ka»da zupeªna i regularna (tj. maj¡ca wachlarz zupeªny i
regularny) powierzchnia toryczna, której wachlarz ma 3 promienie
jest izomor�czna z P2, je±li natomiast jej wachlarz ma 4 promienie
to jest izomor�czna z pewn¡ powierzchni¡ Hirzebrucha.

(b) Poka», »e je±li zupeªna i regularna powierzchnia ma wachlarz,
który ma wi¦cej ni» 4 promienie, to powstaªa ona z rozdmuchania
(zob. zadanie 9 serii 4) powierzchni torycznej, której wachlarz ma
mniej promieni.

2. Niech Σ bedzie wachlarzem w kracie N . Niech |Σ|∨ ⊆ MR oznacza
zbiór 1-form na N , które s¡ nieujemne na |Σ|, natomiast niech M|Σ|
oznacza podkrat¦ w M rozpi¦t¡ przez |Σ∨|. Wªo»enie M|Σ| ↪→M daje
suriekcje π : N −→ N|Σ|.

(a) Niech σ̂ oznacza sto»ek w (N|Σ|)R dualny do |Σ|∨ ⊆ (M|Σ|)R (za-
uwa», »e |Σ|∨ jest sto»kiem). Poka», »e π(|Σ|) = σ̂ i wobec tego
mamy odwzorowanie wachlarzy π : (N,Σ) −→ (N|Σ|,Σ(σ̂)).

(b) Poka», »e odwzorowanie rozmaito±ci X(π) : X(Σ) −→ X(Σ(π̂))
jest suriektywne i je±li no±nik |Σ| jest wypukªy to jest wªa±ciwe
(wªa±ciwo±¢ oznacza, »e przeciwobraz ka»dego punktu w σ̂ jest
zawarty w no±niku Σ).

(c) Poka», ze odwzorowanie X(π) ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ uniwer-
saln¡: dowolne (!) odwzorowanie (algebraiczne) X −→ Cr fakto-
ryzuje si¦ przez X(π). (Skorzystaj z tego, »e funkcje na X(Σ) s¡



kombinacjami liniowymi charakterów i zobacz, które charaktery z
M rozszerzaj¡ si¦ do funkcji regularnych X(Σ)→ C.)

3. Niech Σ b¦dzie wachlarzem w NR, gdzie N jest krat¡ rangi n. Dla
σ ∈ Σ przez Uσ ⊆ X(Σ) oznaczamy podzbiór otwarty odpowiadaj¡cy
algebrze C[σ∨∩M ] natomiast przez O(σ) ⊂ X(Σ) oznaczamy podzbiór
Uσ zde�niowany przez TN -niezmienniczy ideaª qσ = (χu : u ∈ σ∨\σ⊥) /
C[σ∨ ∩M ].

(a) Poka», »e O(σ) = (C∗)n−d, gdzie d to wymiar σ, a TN = N ⊗ C∗
dziaªa na O(σ) z grup¡ izotropii równ¡ Nσ ⊗ C∗, gdzie Nσ =
N ∩ (σ + (−σ))

(b) Dla x ∈ X(Σ) niech σ b¦dzie najmniejszym sto»kiem w Σ (w
sensie �) takim, »e Uσ 3 x. Poka», »e x ∈ O(σ).

(c) Wskazówka do poprzedniego punktu: we¹ najwi¦kszy T-nie-
zmienniczy ideaª w C[σ∨ ∩ M ] zawieraj¡cy funkcje znikaj¡ce w
x. O ile nie jest on równy qσ to istnieje u ∈ (σ∨ \ σ⊥) ∩M takie,
»e χu(x) 6= 0. Poka», »e σ ∩ u⊥ ∈ Σ oraz x ∈ Uσ∩u⊥ .

(d) Z poprzednich punktów wywnioskuj, »e X(Σ) =
⊔
σ∈Σ O(σ).

4. Domkni¦cie orbity O(σ) w X(Σ) b¦dziemy oznacza¢ V (σ).

(a) Poka», »e V (σ) ⊆
⋃
τ�σ Uτ .

(b) Poka», »e V (σ) =
⋃
τ�σO(τ).

(c) Poka», »e domkni¦cie ka»dej 1-wymiarowej orbity w X(Σ) jest
równe C∗ albo C, albo P1

C.


