Rozmaitosci toryczne Jesienn 2015/2016
Seria 4: wachlarze i rozmaitosci.

Rozmaitosci sa zdefiniowane nad k& = C. Wachlarze w kracie N (lub
w przestrzeni Ng) oznaczane sa duzymi literami X, A itd, a stozki matymi
o, 0, T itd. Wszystkie stozki w N sa scisle wypukte. Rozmaitosé toryczna
odpowiadajaca wachlarzowi ¥ oznaczamy X (X). Nosnik wachlarze |X| to
suma teoriomnogosciowa jego stozkow: [X| = J, 5 0.

1.

Wachlarz stozka, szkielet wachlarza. Majac dany stozek o przeporzad-
kowujemy jemu wachlarz sktadajacy sie z jego $cian. Sprawdz, ze al-
gebra funkcji globalnych na X (3) jest rowna k[M N oY]. Majac dany
wachlarz Y jego r-ty szkielet »" sktada sie ze stozkéow w X, ktorych
wymiar jest < r. Pokaz, ze jest to wachlarz.

. Niech 7 < ¢ bedzie $ciang wymiaru r. W stozku ¢¥ odpowiada mu

§ciana 7* < ¢¥ kowymiaru r sktadajaca sie z tych elementow, ktore sg
prostopadle (w sensie evaluacji) do Sciany 7. Definiujemy jednorodny
ideal I, < k[M N oV] jako k-podprzestrzen liniowa rozpieta na charak-
terach x" : u € (o' \7*)N M. Sprawdz, ze ideal I, definiuje domknieta
Th-niezmienniczg podrozmaito$¢ rozmaitosci V,, ktora jest sktadowsq
roznicy X (2(0)") \ X(X(o)" ).

Niech ¥ bedzie wachlarzem w N, natomiast Y’ wachlarzem w N’.
Zdefiniuj wachlarz produktowy w N x N’ i sprawdz, ze X (X x ¥') ~
X(2) x X(X).

. Zalozmy, ze ¥ jest wachlarzem w Ng takim, ze uwypuklenie (otoczka

wypukla) jego nosnika |X| to cala przestrzenn Ng. Pokaz, ze jedyne
globalne funkcje regularne na X (X) to funkcje stale.

Najprostszy wachlarz zupelny. Pokaz, ze rozmaitosé¢ toryczna defi-
niowana przez wachlarz {R-e, R-(—e), {0}} w N = Z - e jest sfera
CP!. W szczegolnosci pokaz jak sklejanie dwoch egzemplarzy C ze
wspohrzednymi z; 1 2z za pomoca relacji z = 1/2z; mozna zinterpre-
towaé jako zmiane wspotrzednych przy rzucie stereograficznym sfery.

Przestrzen rzutowa. Niech N bedzie krata rangi n z baza e, ..., en;
ponadto ktadziemy ey = —(e; + - -+ + €,).



(a) Pokaz, ze istnieje dokladnie jeden wachlarz zupelny ¥ w N,
ktorego promienie (stozki wymiaru 1) sa generowane przez
€0, €1,--.,6,. Rozmaitos¢ X (X)) bedziemy nazywaé przestrzenia
rzutowa wymiaru n i oznaczac¢ P¢ lub P".

(b) Przyjmujac x; = x%, gdzie €},..., e’ jest baza w M dualng do
€1, ... ,en, pokaz toryczne afiniczne pokrycie X () sktadajace sie
z n + 1 kopii C" i znajdz wpolrzedne kazdego z tych zbiorow w
terminach z;.

7. Niech N bedzie krata z baza é, é1, . . . , é,. Niech o& = > Rs¢-¢; bedzie
“dodatnim” stozkiem w Ng i wezmy jego n-ty szkielet ¥ = X(o™)".
Niech (N, Y) bedzie wachlarzem z zadania poprzedniego.

(a) Pokaz, 7e rozmaitosé X () jest izomorficzna z C™+1\ {0} ze stan-
dardowym dziataniem (C*)"*1,

(b) Pokaz, ze homomorfizm N —» N taki, ze é; — e; rozszerza sie do
bijektywnego odwzorowania wachlarzy (N,¥) — (N, X).

(c) Pokaz, ze powyzsze odwzorowanie wachlarzy zadaje odwzorowanie
rozmaitosci torycznych, ktorego wiokna (przeciwobrazy punktow)
sg liniami przechodzgcymi przez 0 w C*1,

(d) Pokaz, ze P" jest zbiorem orbit dzialania na C"™'\ {0} 1-
parametrowej podgrupy Ae,i..te, : C* — C"L.

8. Wazona przestrzeri rzutowa. Niech (N,3) bedzie jak w zadaniu
poprzednim. Wezmy ciag dodatnich liczb catkowitych (ag, ay,...,a,)
i zdefiniujmy krate N w przestrzeni ilorazowej Ny = ]\AfR/(R > aié;),
ktora jest obrazem N przy odwzorowaniu ilorazowym N> N ; obrazy
€; oznaczmy przez e;, czyli é; — e;.

(a) Pokaz, ze istnieje doktadnie jeden zupelny wachlarz ¥ w N w
ktorym promienie sa generowane przez e;, rozmaitos¢ X (X) w tym
przypadku nazywamy przestrzenia rzutowa z wagami (ag, . . ., a,)
i oznaczamy P(ag, ..., a,).

(b) Opisz wtokna odwzorowania C"™' \ {0} —
dukowanego przez odwzorowanie wachlarzy (N,

(ag,...,a,) in-

P
5) — (N, D).



(c) Pokaz, ze dla kazdego catkowitego k > 0 mamy P(ao,...,a,) =
P(kaog, ..., kay,); jak zinterpretowaé te rownos¢ w terminach odw-
zorowania z C"™1\ {0}?

(d) Zalozmy, ze ao,...,a, nie maja wspolnego dzielnika i ponadto
niech d bedzie wspélnym dzielnikiem ay,...,a,. Pokaz, ze
P(ag, a1, ..., a,) = Plag,a1/d, ..., a,/d).

9. Niech 07 = Y Ryq - ¢; bedzie “dodatnim” stozkiem w w kracie N z
baza ey, ...,e,. Niech ¥ = ¥(0™) bedzie wachlarzem sktadajacym sie
ze Scian oF. Rozpatrzmy podzial barycentryczny o™ wezmy eq = e; +
-+ -+ e, 1 rozpatrzmy wachlarz 3, o nosniku rownym o, ktorego stozki
maksymalnego wymiaru sa postaci o; = Z#i Rsg-e;,dlat=1,...,n.

(a) Przyjmujac z; = %, gdzie €},..., e’ jest baza w M dualng do
€1,...,en, pokaz toryczne afiniczne pokrycie X (X)) sktadajace sie
z n kopii C" i znajdz wpolrzedne kazdego z tych zbioréw w ter-

minach z;.

(b) Zapisz odwzorowanie X (¥) — X (X) w terminach wspotrzednych
x; 1 znajdz jego wlokna: pokaz ze nad C"\ {0} jest to izomorfizm
a wlokno nad 0 jest izomorficzne z P 1.



