
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 4: wachlarze i rozmaito±ci.

Rozmaito±ci s¡ zde�niowane nad k = C. Wachlarze w kracie N (lub
w przestrzeni NR) oznaczane s¡ du»ymi literami Σ, ∆ itd, a sto»ki maªymi
σ, δ, τ itd. Wszystkie sto»ki w N s¡ sci±le wypukªe. Rozmaito±¢ toryczn¡
odpowiadaj¡c¡ wachlarzowi Σ oznaczamy X(Σ). No±nik wachlarze |Σ| to
suma teoriomnogo±ciowa jego sto»ków: |Σ| =

⋃
σ∈Σ σ.

1. Wachlarz sto»ka, szkielet wachlarza. Maj¡c dany sto»ek σ przeporz¡d-
kowujemy jemu wachlarz skªadaj¡cy si¦ z jego ±cian. Sprawd¹, »e al-
gebra funkcji globalnych na X(Σ) jest równa k[M ∩ σ∨]. Maj¡c dany
wachlarz Σ jego r-ty szkielet Σr skªada si¦ ze sto»ków w Σ, których
wymiar jest ≤ r. Poka», »e jest to wachlarz.

2. Niech τ ≺ σ b¦dzie ±cian¡ wymiaru r. W sto»ku σ∨ odpowiada mu
±ciana τ ∗ ≺ σ∨ kowymiaru r skªadaj¡ca si¦ z tych elementów, które s¡
prostopadªe (w sensie evaluacji) do ±ciany τ . De�niujemy jednorodny
ideaª Iτ / k[M ∩ σ∨] jako k-podprzestrze« liniow¡ rozpi¦t¡ na charak-
terach χu : u ∈ (σ∨ \ τ ∗)∩M . Sprawd¹, »e ideaª Iτ de�niuje domkni¦t¡
TM -niezmiennicz¡ podrozmaito±¢ rozmaito±ci Vσ, która jest skªadow¡
ró»nicy X(Σ(σ)r) \X(Σ(σ)r−1).

3. Niech Σ b¦dzie wachlarzem w N , natomiast Σ′ wachlarzem w N ′.
Zde�niuj wachlarz produktowy w N × N ′ i sprawd¹, »e X(Σ × Σ′) '
X(Σ)×X(Σ′).

4. Zaªó»my, »e Σ jest wachlarzem w NR takim, »e uwypuklenie (otoczka
wypukªa) jego no±nika |Σ| to caªa przestrze« NR. Poka», »e jedyne
globalne funkcje regularne na X(Σ) to funkcje staªe.

5. Najprostszy wachlarz zupeªny. Poka», »e rozmaito±¢ toryczna de�-
niowana przez wachlarz {R · e, R · (−e), {0}} w N = Z · e jest sfer¡
CP1. W szczególno±ci poka» jak sklejanie dwóch egzemplarzy C ze
wspóªrz¦dnymi z1 i z2 za pomoc¡ relacji z2 = 1/z1 mo»na zinterpre-
towa¢ jako zmian¦ wspóªrz¦dnych przy rzucie stereogra�cznym sfery.

6. Przestrze« rzutowa. Niech N b¦dzie krat¡ rangi n z baz¡ e1, . . . , en;
ponadto kªadziemy e0 = −(e1 + · · ·+ en).



(a) Poka», »e istnieje dokªadnie jeden wachlarz zupeªny Σ w N ,
którego promienie (sto»ki wymiaru 1) s¡ generowane przez
e0, e1, . . . , en. Rozmaito±¢ X(Σ) b¦dziemy nazywa¢ przestrzeni¡
rzutow¡ wymiaru n i oznacza¢ PnC lub Pn.

(b) Przyjmuj¡c xi = χe
∗
i , gdzie e∗1, . . . , e

∗
n jest baz¡ w M dualn¡ do

e1, . . . , en, poka» toryczne a�niczne pokrycie X(Σ) skªadaj¡ce si¦
z n + 1 kopii Cn i znajd¹ wpóªrz¦dne ka»dego z tych zbiorów w
terminach xi.

7. Niech N̂ b¦dzie krat¡ z baz¡ ê0, ê1, . . . , ên. Niech σ+ =
∑

R≥0 ·êi b¦dzie
�dodatnim� sto»kiem w N̂R i we¹my jego n-ty szkielet Σ̂ = Σ(σ+)n.
Niech (N,Σ) b¦dzie wachlarzem z zadania poprzedniego.

(a) Poka», »e rozmaito±¢ X(Σ̂) jest izomor�czna z Cn+1 \ {0} ze stan-
dardowym dziaªaniem (C∗)n+1.

(b) Poka», »e homomor�zm N̂ −→ N taki, »e êi 7→ ei rozszerza si¦ do

bijektywnego odwzorowania wachlarzy (N̂ , Σ̂) −→ (N,Σ).

(c) Poka», »e powy»sze odwzorowanie wachlarzy zadaje odwzorowanie
rozmaito±ci torycznych, którego wªókna (przeciwobrazy punktów)
s¡ liniami przechodz¡cymi przez 0 w Cn+1.

(d) Poka», »e Pn jest zbiorem orbit dziaªania na Cn+1 \ {0} 1-
parametrowej podgrupy λe0+···+en : C∗ → Cn+1.

8. Wa»ona przestrze« rzutowa. Niech (N̂ , Σ̂) b¦dzie jak w zadaniu
poprzednim. We¹my ci¡g dodatnich liczb caªkowitych (a0, a1, . . . , an)

i zde�niujmy krat¦ N w przestrzeni ilorazowej NR = N̂R/(R ·
∑
aiêi),

która jest obrazem N̂ przy odwzorowaniu ilorazowym N̂ → N ; obrazy
êi oznaczmy przez ei, czyli êi 7→ ei.

(a) Poka», »e istnieje dokªadnie jeden zupeªny wachlarz Σ w N w
którym promienie sa generowane przez ei, rozmaito±¢ X(Σ) w tym
przypadku nazywamy przestrzeni¡ rzutow¡ z wagami (a0, . . . , an)
i oznaczamy P(a0, . . . , an).

(b) Opisz wªókna odwzorowania Cn+1 \ {0} → P(a0, . . . , an) in-

dukowanego przez odwzorowanie wachlarzy (N̂ , Σ̂) −→ (N,Σ).



(c) Poka», »e dla ka»dego caªkowitego k > 0 mamy P(a0, . . . , an) =
P(ka0, . . . , kan); jak zinterpretowa¢ t¦ równo±¢ w terminach odw-
zorowania z Cn+1 \ {0}?

(d) Zaªó»my, »e a0, . . . , an nie maj¡ wspólnego dzielnika i ponadto
niech d b¦dzie wspólnym dzielnikiem a1, . . . , an. Poka», »e
P(a0, a1, . . . , an) = P(a0, a1/d, . . . , an/d).

9. Niech σ+ =
∑

R≥0 · ei b¦dzie �dodatnim� sto»kiem w w kracie N z
baz¡ e1, . . . , en. Niech Σ = Σ(σ+) bedzie wachlarzem skªadaj¡cym si¦
ze ±cian σ+. Rozpatrzmy podziaª barycentryczny σ+: we»my e0 = e1 +
· · ·+en i rozpatrzmy wachlarz Σ̂, o no±niku równym σ+, którego sto»ki
maksymalnego wymiaru s¡ postaci σi =

∑
j 6=iR≥0 · ei, dla i = 1, . . . , n.

(a) Przyjmuj¡c xi = χe
∗
i , gdzie e∗1, . . . , e

∗
n jest baz¡ w M dualn¡ do

e1, . . . , en, poka» toryczne a�niczne pokrycie X(Σ̂) skªadaj¡ce si¦
z n kopii Cn i znajd¹ wpóªrz¦dne ka»dego z tych zbiorów w ter-
minach xi.

(b) Zapisz odwzorowanieX(Σ̂) −→ X(Σ) w terminach wspóªrz¦dnych
xi i znajd¹ jego wªókna: poka» »e nad Cn \ {0} jest to izomor�zm
a wªókno nad 0 jest izomor�czne z Pn−1.


