
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 3: toryczne rozmaito±ci a�niczne.

Rozmaito±ci s¡ zde�nowane nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym k charak-

terystyki 0, mo»e by¢ k = C. W tej serii zada« termin rozmaito±¢ toryczna

mo»e dotyczy¢ rozmaito±ci, która nie jest normalna.

1. Niech X b¦dzie a�niczn¡ rozmaito±ci¡ toryczn¡ z pier±cieniem funkcji

regularnych k[S], gdzie S ⊂ M jest przemienn¡ póªgrup¡ z jedno±ci¡

(monoidem) zawartym w kracie M . Jak zwykle przyjmujemy, »e torus

TM = Hom(M,C∗) dziaªa wiernie na X czyli, równowa»nie, S rozpina

M . Poka», »e punkty V s¡ w bijekcji z homomor�zmami póªgrup

S −→ k∗ ∪ {0}, gdzie póªgrupa po prawej stronie jest multiplikatywna

ale bez jedno±ci.

2. A�niczna rozmaito±¢ toryczna X podana jest poni»ej za pomoc¡ jej

pier±cienia funkcji regularnych, który jest postaci C[S], dla pewnego

monoidu S ⊂M . Torus T = TM dziaª¡j¡cy na X jest zde�niowany jak

w poprzednim zadaniu. T¡ sam¡ rozmaito±¢ przedstaw na nast¦puj¡ce

dwa sposoby:

• Za pomoc¡ parametryzacji T −→ Cr, zgodnej z pewnym dzi-

aªaniem torusa T na Cr (za pomoc¡ charakterów, podaj jakich),

przy której X jest domkni¦ciem obrazu.

• Za pomoc¡ ideaªów dwumianowych czyli generowanych przez el-

ementy postaci xα − xβ , w pier±cieniu wielomianów C[x], gdzie
torus T dziaªa na wektorze zmiennych x = (x1, . . . , xr) za po-

moc¡ pewnych charakterów (podaj te charaktery).

(a) S = σ ∩M gdzie M jest krat¡ generowan¡ przez wektory ei a
sto»ek σ jest zadany przez vektory vi w MR:

i. M = Z2, v1 = e1, v2 = e1 + n · e2, gdzie n jest caªkowite

dodatnie,

ii. M = Z3, v1 = e1, v2 = e2, v3 = e3, v4 = e1 + e2 − e3.

(b) S = ∆ ∩M gdzie M = Z2 jest jak wy»ej a ∆ jest obszarem wy-

pukªym opisanym przez nast¦puj¡ce nierówno±ci podane w bazie

dualnej: e∗1 ≥ 0, e∗2 ≥ 0 i e∗1 + e∗2 ≥ n, gdzie n = 2, 3.

3. Nast¦puj¡ce rozmaito±ci toryczne zadane s¡ parametrycznie przez

wybór charakterów pewnego torusa. Znajd¹ opis pier±cienia funkcji

regularnych na tych rozmaito±ciach wraz z dziaªaniem torusa, który



jest zawarty w tej rozmaito±ci, czyli przedstaw go w formie C[S] gdzie
S jest monoidem rozpinaj¡cym krat¦ M .

(a) C 3 t −→ (t4, t6) ∈ C2

(b) Cp × Cq 3 (ti, sj) −→ (ti · sj) ∈ Cpq

4. Niech S b¦dzie sko«czenie generowan¡ póªgrup¡ abelow¡ z jedno±ci¡

zawart¡ w kracie M . Zaªó»my ponadto, »e krata M jest generowana

przez elementy z S. Poka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• Pier±cie« k[S] jest caªkowicie domkni¦ty w ciele swoich uªamków.

• Póªgrupa S jest nasycona w M , czyli je±li dla u ∈ M i m ∈ Z≥0

zachodzi mu ∈ S to u ∈ S.
• Póªgrupa skªada si¦ z punktów kratowych wielo±ciennego sto»ka

wymiernego, czyli S = M ∩ σ gdzie σ =
∑r

i=1 R≥0ui ⊆ MR oraz

u1, . . . , ur ∈M .

5. Niech Γ oznacza drzewo binarne, czyli graf jednospójny, którego ka»dy

wierzchoªek nale»¡ do trzech albo do jednej kraw¦dzi, w tym drugim

przypadku wierzchoªek nazywamy li±ciem. Zbiór li±ci takiego drzewa

oznaczamy L a zbiór kraw¦dzi K, przyjmujemy |L| = l i |K| = k, i usta-
lamy etykietowanie (ponumerowanie) li±ci i kraw¦dzi, to jest piszemy :

K = {κi : i = 1, . . . , k}, L = {λi : i = 1, . . . , l}.

(a) Poka», »e 2l − k = 3.

(b) Poka», »e dla ka»dej pary ró»nych li±ci (λi, λj), istnieje dokªadnie
jedna najkrótsza ±cie»ka γ ª¡cz¡ca λi i λj (czyli spójny podgraf

zawieraj¡cy te wierzchoªki o najmniejszej liczbie kraw¦dzi). Zbiór

kraw¦dzi w tej ±cie»ce b¦dziemy oznacza¢ K(λi, λj).

(c) Dla ustalonego Γ de�niujemy odwzorowanie φΓ : Ck −→ Cl(l−1)/2

gdzie wspóªrz¦dne w Cl(l−1)/2 = {(sij)} indeksowane s¡ parami

liczb 1 ≤ i < j ≤ l oraz φΓ(t1, . . . , tk) = (· · · , sij , · · · ), gdzie

sij =
∏

κp∈K(λi,λj)

tp

Znajd¹ odwzorowanie φΓ dla drzew o co najwy»ej 5 li±ciach, czyli

dla l ≤ 5.

(d) Dowied¹, »e domkni¦cie obrazu odwzorowania φΓ jest rozmaito±-

ci¡ toryczn¡. Znajd¹ prezentacj¦ jej pier±cienia funkcji regu-

larnych w formie C[S] dla pewnego monoidu S w pewnej kracie

M . Zrób to dla drzew z liczb¡ li±ci l ≤ 5.


