Rozmaitosci toryczne Jesien 2015/2016
Seria 3: toryczne rozmaitosci afiniczne.

Rozmaitosci sa zdefinowane nad ciatem algebraicznie domknietym & charak-
terystyki 0, moze by¢ k = C. W tej serii zadan termin rozmaito$¢ toryczna
moze dotyczy¢ rozmaitodci, ktoéra nie jest normalna.

1. Niech X bedzie afiniczng rozmaitoscia toryczng z pierscieniem funkcji
regularnych k[S], gdzie S C M jest przemienna potgrupa z jednoscia
(monoidem) zawartym w kracie M. Jak zwykle przyjmujemy, ze torus
Ty = Hom(M,C*) dziata wiernie na X czyli, rownowaznie, S rozpina
M. Pokaz, ze punkty V sa w bijekcji z homomorfizmami pétgrup
S — k* U {0}, gdzie polgrupa po prawej stronie jest multiplikatywna
ale bez jednosci.

2. Afiniczna rozmaito$¢ toryczna X podana jest ponizej za pomocy jej
pierécienia funkcji regularnych, ktory jest postaci C[S], dla pewnego
monoidu S C M. Torus T' = T}y dzialajacy na X jest zdefiniowany jak
w poprzednim zadaniu. Ta sama rozmaito$¢ przedstaw na nastepujace
dwa sposoby:

e Za pomocy parametryzacjii T — C", zgodnej z pewnym dzi-
ataniem torusa T na C" (za pomoca charakteréw, podaj jakich),
przy ktorej X jest domknieciem obrazu.

e Za pomocy idealéw dwumianowych czyli generowanych przez el-
ementy postaci 7 — 7, w pierscieniu wielomianow C[z], gdzie
torus 7' dziala na wektorze zmiennych = = (x1,...,z,) za po-
mocg pewnych charakteréw (podaj te charaktery).

(a) S = 0N M gdzie M jest krata generowana przez wektory e; a
stozek o jest zadany przez vektory v; w Mp:
i, M =72 vy =e, vg =e1 +n- ey, gdzie n jest calkowite
dodatnie,
ii. M:Z3’ V1 = €1, V2 = €9, V3 = €3, U4 = €] + €2 — e3.
(b) S = AN M gdzie M = Z2 jest jak wyzej a A jest obszarem wy-
puklym opisanym przez nastepujace nieréwnosci podane w bazie
dualnej: e] >0, e5 > 01ie] +e5 > n, gdzien =2, 3.

3. Nastepujace rozmaitosci toryczne zadane sa parametrycznie przez
wybo6r charakter6w pewnego torusa. Znajdz opis pierscienia funkcji
regularnych na tych rozmaitosciach wraz z dziataniem torusa, ktory



jest zawarty w tej rozmaitosci, czyli przedstaw go w formie C[S] gdzie
S jest monoidem rozpinajacym krate M.

(a) C>t— (t*,t5) € C?
(b) CPx(C15 (ti,Sj) — (ti . Sj) € Ccre

. Niech S bedzie skoiiczenie generowana polgrupa abelowa z jednodcia
zawartyg w kracie M. Zalézmy ponadto, ze krata M jest generowana
przez elementy z S. Pokaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

e Pierscien k[S] jest catkowicie domkniety w ciele swoich utamkow.

e Polgrupa S jest nasycona w M, czyli jeslidlauw € M i m € Z>g
zachodzi mu € S tou € S.

e Polgrupa sktada sie z punktéw kratowych wielosciennego stozka
wymiernego, czyli S = M No gdzie 0 =Y, R>ou; € Mg oraz
ULy ..., Up € M.

. Niech I' oznacza drzewo binarne, czyli graf jednospdjny, ktérego kazdy
wierzchotek naleza do trzech albo do jednej krawedzi, w tym drugim
przypadku wierzchotek nazywamy lisciem. Zbiér lisci takiego drzewa
oznaczamy L a zbior krawedzi IC, przyjmujemy |L| =11 |K| = k, i usta-
lamy etykietowanie (ponumerowanie) lisci i krawedzi, to jest piszemy :
K=A{rizi=1,... )k}, L={N:i=1,... 1}

(a) Pokaz, ze 2l — k = 3.

(b) Pokaz, ze dla kazdej pary roznych lisci (X;, A;), istnieje doktadnie
jedna najkrotsza Sciezka v taczaca A; i Aj (czyli spojny podgraf
zawierajacy te wierzcholki o najmniejszej liczbie krawedzi). Zbior
krawedzi w tej Sciezce bedziemy oznaczacé IC(A;, Aj).

(¢) Dla ustalonego I' definiujemy odwzorowanie ¢p : CF — CHI=1)/2
gdzie wspotrzedne w C!=1/2 = {(s,;;)} indeksowane sa parami
liczb 1 <4 < j <[ oraz ¢F(t1,...,tk) = ( ;Sij7"'); gdzie

Sz‘j = H tp
Kp € (A, A5)
7Zmnajdz odwzorowanie ¢r dla drzew o co najwyzej 5 lidciach, czyli
dla 1 <5.

(d) Dowiedz, ze domkniecie obrazu odwzorowania ¢r jest rozmaitos-
ciag toryczna. Znajdz prezentacje jej pierscienia funkcji regu-
larnych w formie C[S] dla pewnego monoidu S w pewnej kracie
M. 7Zréb to dla drzew z liczbg ligci [ < 5.



