Rozmaitosci toryczne Jesienn 2015/2016
Seria 2: stozki i algebry

Rozmaitoéci sg zdefinowane nad ciatem k = C.

Jak zwykle M i N sa kratami dualnymi rangi n. Bedziemy zaktada¢, ze
stozki w Mg sa maksymalnego wymiaru a stozki w N sa scisle wypukile.
Przez Tyy ~ (k*)™ oznaczamy torus, ktérego grupa charakterow to M ~ Z';
czyli Tyy = Hom (M, C*).

Bedziemy rozwaza¢ algebry postaci Ag = C[S] = {d guetsx’ @ s €
S,as € C}, gdzie S C M jest pewna podpolgrupa (z zerem). Element
[ € A nazywamy jednorodnym wagi x o ile f € A,. Mnozenie w Ag jest
C-dwuliniowe oraz dla s1, s € S mamy ! - x52 = y51752,

Jedli nie jest powiedziane inaczej, to zakladamy, ze S jest skoriczenie
generowanym monoidem, lub réwnowaznie, A jest skoriczenie generowana
C-algebra a wiec A = C[X] dla pewnej rozmaitosci afinicznej X.

Jesli S = 0N M dla pewnego stozka o C Mg to C[S] bedziemy oznaczali
po prostu A,.

1. Oznaczenia jak wyzej. Przypomnijmy, ze gradacja w M wyznacza
dziatanie Ty na A zadane wzorem Th x Ay 3 (¢, f) — x(t) - f € Ay;
przy tym dziataniu A, jest podprzestrzenig wlasng charakteru yx.

(a) Pokaz, ze wybor jednorodnych generatorow f; € A, gdzie r =
1,...,r, o wagach (x1,x2,---,Xr) zadaje wlozenie X C A} przy
ktéorym X jest zbiorem Ths-niezmienniczym dla dziatania torusa
Ty x Al — A} zadanego wzorem

t(xh T 7x7’) = (Xl(t)tla R XT(t)tT)
(mowimy, ze dziatanie to ma wagi x;).

(b) Pokaz, ze ta zdefiniowane dziatanie T; na X nie zalezy od wyboru
generatorow.

(c) Niech M’ C M bedzie krata generowang przez {x € M : A, # 0}.
Pokaz, ze grupa ilorazowa M /M’ jest grupg charakterow pewnego
quasitorusa H C Ty, ktory na A i na X dziala trywialnie. Pokaz,
ze o ile M’ = M to dzialanie T); jest wierne, czyli jedynie 1 =
(1,...,1) dziata jak identycznosc.

2. Dla S jak wyzej zdefiniujmy stozek o C Mg wzorem o = R>¢-S. Niech
W, oznacza maksymalna podprzestrzen wektorowa zawarta w o. Niech
mg = {d asx® € C[S] : Vsew, as = 0}. Pokaz, ze mg jest ideatem
pierwszym w C[S] i roztrzygnij kiedy jest ideatem maksymalnym.



3. Grupe cykliczng Z,, realizujemy jako grupe multiplikatywng Gy, < C*
generowans, przez €,, = e>™/™. Grupa G, dziala diagonalnie na C" z
pierécieniem wspotrzednych Clzy,. .., x,] z wagami (ai,...,a,) € Z"
o ile

m (T1, .., Tn) = (€ xy, - €0nxy,)

Bedziemy dodatkowo zaktadac, ze dziatanie to jest wierne czyli m nie
ma nietrywialnego wspoélnego dzielnika ze wszystkimi a;.

(a) Pokaz, ze kazde dzialanie liniowe Gy, na C" jest diagonalizowalne
oraz daje to zanurzenie G, — T = (C*)" w standardowy torus z
ilorazem, ktory jest torusem; oznaczmy go Tyy.

(b) Niech N’ = 7" bedzie standardows krata catkowita w R™.
Zdefiniujmy krate N = N'+Z- (a1, a9, ...,a,)/m C R™. Pokaz,
ze mamy ciag doktadny

0—N —N—Z, —0
i jesli zastosujemy do niego funktor ®7C* to dostaniemy
1— G, — (CHY' — Ty — 1

(c) Przedstaw efektywnie pierscien niezmiennikow dziatania diago-
nalnego G,, na C", czyli Clx1,...,z,]%", jako algebre Clo N M],
gdzie M jest krata dualng do kraty V.

4. Pokaz, ze o ile o C N jest stozkiem symplicjalnym (czyli generowanym
przez tyle elementow ile wynosi jego wymiar) maksymalnego wymiaru,
to algebra Clo¥ N M] jest pierscieniem niezmiennikéw dla pewnego
dziatania diagonalnego pewnej grupy abelowej H na Clzy, ..., x,).

Wskazowka: niech N C N oznacza krat¢ rozpieta na generatorach
stozka o oraz wezmy G = N/N wowczas H < Ty = N®C* jest

grupa skoniczong, ktéra dziala na Cle¥ N M], gdzie M>M jest krata
dualng do N.



