
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 2: sto»ki i algebry

Rozmaito±ci s¡ zde�nowane nad ciaªem k = C.
Jak zwykle M i N s¡ kratami dualnymi rangi n. B¦dziemy zakªada¢, »e

sto»ki w MR s¡ maksymalnego wymiaru a sto»ki w NR s¡ sci±le wypukªe.

Przez TM ' (k∗)n oznaczamy torus, którego grupa charakterów to M ' Zn;
czyli TM = Hom(M,C∗).

B¦dziemy rozwa»a¢ algebry postaci AS = C[S] = {
∑

finite asχ
s : s ∈

S, as ∈ C}, gdzie S ⊂ M jest pewn¡ podpóªgrup¡ (z zerem). Element

f ∈ A nazywamy jednorodnym wagi χ o ile f ∈ Aχ. Mno»enie w AS jest

C-dwuliniowe oraz dla s1, s2 ∈ S mamy χs1 · χs2 = χs1+s2 .

Je±li nie jest powiedziane inaczej, to zakªadamy, »e S jest sko«czenie

generowanym monoidem, lub równowa»nie, A jest sko«czenie generowan¡

C-algebr¡ a wi¦c A = C[X] dla pewnej rozmaito±ci a�nicznej X.

Je±li S = σ∩M dla pewnego sto»ka σ ⊂MR to C[S] b¦dziemy oznaczali

po prostu Aσ.

1. Oznaczenia jak wy»ej. Przypomnijmy, »e gradacja w M wyznacza

dziaªanie TM na A zadane wzorem TM × Aχ 3 (t, f) 7→ χ(t) · f ∈ Aχ;
przy tym dziaªaniu Aχ jest podprzestrzeni¡ wªasn¡ charakteru χ.

(a) Poka», »e wybór jednorodnych generatorów fi ∈ A, gdzie r =
1, . . . , r, o wagach (χ1, χ2, . . . , χr) zadaje wªo»enie X ⊂ Ark przy

którym X jest zbiorem TM -niezmienniczym dla dziaªania torusa

TM × Ark −→ Ark zadanego wzorem

t(x1, · · · , xr) = (χ1(t)t1, . . . , χr(t)tr)

(mówimy, »e dziaªanie to ma wagi χi).

(b) Poka», »e ta zde�niowane dziaªanie TM naX nie zale»y od wyboru

generatorów.

(c) NiechM ′ ⊂M b¦dzie krat¡ generowan¡ przez {χ ∈M : Aχ 6= 0}.
Poka», »e grupa ilorazowaM/M ′ jest grup¡ charakterów pewnego

quasitorusa H ⊆ TM , który na A i na X dziaªa trywialnie. Poka»,

»e o ile M ′ = M to dziaªanie TM jest wierne, czyli jedynie 1 =
(1, . . . , 1) dziaªa jak identyczno±¢.

2. Dla S jak wy»ej zde�niujmy sto»ek σ ⊂MR wzorem σ = R≥0 ·S. Niech
Wσ oznacza maksymaln¡ podprzestrze« wektorow¡ zawart¡ w σ. Niech
mS = {

∑
asχ

s ∈ C[S] : ∀s∈Wσ as = 0}. Poka», »e mS jest ideaªem

pierwszym w C[S] i roztrzygnij kiedy jest ideaªem maksymalnym.



3. Grup¦ cykliczn¡ Zm realizujemy jako grup¦ multiplikatywn¡ Gm < C∗
generowan¡ przez εm = e2πi/m. Grupa Gm dziaªa diagonalnie na Cn z

pier±cieniem wspóªrz¦dnych C[x1, . . . , xn] z wagami (a1, . . . , an) ∈ Zn
o ile

εm · (x1, . . . , xn) = (εa1mx1, · · · , εanm xn)

B¦dziemy dodatkowo zakªada¢, »e dziaªanie to jest wierne czyli m nie

ma nietrywialnego wspólnego dzielnika ze wszystkimi ai.

(a) Poka», »e ka»de dziaªanie liniowe Gm na Cn jest diagonalizowalne

oraz daje to zanurzenie Gm ↪→ T = (C∗)n w standardowy torus z

ilorazem, który jest torusem; oznaczmy go TM .

(b) Niech N ′ = Zn b¦dzie standardow¡ krat¡ caªkowit¡ w Rn.
Zde�niujmy krat¦ N = N ′ + Z · (a1, a2, . . . , an)/m ⊂ Rn. Poka»,
»e mamy ci¡g dokªadny

0 −→ N ′ −→ N −→ Zm −→ 0

i je±li zastosujemy do niego funktor ⊗ZC∗ to dostaniemy

1 −→ Gm −→ (C∗)n −→ TM −→ 1

(c) Przedstaw efektywnie pier±cie« niezmienników dziaªania diago-

nalnego Gm na Cn, czyli C[x1, . . . , xn]
Gm , jako algebr¦ C[σ ∩M ],

gdzie M jest krat¡ dualn¡ do kraty N .

4. Poka», »e o ile σ ⊂ NR jest sto»kiem symplicjalnym (czyli generowanym

przez tyle elementów ile wynosi jego wymiar) maksymalnego wymiaru,

to algebra C[σ∨ ∩ M ] jest pier±cieniem niezmienników dla pewnego

dziaªania diagonalnego pewnej grupy abelowej H na C[x1, . . . , xn].

Wskazówka: niech N̂ ⊂ N oznacza krat¦ rozpi¦t¡ na generatorach

sto»ka σ oraz we¹my G = N̂/N , wówczas H < T
N̂

= N̂ ⊗ C∗ jest

grup¡ sko«czon¡, która dziaªa na C[σ∨ ∩ M̂ ], gdzie M̂ ⊃M jest krat¡

dualn¡ do N̂ .


