
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 11: krzywe i dywizory na rozmaito±ciach torycznych. Jak zwykle M
i N to s¡ kraty dualne wymiaru n. W tej serii zada« wachlarze w NR s¡
symplicjalne.

1. Zaªó»my, »e σ jest sto»kiem symplicjalnym w którym promienie s¡
generowane przez wektory prymitywne v1, · · · vn z kraty N . Niech rn
oznacza indeks kraty generowanej przez v1, . . . vn w kracie N nato-
miast niech r oznacza indeks kraty generowanej przez v1, . . . , vn−1 w
swoim nasyceniu w N , czyli w N ′ = N ∩

∑n−1
i=1 Rvi; ponadto oznaczmy

bn = rn/r.

(a) Poka», »e N/N ′ ' Z i przy tym izomor�¹mie vn przechodzi na
±bn.

(b) Poka», »e istnieje un ∈ M takie, »e un(vi) = 0 dla i < n oraz
un(vn) = bn i un jest niepodzielne w M .

(c) W algebrze Aσ = k[σ∨∩M ] rozpatrzmy ideaª In generowany przez
jednomiany χu takie, »e u(vi) > 0 dla i < n. Poka», »e Aσ/In =
k[χun ].

(d) Niech Dn b¦dzie dywizorem w Uσ = X(Σ(σ)) odpowiadaj¡cym
promieniowi generowanemu przez vn. Poka», »e bnDn jest dywi-
zorem gªównym odpowiadaj¡cym funkcji χun

2. Zaªó»my, »e wachlarz Σ zawiera dwa sto»ki symplicjalne maksymal-
nego wymiaru σn = 〈v1, . . . , vn−1, vn〉 i σn+1 = 〈v1, . . . , vn−1, vn+1〉,
gdzie vi s¡ wektorami prymitywnymi w N . Przyjmujemy oznaczenia
z poprzedniego zadania, mody�kuj¡c je nieznacznie, dla sto»ków σn
i σn+1, i odpowiednio de�niujemy liczby bn i bn+1; D1, . . . Dn, Dn+1

to dywizory w X(Σ) odpowiadaj¡ce promieniom generowanym przez
v1, . . . , vn, vn+1.

(a) Poka», »e bn+1vn + bnvn+1 jest Q-kombinacj¡ liniow¡ wektorów
v1, . . . , vn−1. W szczególno±ci mamy jednoznacznie wyznaczon¡
relacj¦

∑n+1
i=1 aivi = 0, gdzie ai ∈ Q oraz an = b−1n , an+1 = b−1n+1.

(b) Poka», »e ka»dy z dywizorów Di jest Q-Cartier, czyli pewna jego
krotno±¢ jest Cartier. Przeci¦cie krzywej zupeªnej C i dywizora Q-
CartierD na rozmaito±ciX de�niujemy jako C·D = (C·mD)/m ∈
Q, gdzie mD jest Cartier.



(c) Niech C ⊂ X(Σ) b¦dzie TN -niezmiennicz¡ krzyw¡, domkni¦-
ciem 1-wymiarowej orbity odpowiadaj¡cej sto»kowi 〈v1, . . . , vn−1〉.
Poka», »e ai zde�niowane w punkcie (a) s¡ równe C ·Di.

3. To zadanie nawi¡zuje do zadania 6 z serii VI i zadania 2 z serii VII.
Niech Σ b¦dzie zupeªnym i symplicjalnym wachlarzem w N . Zaªó»my,
»e promienie w Σ s¡ generowane przez prymitywne wektory v1, . . . , vr.
De�niujemy N̂ =

⊕
Zv̂i i odwzorowanie N̂ → N , v̂i 7→ vi; zakªadamy,

»e to jest odwzorowanie suriektywne. Odwzorowanie dualne jest postaci
M → M̂ , u 7→

∑
u(vi) · v̂∗i . J¡dro pierwszego odzworowania oznaczmy

przez Z1 a drugiego przez Z1, mamy ich naturaln¡ dualno±¢, albo ina-
czej parowanie. Wiemy, »e Z1 ' ClX(Σ).

(a) Dla domkni¦cia 1-wymiarowej orbity Tn, krzywej C, odpowiada-
j¡cej sto»kowi 〈v1, . . . , vn−1〉, który jest wspóln¡ ±cian¡ sto»ków
〈v1, . . . , vn−1, vn〉 i 〈v1, . . . , vn−1, vn+1〉, kªadziemy [C] =

∑
aiv̂i,

gdzie ai s¡ zde�niowane w poprzednim zadaniu. Poka», »e
[C] ∈ Z1 ⊗ Q oraz dla ka»dego TN niezmienniczego dywizora
Dj odpowiadaj¡cego promieniowi rozpi¦temu przez vj zachodzi
C ·Dj = v̂∗j ([C]) = [C] · [Dj], gdzie [Dj] jest klas¡ dywizora Dj w
ClX(Σ) = Z1.

(b) Poka», »e sto»ek Nef z zadania VII.2 jest dualny do sto»ka
rozpi¦tego przez elementy [C] zde�niowane jak wy»ej; sto»ek ten
b¦dziemy oznaczali NE(X).

4. W tym zadaniu badamy powierzchnie toryczne; Σ jest wachlarzem w
dwuwymiarowej kracie speªniaj¡cym warunki poprzedniego zadania;
X = X(Σ).

(a) Poka», »e klasa [C] mo»e le»e¢ wewn¡trz sto»ka NE(X).

(b) Poka», »e je±li klasa [C] rozpina promie« sto»ka NE(X), to albo
wymiar Z1 jest jeden, albo wymiar Z1 jest 2 i C jest wªóknem
odwzorowania X → P1, albo istnieje biwymierne odwzorowanie
toryczne X → X ′, które ±ci¡ga krzyw¡ C do punktu a poza C jest
izomor�zmem na obraz.


