Rozmaitosci toryczne Jesien 2015/2016
Seria 11: krzywe i dywizory na rozmaitosciach torycznych. Jak zwykle M
i N to sa kraty dualne wymiaru n. W tej serii zadan wachlarze w Ny sa
symplicjalne.

1. Zalozmy, ze o jest stozkiem symplicjalnym w ktorym promienie sg
generowane przez wektory prymitywne vy, ---v, z kraty N. Niech r,

oznacza indeks kraty generowanej przez vi,...v, w kracie N nato-

miast niech r oznacza indeks kraty generowanej przez vy,...,U,_1 W

swoim nasyceniu w N, czyliw N' = NN Z;:ll Rwv;; ponadto oznaczmy

b, =1y, /7.

(a) Pokaz, ze N/N' ~ Z i przy tym izomorfizmie v, przechodzi na
+b,,.

(b) Pokaz, ze istnieje u, € M takie, ze u,(v;) = 0 dla i < n oraz
U (V) = by 1 u, jest niepodzielne w M.

(c) W algebrze A, = k[o¥ N M| rozpatrzmy ideal I,, generowany przez
jednomiany x* takie, ze u(v;) > 0 dla i < n. Pokaz, ze A,/I, =
k]

(d) Niech D, bedzie dywizorem w U, = X (X(0)) odpowiadajacym
promieniowi generowanemu przez v,. Pokaz, ze b,D,, jest dywi-
zorem glownym odpowiadajacym funkeji x*»

2. Zalozmy, ze wachlarz ¥ zawiera dwa stozki symplicjalne maksymal-
nego wymiaru o, = (Uy,...,Up_1,Un) 1 Opt1 = (V1,..., Un_1,VUnt1),
gdzie v; sa wektorami prymitywnymi w N. Przyjmujemy oznaczenia
z poprzedniego zadania, modyfikujac je nieznacznie, dla stozkéow o,
1 0,41, 1 odpowiednio definiujemy liczby b, 1 b,11; D1, ... Dy, Dpia
to dywizory w X (X) odpowiadajace promieniom generowanym przez
Uty ey Upy Uptt

(a) Pokaz, ze b,i1v, + byv,11 jest Q-kombinacjg liniowa wektorow
U1y, Un_1. W szczegbdlnosci mamy jednoznacznie wyznaczong
relacje E?:ll a;v; = 0, gdzie a; € Q oraz a, = b, a,,1 = b;il.

(b) Pokaz, ze kazdy 7z dywizorow D; jest Q-Cartier, czyli pewna jego
krotnosé jest Cartier. Przeciecie krzywej zupelnej C' i dywizora Q-
Cartier D na rozmaitosci X definiujemy jako C-D = (C-mD)/m €
Q, gdzie mD jest Cartier.



(¢) Niech ¢ C X(X) bedzie Ty-niezmiennicza krzywg, domknie-
ciem 1-wymiarowej orbity odpowiadajacej stozkowi (vq, ..., v,_1).
Pokaz, ze a; zdefiniowane w punkcie (a) s rowne C - D,.

3. To zadanie nawigzuje do zadania 6 z serii VI i zadania 2 z serii VII.
Niech ¥ bedzie zupelnym i symplicjalnym wachlarzem w N. Zal6zmy,
ze promienie w X sa generowane przez prymltywne wektory vy, ..., v,.
Definiujemy N = P Zv; i odwzorowanie N — N, v; — v;; zakladamy,
ze to jest odwzorowanie surlektywne Odwzorowanie dualne jest postaci
M = M, urs > u(v;) - vf. Jadro pierwszego odzworowania oznaczmy
przez Z, a drugiego przez Z', mamy ich naturalng dualnoé¢, albo ina-
czej parowanie. Wiemy, ze Z! ~ CIX(3).

(a) Dla domkniecia 1-wymiarowej orbity 7,,, krzywej C, odpowiada-

jacej stozkowi (v1,...,v,_1), ktory jest wspolna Sciana stozkow
(V1,0 e oy Up1,Up) 1 (U1, ..., Up_1, Uny1), kladziemy [C] = > a0y,

gdzie a; sa zdefiniowane w poprzednim zadaniu. Pokaz, ze
[C] € Z; ® Q oraz dla kazdego Ty niezmienniczego dywizora
D; odpowiadajacego promieniowi rozpietemu przez v; zachodzi
C - D; =v;([C]) = [C] - [Dy], gdzie [D;] jest klasa dywizora D; w
CLX(Z) = 7.

(b) Pokaz, 7e stozek Nef z zadania VII.2 jest dualny do stozka
rozpietego przez elementy [C] zdefiniowane jak wyzej; stozek ten
bedziemy oznaczali NE(X).

4. W tym zadaniu badamy powierzchnie toryczne; Y jest wachlarzem w
dwuwymiarowej kracie spetniajgcym warunki poprzedniego zadania;

X = X(%).

(a) Pokaz, ze klasa [C] moze leze¢ wewnatrz stozka NE(X).

(b) Pokaz, ze jesli klasa [C] rozpina promien stozka NE(X), to albo
wymiar Z' jest jeden, albo wymiar Z' jest 2 i C jest wioknem
odwzorowania X — P!, albo istnieje biwymierne odwzorowanie
toryczne X — X', ktore Sciaga krzywa C' do punktu a poza C' jest
izomorfizmem na obraz.



