
Rozmaito±ci toryczne Jesie« 2015/2016
Seria 1: kraty, torusy i sto»ki.

Krata to grupa sko«czenie generowana grupa abelowa bez elementów
torsyjnych, wi¦c izomor�czna z Zd, dla pewnego d ≥ 0. B¦dziemy zwykle
rozwa»a¢ kraty dualne M i N = Hom(M,Z), które zwykle b¦dziemy
umieszcza¢ w (dualnych) przestrzeniach NR = N ⊗Z R i MR = M ⊗Z R.
Parowanie (ewaluacj¦) M ×N −→ Z b¦dziemy oznacza¢ przez 〈· , ·〉.

1. Torus zespolony (lub po prostu torus) to grupa multiplikatywna (C∗)d.
Je±li nie mówimy inaczej to torus zespolony rozwa»any jest z topologi¡
zespolon¡ (euklidesow¡).

(a) Poka», »e mamy naturalny izomor�zm grup abelowych (lub Z-
moduªów) N ⊗Z C∗ ' HomZ(M,C∗), które s¡ torusami ze-
spolonymi; b¦dziemy ten torus oznacza¢ TN lub TM .

(b) Poka», »e funktor domna»ania N −→ N⊗ZC∗ jest prawodkªadny,
to jest suriekcje przechodz¡ na suriekcje. Niech N −→ N ′ b¦dzie
iniekcj¡ krat z torsyjnym koj¡drem H. Poka», »e mamy ci¡g
dokªadny

1 −→ H −→ TN −→ TN ′ −→ 1

(c) Sformuªuj i dowied¹ odpowiedni¡ wersj¦ powy»szych wªasno±ci
dla M −→ HomZ(M,C∗)

2. Charaktery: Dla u ∈ M zde�niujmy χu : TM → C∗ wzorem
Hom(M,C∗) 3 φ 7→ χu(φ) = φ(u). Takie χu nazywamy charakterem
torusa TM odpowiadaj¡cym u. Dla v ∈ N de�niujemy λv : C∗ → TN
wzorem λv(t) = v ⊗ t; takie λv nazywamy 1-parametrow¡ podgrup¡
TN .

(a) Poka», »e je±li u1, . . . , ud jest baz¡M to χu1 , . . . , χud s¡ wspóªrz¦d-
nymi na TM , to jest wyznaczaj¡ izomor�zm TM z (C∗)d, oraz
charaktery TM s¡ jednomianani (o dodatnich i ujemnych wykªad-
nikach) od zmiennych χui .

(b) Korzystaj¡c z izomor�zmu TM ' (C∗)d zde�niuj dziaªanie
grupowe na TM oraz poka», »e χu i λv s¡ homor�zmami grup.
Zbadaj jak wygl¡da ich zªo»enie χu ◦ λv : C∗ → C∗ i sprawd¹,
jak podgrupa λv(C∗) ⊂ TM dziaªa na pier±cieniu wspóªrz¦dnych
C[χ±1u1 , · · · , χ

±1
ud

].



3. Mówimy, »e torus T = (C∗)n dziaªa algebraicznie na sko«czenie wymia-
rowej zespolonej przestrzeni liniowej W wymiaru d o ile istnienie odw-
zorowanie algebraiczne (zadane przez wielomiany od wspóªrz¦dnych)
ϕ : T = (C∗)n → GL(V ) ⊂ Cd2 , które jest homomor�zmem grup. Dla
t ∈ T i v ∈ V warto±¢ ϕ(t)(v) b¦dziemy zapisywa¢ po prostu t(v).

(a) (Przypadek 1-wymiarowy.) Niech d = 1. Poka», »e algebraiczne
dziaªanie na V jest diagonalizowalne. To jest: znajd¹ na V li-
niowy ukªad wspóªrz¦dnych (z1, . . . , zd) taki, »e dla t ∈ C∗ mamy
t(z1, . . . , zd) = (ta1z1, . . . , t

adzd), gdzie ai ∈ Z. Wskazówka:
dowied¹ najpierw podobne twierdzenie dla dowolonej podgrupy
sko«czonej G ⊂ C∗ pierwiastków z 1.

(b) Poka», »e ka»de dziaªanie algebraiczne torusa zespolonego T =
(C∗)n na W jest diagonalizowalne. To znaczy, istnieje baza
w1, . . . , wd przestrzeniW oraz charaktery χ1, . . . , χd (jednomiany
od wspóªrz¦dnych torusa) takie, »e dziaªanie T na wi jest mno»e-
niem przez χi. Skorzystaj z tego, »e przemienne operatory liniowe
zachowuj¡ swoje podprzestrzenie wªasne.

4. Wymierny sto»ek wielo±cienny σ ⊂ NR to zbiór postaci σ =
∑

iR≥0 ·
ai, gdzie suma jest sko«czona za± ai ∈ N (to jest s¡ to punktu o
wspóªrzednych z kraty N). Cz¦sto b¦dziemy taki obiekt nazywa¢ po
prostu sto»kiem.

(a) Poka», »e o ile σ jest wymiernym sto»kiem wielo±ciennym to
sto»ek dualny σ∨ = {u ∈ MR : u|σ ≥ 0} te» jest wymiernym
sto»ekiem wielo±ciennym.

(b) Poka», »e operacja σ −→ σ∨ odwraca inkluzje oraz (σ∨)∨ = σ.

(c) Sto»ek nazywamy sci±le wypukªy o ile nie zawiera nietrywialnej
podprzestrzeni liniowej. Poka», »e je±li σ ⊂ NR jest sci±le wypukªy
i generuje NR, co oznacza σ + (−σ) = NR, to jego sto»ek dualny
te» jest sci±le wypukªy i generuje MR.

(d) Wymiar sto»ka σ to wymiar przestrzeni liniowej σ+(−σ). Poka»,
»e wymiar sto»ka w NR jest równy kowymiarowi najwi¦kszej
(pod)przestrzeni liniowej w MR zawartej w jego sto»ku dualnym.

(e) Poka», »e dla sto»ków mamy (σ ∩ τ)∨ = σ∨ + τ∨.

5. Niech σ ⊂ NR b¦dzie wymiernym sto»kiem wielo±ciennym. �ciana τ ⊆
σ to zbiór postaci σ ∩ u⊥ gdzie u ∈ σ∨ a u⊥ = {v ∈ NR : 〈u, v〉 = 0}.
Piszemy wówczas τ � σ.



(a) Poka», »e ±ciany te» s¡ sto»kami wielo±ciennymi, przeci¦cie ±cian
jest ±cian¡ i ±ciana ±ciany jest ±cian¡.

(b) Dla τ � σ de�niujemy τ∗ = {u ∈ σ∨ : u|τ = 0}. Poka», »e
τ∗ � σ∨, suma dimτ + dimτ∗ jest równa randze N oraz relacja
τ 7→ τ∗ zadaje bijekcj¦ ±cian σ i σ∨ odwracaj¡c¡ inkluzj¦.

6. Relatywnym wn¦trzem sto»ka σ nazywamy jego wn¦trze w sensie
topologii przestrzeni liniowej σ + (−σ). Dowied¹ lemat o rozdziela-
niu: Zaªó»my, »e sto»ki σ1 i σ2 przecinaj¡ si¦ wzdªu» wspólnej ±ciany
τ . Poka», »e dla ka»dego u z relatywnego wn¦trza σ∨1 ∩ (−σ∨2 ) mamy
τ = σ1 ∩ u⊥ = σ2 ∩ u⊥.

7. Niech ∆ ⊂ NR b¦dzie bryª¡ wypukª¡ (wielo±cienn¡) zawieraj¡c¡ 0.
Kªadziemy ∇ = {u ∈ MR : 〈∆, u〉 ≥ −1}. Poka», »e je±li ∆ jest
sto»kiem to ∇ = ∆∨. De�niujemy

head(∆) =
⋃
t→∞ t ·∆ i tail(∆) =

⋂
t→0 t ·∆

Poka», »e head(∆) i tail(∆) to sto»ki wypukªe (wielo±cienne) oraz
tail(∇) = head(∆)∨ i head(∇) = tail(∆)∨


