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Witkiewicz-Grechuta (poezja matematyczna)

Nad zrebem planety, posréd gwiezdnej nocy
szereg aleféw w nieskonczonos¢ petznie

i nieskonczonos$¢ unieskonczoniona

zamiera sama w sobie przez siebie zdradzona
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i przestrzen klapta jak przektuty balon
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Albert Einstein, nekrolog Emmy Noether g
(1882—-1935):

“Pure mathematics is, in its way, the po-
etry of logical ideas.

One seeks the most general ideas of ope-
ration which will bring together in simple,
logical and unified form the largest possi-
ble circle of formal relationships.”
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http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Obits2/Noether_Emmy_Einstein.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Obits2/Noether_Emmy_Einstein.html

Henri Poincaré (1854-1912):
“Mathematics is the art of gi-
ving the same name to diffe-
rent things.”

As opposed to poetry which is
the art of giving different na-
mes to the same thing.

J. A. Wisniewski
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http://www.gap-system.org/~history/Quotations/Poincare.html

Poeci méwig w wielu stowach
0 jednej rzeczy.

Matematycy potrafig wyrazi¢
rézne rzeczy w tym samym

jezyku.
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Plan

@ Bajeczki matematyczne
@ O Algebraiku
@ O Statystyku
@ O Geometrze

9 Bajeczka nie catkiem matematyczna
@ O Biologu

e Niekoniecznie zakonczenie
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

Disclaimer

Wszelkie podobienstwo do os6b rzeczywistych jest
przypadkowe i niezamierzone.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

wielosciany i kraty

Byt sobie Algebraik .......
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

wielosciany i kraty

Byt sobie Algebraik, ktéry liczyt punkty kratowe w
wieloScianach.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

wielomian Ehrharta
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

wielomian Ehrharta

Wielomian Ehrharta liczy punkty kratowe w k-krotnie
powiekszonym wieloscianie kratowym:

1 3
H(k) = §k2+§k+1
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

wielomian Ehrharta

H(k) = 3k® 4+ 3k + 1
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

niezmienniki

@ Niezmienniki: funkcja z klasy obiektow w (inng) klase
obiektéw (z reguty prostsza), ktéra pozwala rozrézniac
obiekty z tej pierwszej klasy (z doktadnoscig do
izomorfizmu).

@ Wielomian Ehrharta jest niezmiennikiem dla wieloscianéw
kratowych.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

kule i monety

Byt sobie Statystyk......
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

kule i monety

Byt sobie Statystyk, ktory rzucat monety i kosci, i rozdawat kule.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (1)

@ Gra nieparzysta liczba Graczy.

J. A. Wisniewski Matematyka i poezja



Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (1)

@ Gra nieparzysta liczba Graczy.

@ Gracze wybierajg sposrod siebie Najstarszego a reszta
dzieli sie na n+ 2 Mtodszych i n Starszych.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (1)

@ gre rozpoczyna Najstarszy, ktory najpierw losuje kule (biatg
lub czarng) a nastepnie rzuca monetami (niekoniecznie
symetrycznymi) i wybranym dwom Graczom przekazuje
nowe kule w zaleznosci od wyniku rzutéw: orzet — kula
tego samego koloru, reszka — kula przeciwnego koloru
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (1)

@ gre rozpoczyna Najstarszy, ktory najpierw losuje kule (biatg
lub czarng) a nastepnie rzuca monetami (niekoniecznie
symetrycznymi) i wybranym dwom Graczom przekazuje
nowe kule w zaleznosci od wyniku rzutéw: orzet — kula
tego samego koloru, reszka — kula przeciwnego koloru

@ pozostali Starsi robig kolejno to samo: po otrzymaniu kuli
od poprzednika zatrzymujag jg a nastepnie rzucajac
monetami losujg kule i dajg parze Graczy, ktorzy do tej
pory ich nie dostali.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Elementarny krok gry: przydzielanie kul kolejnym Graczom
wedtug reguty orzet — kula tego samego koloru, reszka — kula
przeciwnego koloru
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Stan na koniec gry dla 7 Graczy:

fe he of of
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Stan na koniec gry dla 7 Graczy:
O

® 0O
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Stan na koniec gry dla 7 Graczy:
O
® / \O
./ \. o/ \ .
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Stan na koniec gry dla 7 Graczy:
O

® \O
\.\O \.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

gra Statystyka (2)

Decyzja komu Starsi przekazujg kule moze mie¢ wptyw na
wynik gry.
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

proces Markowa na drzewie

Niech 7 bedzie drzewem o zbiorze wierzchotkéw V = {v;} z
wyréznionym wierzchotkiem vg i zbiorze krawedzi
E={e=(v,v)} skierowanych od wierzchotka vy

N
/\ /\
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

proces Markowa na drzewie

Prawdopodobienstwo uktadu koloréw w wierzchotkach
zadanego funkcja V > v — p(v) € {bialy, czarny} wyraza sie
wzorem

P (/\ kolor v = p(V)> =Py I P o()p(v)

vey e=(v;,vj)e€
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

proces Markowa na drzewie

Prawdopodobienstwo uktadu koloréw w wierzchotkach
zadanego funkcjg V 3 v — p(v) € {bialy, czarny} wyraza sie
wzorem

P (/\ kolor v = p(V)) = PS(r) ' H Pg(vi)l)(vi)

vey e=(v;,v))e€

gdzie P/?(VO) to prawdopodobienstwo wybrania przez
Najstarszego kuli koloru p(vp)
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

proces Markowa na drzewie

Prawdopodobienstwo uktadu koloréw w wierzchotkach
zadanego funkcja V 5 v — p(v) € {bialy, czarny} wyraza sig
wzorem

P (/\ kolor v = P(V)> =Py 11 Powew)
e=(

vey ={Vi, Vj> €€

gdzie P¢ o(v)e(v) to
prawdopodoblenstwo wyrzucenia orta o ile p(v;) = (v,) albo
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki o ile p(v;) # p(Vv))
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

proces Markowa na drzewie

Wynik zalezy od ksztattu drzewa !!!
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

dodawanie i mnozenie

Byt sobie Geometra. ... ..
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

dodawanie i mnozenie

Byt sobie Geometra, ktéry nie lubit dodawac ale lubit mnozy¢
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

parametryzacje jednomianami

Ulubione rozmaito$ci Geometry zadane byly przez
parametryzacje jednomianami
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

parametryzacje jednomianami

Ulubione rozmaito$ci Geometry zadane byly przez
parametryzacje jednomianami

o u— (u, ¥, ud)
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

parametryzacje jednomianami

Ulubione rozmaito$ci Geometry zadane byly przez
parametryzacje jednomianami

o u— (u, ¥, ud)
® (u,v) — (u, v, u-v)
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

parametryzacje jednomianami
u— (u, U?, U

U, UEED, yEsT E—
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

parametryzacje jednomianami

(u,v) — (u, v, u-v)

ur ¥y UV
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

rozmaitosci toryczne

Rozmaito$ci zadane przez parametryzacje jednomianami to
rozmaitosci toryczne, ktére mozna opisa¢ za pomoca krat i
wieloscianow:
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

rozmaitosci toryczne

Rozmaito$ci zadane przez parametryzacje jednomianami to
rozmaitosci toryczne, ktére mozna opisa¢ za pomoca krat i
wieloscianow:
o u— (u, U’ ud)
. * * * *—o
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Bajeczki matematyczne O Algebraiku
O Statystyku
O Geometrze

rozmaitosci toryczne

Rozmaito$ci zadane przez parametryzacje jednomianami to
rozmaitosci toryczne, ktére mozna opisa¢ za pomoca krat i
wieloscianow:
o u— (u, U’ ud)
. * * * *—o
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

Pewnego razu. ... ..
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

Pewnego razu, Algebraik, Statystyk i Geometra spotkali
Biologa, ktéry opowiedziat im o problemie Darwina.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

Charles Darwin (1809-1882)

?QMLWL
W,-KWM
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

drzewo filogenetyczne

F %

J. A. Wisniewski Matematyka i poezja



Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

drzewo filogenetyczne

/A
=
M/h

AR
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk

Statystyk powiedziat:

— Problem Darwina mozna opisa¢ w jezyku proceséw Markowa
na drzewie.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk

./\O
SN O
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk

Statystyk powiedziat:

— Problem Darwina mozna opisa¢ w jezyku proceséw Markowa
na drzewie.

— Ktopot w tym, ze nie znamy wyniku Starszych czyli gatunkow,
ktére wymarty, oraz ich “monet” czyli prawdopodobienstwa z
jakim cechy sg dziedziczone.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk

W tym obrazku
O

./\O
R W
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Statystyk

nie znamy “wyblaktych” danych
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Geometra

Geometra powiedziat:

— Jesli zatozy¢ pewne reguty dziedziczenia to nie musimy znac
doktadnych wartosci prawdopodobienstwa. Mozliwe
prawdopodobienstwa bedg parametryzowaty rozmaitos¢
torycznag, kt6rg tatwo opisac w jezyku wieloScianéw kratowych.
Nazwijmy jg geometrycznym modelem drzewa
filogenetycznego.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Geometra

Dostaniemy taki wielo$cian dla modelu geometrycznego
najprostszego drzewa filogenetycznego o trzech lisciach

-
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Geometra

Geometra powiedziat:

— Jedli zatozy¢ pewne reguly dziedziczenia to nie musimy znaé
doktadnych wartosci prawdopodobienstwa. Mozliwe
prawdopodobienstwa bedg parametryzowaty rozmaitosé
toryczna, ktérg tatwo opisa¢ w jezyku wieloscianéw kratowych.
Nazwijmy jg geometrycznym modelem drzewa
filogenetycznego.

— Ktopot w tym, jak odrézni¢ te rozmaitoSci.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

rzekt Algebraik

Algebraik powiedziat:

— Ale mozemy probowac odrozni€ je za pomoca wielomianow
Ehrharta.
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

koniec bajeczek
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Bajeczka nie catkiem matematyczna O Biologu

koniec bajeczek

...... jak powiedzieli tak i zrobili. . . . ..
...... i to jest koniec bajeczek ale jeszcze nie koniec wykfadu.
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Niekoniecznie zakonczenie

model binarny

Model ewolucji z gry Statystyka jest binarny: sg dwie
mozliwosci i reguty dziedziczenia sg symetryczne.
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Niekoniecznie zakonczenie

model binarny

Model ewolucji z gry Statystyka jest binarny: sg dwie
mozliwosci i reguty dziedziczenia sg symetryczne.

Jesli O to prawdopodobienstwo wyrzucenia orta a R to
prawdopodobienstwo wyrzucenia reszki, to w grze Statystyka

reguty mozna zapisa¢ w tabelce (macierzy), w ktérej kolumny
odpowiadajg stanom wyjsciowym a wiersze stanom koncowym:

(7o)
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Niekoniecznie zakonczenie

model 3-Kimury

Wspotczesnie drzewa filogenetyczne tworzy sie w oparciu o
informacje z tancuchéw DNA skonstruowanych z nukleotydow
ACTG
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Niekoniecznie zakonczenie

model 3-Kimury

Wspotczesnie drzewa filogenetyczne tworzy sie w oparciu o

informacje z tancuchéw DNA skonstruowanych z nukleotydow
ACTG

Potgczenia w DNA zachowujg symetrie par A-T, G-C.
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Niekoniecznie zakonczenie

model 3-Kimury

N—1I

Sugar

Aclenine (A) Thymine (T}

e

Sizar

Sugar

Gaunine {G) Cytosine (C)
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Niekoniecznie zakonczenie

model 3-Kimury

Reguty dziedziczenia mozna zapisac nastepujgca macierzg

b d

c
d
a

QO T D

a c
d b
c b a
i rozmaitos¢ opisujgca prawdopodobienstwo stanu aktualnego
bedzie toryczna.
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Niekoniecznie zakonczenie

niezmienniki modeli ewoluciji

@ Wielomiany Ehrharta rozrézniajg modele geometryczne w
przypadku 3-Kimury [Kubjas 2010] , [Donten-Bury,
Michatek 2010] .
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Niekoniecznie zakonczenie

niezmienniki modeli ewoluciji

@ Wielomiany Ehrharta rozrézniajg modele geometryczne w
przypadku 3-Kimury [Kubjas 2010] , [Donten-Bury,
Michatek 2010] .

@ Wielomiany Ehrharta nie rozr6zniajg modeli
geometrycznych w przypadku binarnym [Buczynska, W,
2006].
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http://arxiv.org/abs/1007.3164
http://arxiv.org/abs/1011.3236
http://arxiv.org/abs/1011.3236
http://arxiv.org/abs/math/0601357
http://arxiv.org/abs/math/0601357

Niekoniecznie zakonczenie

dwa drzewa

Dwa drzewa, $niezynka i gasienica, dajg wielo$ciany o tym
samym wielomianie Ehrharta

Hn) = sx55(n+1)(n+2)(n+3)-
(31 n® +372n5 + 1942 n* + 5616 n°+

9511 n? + 8988 n -+ 3780)
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Niekoniecznie zakonczenie

dwa drzewa

Szczesliwie istniejg inne, bardziej skomplikowane niezmienniki,
ktére rozrozniajg te modele geometryczne drzew
filogenetycznych.
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Niekoniecznie zakonczenie

dwa drzewa

Macierz incydenc;ji scian wielo$cianu dla $niezynki

32 480 2400 6144 9312 8832 5280 1920 384
480 240 2400 9456 19920 24960 19200 8880 2256
2400 2400 760 5944 19008 32552 32408 18792 5872

6144 9456 5944 1316 8400 21744 29308 21720 8388
9312 19920 19008 8400 1392 7200 14640 14640 7200
8832 24960 32552 21744 7200 940 3820 5760 3820

5280 19200 32408 29308 14640 3820 406 1224 1224
1920 8880 18792 21720 14640 5760 1224 108 216
384 2256 5872 8388 7200 3820 1224 216 16
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Niekoniecznie zakonczenie

dwa drzewa

Macierz incydenciji Scian wielocianu dla gasienicy

32 480 2400 6144 9312 8832 5280 1920 384
480 240 2400 9456 19904 24896 19104 8816 2240
2400 2400 760 5944 18976 32408 32168 18616 5824

6144 9456 5944 1316 8384 21648 29112 21552 8336
9312 19904 18976 8384 1392 7184 14584 14576 7176
8832 24896 32408 21648 7184 940 3816 5752 3816

5280 19104 32168 29112 14584 3816 406 1224 1224
1920 8816 18616 21552 14576 5752 1224 108 216
384 2240 5824 8336 7176 3816 1224 216 16
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wyjasnienie

@ Modele gemetryczne drzew o tej samej liczbie lisci w
przypadku binarnym mozna deformowac jeden do
drugiego [Buczynska, W, 2006]
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Niekoniecznie zakonczenie

wyjasnienie

@ Modele gemetryczne drzew o tej samej liczbie lisci w
przypadku binarnym mozna deformowac jeden do
drugiego [Buczynska, W, 2006]

@ W rzeczywistosci sg one specjalizacjami obiektow
zwigzanych z rozmaitosciami spinorowymi [Sturmfels,
Velasco 2009]
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Niekoniecznie zakonczenie

wyjasnienie

@ Modele gemetryczne drzew o tej samej liczbie lisci w
przypadku binarnym mozna deformowac jeden do
drugiego [Buczynska, W, 2006]

@ W rzeczywistosci sg one specjalizacjami obiektow
zwigzanych z rozmaitosciami spinorowymi [Sturmfels,
Velasco 2009]

@ Fenomen ten mozna powigzac z fizyka teoretyczng i teorig
struny [Sturmfels, Xu, 2007], [Manon, 2010]
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O Fizyku

Byt sobie Fizyk,......
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O Fizyku

ale tej bajeczki nie potrafie (jeszcze?) opowiedziec.
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Niekoniecznie zakonczenie

Reguta  Hirzebrucha  (1927-):
Kazdy wyktad ma trzy fazy:

@ zaréwno prowadzacy jak i
widownia rozumie o czym jest
mowa,

© tylko prowadzgcy wie o czym
mowi,

© ani widownia, ani prowadzacy
nie wiedzg o co chodzi.
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