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Dodatkowe zadania przed pierwszym kolokwium

Wszystkie rozmaito±ci s¡ nad ciaªem algebraicznie domkni¦tym k.

1. Niech M = k[x, y]/(x, y) b¦dzie k[x, y]-moduªem. Przy oznaczeniach z
zadania szóstego z drugiej serii, znajd¹ odpowiadaj¡cy M snopM na
A2

k i jego ¹d¹bªa.

2. Niech X ⊂ A2
k b¦dzie podzbiorem domkni¦tym zadanym przez ideaª

(y2 − x2(x + 1)) i niech mor�zm f : A1
k → X b¦dzie zadany wzorem

f(t) = (t2 − 1, t(t2 − 1)). Poka», »e f indukuje bijekcj¦ A1
k \ {1} → X,

która nie jest izomor�zmem rozmaito±ci a�nicznych.

3. Rozmaito±¢ Â2
k zde�niowana w pierwszym zadaniu czwartej serii jest

rozdmuchaniem A2
k w ideale maksymalnym (x, y); je»eli oznaczymy

przez u = x, v = y generatory tego ideaªu, to relacja xv = uy de�niuje
Â2

k jako podzbiór A2
k×P1

k. Zde�niuj w analogiczny sposób rozdmuchanie

Â2
I ⊂ A2

k×P2
k pªaszczyzny A2

k w ideale I = (x, y) ·(x2, y) = (x3, xy, y2).

Znajd¹ pokrycie a�niczne rozmaito±ci Â2
I i opisz lokalnie odwzorowanie

rzutowania Â2
I → A2

k. Oblicz przeciwobrazy punktów przy rzutowaniu

Â2
I → A2

k.

4. Rozpatrzmy rozdmuchanie rozmaito±ci V = V (xy − z2) ⊂ A3
k w ideale

(x, z); rozmaito±¢ V̂ jest zadana w A3
k×P1

k przez ideaª (zt1 = yt0, xt1 =

zt0), gdzie [t0 : t1] to wspóªrz¦dne na P1
k. Mamy rzutowanie β : V̂ → V .

(a) Poka», »e V̂ ma pokrycie a�niczne skªadaj¡ce si¦ z dwóch kopii
pªaszczyzny a�nicznej. Znajd¹ ich wspóªrz¦dne i relacje mi¦dzy
tymi wspóªrz¦dnymi.

(b) Znajd¹ skªadowe przeciwobrazu prostej V (y, z) i poka», »e ka»da
z nich jest lokalnie zadana jednym równaniem.

5. Poka», »e A2
k \ {0} ma naturaln¡ struktur¦ rozmaito±ci, przy której

wªo»enie A2
k\{0} ↪→ A2

k jest mor�zmem rozmaito±ci. Poka», »e A2
k\{0}

nie jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡.

6. Zaªó»my, »e chark 6= 2. Poka», »e rozmaito±ci a�niczne A1
k i A1

k\{0} nie
s¡ izomor�czne. Rozstrzygnij czy istnieje odwzorowanie suriektywne



A1
k −→ A1

k \ {0}. Czy istnieje odwzorowanie suriektywne A1
k \ {0} −→

A1
k ?

7. Odwzorowanie Segre. Przypomnijmy, »e odwzorowanie Segre

ψr,s : Pr × Ps → Prs+r+s

jest zde�niowane we wspóªrz¦dnych jednorodnych wzorem

([x0, . . . , xr], [y0, . . . ys]) 7→ [zi,j = xi · yj]

gdzie xi i yj to wspóªrz¦dne jednorodne w Pr i Ps, natomiast zi,j to
wspóªrz¦dne w Prs+r+s dla i = 0, . . . , r, j = 0, . . . , s. Poka», »e obraz
odwzorowania ψr,s jest podzbiorem domkni¦tym i znajd¹ ideaª tego
obrazu dla r = s = 1 i dla r = 1, s = 2.

8. Odwzorowanie Veronese. Odwzorowanie Veronese φn,d : Pn → PN ,
gdzie N =

(
n+d
n

)
− 1, de�niujemy wzorem

[x0, . . . , xn] 7→ [za0,a1,...,an = xa00 x
a1
1 · · ·xann ]

gdzie ai ≥ 0 sumuj¡ si¦ do d, czyli a0 + · · · + an = d. Znajd¹ ideaª
obrazu φ1,d dla d ≥ 1.


