Geometria Algebraiczna, Wiosna 2019

Zadania domowe: seria 9 na 7 maja.

Przypomnienie: dywizor Weila na rozmaitosci normalnej (tak teraz bedzie
zwykle zaktada¢) X to formalna skoriczona suma podrozmaitosci kowymi-
aru 1 o wspolczynnkach catkowitych, D = >, a;Y;. Grupe dywizorow
Weila na rozmaitosci X, z naturalnym dodawaniem, oznaczamy Div(X)
(lub WDiv(X)). Grupa klas rozmaitosci X oznaczana CI(X) to iloraz
Div(V)/div(k(X)*) gdzie div : k(X) — Div(X) jest odwzorowaniem klas.

1. Rozpatrzmy wtasciwy podzbiér domkniety Z C X i jego uzupehienie
U = X\ Z. Pokaz, ze ograniczanie do U daje dobrze zdefiniowane odw-
zorowanie Div(X) — Div(U), ktore jest suriektywne, oraz

(a) jesli kazda sktadowa Z jest kowymiaru > 2, to Div(X) — Div(U)
jest izomorfizmem,

(b) jesli Z C X jest nieprzywiedlne kowymiaru 1, to mamy ciag doktadny
7 — Div(X) — Div(U) — 0

gdzie pierwsze odwzorowanie 7z lewej jest postaci 1 — 1- 7,

(c) powyzsze stwierdzenia zachodza rowniez dla grup klas.

2. Dlan > 1 niech Y C P} bedzie podrozmaitoscig kowymiaru 1 ktérej ideal
jest generowany przez wielomian jednorodny stopnia d. Mowimy wowczas,
ze Y jest hiperpowierzchnia stopnia d i piszemy degV = d.

(a) Pokaz, ze kazdy (niekoniecznie nieprzywiedlny) podzbior alge-
braiczny w P}, ktorego kazda skladowa jest kowymiaru 1, jest
zbiorem zer idealu gléwnego.

(b) Pokaz, ze mamy dobrze zdefinowany homomorfizm stopnia dywizora
deg : Div(P}) — Z ktory przyjmuje wartos¢ degY na dywizorach
prostych.

(c) Pokaz, ze homomorfizm deg zeruje sie na dywizorach gtéwnych.

(d) Wywnioskuj z tego, ze C1(P}) ~ Z jest generowany przez klase hiper-
plaszczyzny.



3. Niech k(X) bedzie cialem wymiaru przestepnego 1 nad ciatem alge-
braicznie domknietym k z waluacja dyskretna p i pierscieniem waluacji
A. Wiadomo, ze A jest (normalnym, a nawet regularnym) pierscie-
niem lokalnym z idealem maksymalnym m, generowanym przez t € A.
Wezmy skoniczone rozszerzenie k(X) C k(Y') stopnia d i przez B oznaczmy
catkowite domkniecie A w £(Y'). Definiujemy ng =my - B =t B.

(a) Pokaz, ze B jest wymiaru 1 i jest catkowicie domkniety w k(Y),
wobec tego kazda jego lokalizacja wzgledem ideatu pierwszego jest
pierscieniem waluacji k(Y).

(b) Pokaz, ze B jest wolnym A modutem rangi d oraz B/ng jest wymiaru

d nad k = A/my. Skorzystaj z lematu Nakayamy, zob. np. [Atiyah-
Macdonald, ch. 7 ex. 15].

(¢) Wezmy rozktad prymarny idealu ng, czyli minimalne przedstawienie
np=qiMN---Ngy

gdzie q; sa prymarne, takie ze radykaly m; = \/q; sa rézne pierwsze,
wiec maksymalne; idealy m; sa woéwczas wyznaczone jednoznacznie,

zob. [Reid, 7.9] lub [Atiyah-Macdonald, 4.5].

(d) Pokaz, ze wymiar dimy B/q; jest rowny waluacji ¢ w pierscieniu
lokalnym B, .

(e) Korzystajac z twierdzenia chinskiego o resztach pokaz, ze
d1ka/q1 + - +d1ka/qr =d

4. Dla dowolnej zupelnej normalnej krzywej X nad ciatem k definiujemy
odwzorowanie stopnia deg : Div(X) — Z takie, ze dla D = Y a;p;, gdzie
pi € X, kladziemy deg(D) = >_ a;.
Rozpatrzmy skonczony morfizm zupetnych krzywych normalnych ¢ : Y —
X; liczbe d = [k(Y) : k(X)] nazwiemy stopniem tego odwzorowania. Dla
punktu p € X z pierécieniem lokalnym A,, ktérego ideal maksymalny jest
gtowny m, = () definiujemy cofniecie dywizora D, = p jako

6"(Dy) = D pas(t) - a;
€671 (p)

gdzie g, jest waluacjg w pierscieniu lokalnym punktu ¢; € Y. Pokaz, zZe
te definicje mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu ¢* : Div(X) — Div(Y)



oraz dla dowolnego D € Div X mamy deg(¢*(D)) = d-deg(D); skorzystaj
z poprzedniego zadania, zob. [Hartshorne, 11.6.9]



