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Zadania domowe: seria 8 na 30 kwietnia.

1. Niech ϕ : A → B b¦dzie homomor�zmem noetherowskich algebr
przemiennych. Poka», »e przeci¡gni¦cie struktury wdªu» ϕ, czyli
zadanie dziaªania algebry A na B moduªach poprzez obraz ϕ(a) ∈ B
dla dowolnego elementu a ∈ A, zadaje dokªadny funktor ϕ∗ :ModB →
ModA oraz, »e ϕ∗(−) = (−) ⊗A B jest prawodokªadnym funktorem
ModA → ModB. Czy ϕ∗, ϕ∗ obcinaj¡ si¦ do funktorów pomi¦dzy
kategoriami sko«czenie generowanych moduªów?

2. Niech f : X → Y b¦dzie mor�zmem rozmaito±ci algebraicznych, a F
snopem na X. De�niujemy presnop f∗F na Y wzorem f∗F(U) =
F(f−1(U)), dla dowolnego otwatego U ⊂ Y .

a) Poka», »e f∗F jest snopem.

b) Zde�niuj naturalny mor�zm OY → f∗OX .

c) Poka», »e je»eli F jest snopem OX moduªów, to f∗F jest snopem
OY -moduªów.

d) Zaªó»my, »e X, Y s¡ a�niczne, A = k[Y ], B = k[X], a mor�zm f
pochodzi od homomor�zmu algebr ϕ : A→ B. NiechM b¦dzie B-
moduªem, a M̃ stowarzyszonym snopem na X. Poka», »e f∗M̃ =

ϕ̃∗M .

3. Niech f : X → Y b¦dzie mor�zmem rozmaito±ci algebraicznych, a G
snopem na Y . De�niujemy snop f−1G jako usnopienie presnopa, który
otwartemu V ⊂ X przyporz¡dkowuje kogranic¦

f−1G(U) = lim−→
U⊇f(V )

G(U).

Poka», »e f−1 jest funktorem lewo doª¡czonym do f∗.

4. Mor�zm rozmaito±ci algebraicznych f : X → Y zadaje OY → f∗OX ,
który przy parze funktorów doª¡czonych f−1 a f∗ odpowiada mor�z-
mowi f−1OY → OX .



a) Poka», »e dla snopa OY -moduªów G, f−1G jest snopem f−1OY

moduªów, a
f ∗G := f−1G ⊗f−1OY

OX

jest snopem OX-moduªów.

b) Uzasadnij, »e na kategorii snopów O-moduªów, funktor f ∗ jest
lewo doª¡czony do f∗.

c) Zaªó»my, »e X, Y s¡ a�niczne, A = k[Y ], B = k[X], a mor-
�zm f pochodzi od homomor�zmu algebr ϕ : A → B. Niech N
b¦dzie A-moduªem, a Ñ stowarzyszonym snopem na Y . Poka», »e
f ∗Ñ = ϕ̃∗N . Wywnioskuj, »e f ∗ od snopa (quasi-)koherentnego
jest snopem (quasi-)koherentnym.

d) Poka», »e je»eli G jest snopem lokalnie wolnym, to jest nim równie»
f ∗G.

5. Znajd¹ moduª ró»niczek Kählera dla nast¦puj¡cych algebr nad ciaªem
charakterystyki 6= 2, 3.

a) A = k[x, y]

b) A = k[t2, t3] ⊂ k[t]

c)† A = k[t21, t1t2, t
2
2] ⊂ k[t1, t2]

Sprawd¹, który z powy»szych moduªów ró»niczek jest wolny, a który
ma torsje.


