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Zadania domowe: seria 7 na 16 kwietnia.

1. Niech ϕ : M → N b¦dzie mor�zmem snopów quasi-koherentnych
na rozmaito±ci X. Poka», »e j¡dro i koj¡dro ϕ s¡ snopami quasi-
koherentnymi.

2. Snopy lokalnie wolne (i wi¡zki wektorowe): macierze przej±cia. Niech E
b¦dzie snopem lokalnie wolnym rangi r nad rozmaito±ci¡ X. Je±li snop
E jest trywializowany na pokryciu (Ui) przez izomor�zmy ϕi : E|Ui

→
O⊕r|Ui

to na Uij = Ui ∩ Uj de�niujemy �macierze przej±cia�

gij = (ϕi)Uij
◦ (ϕj)

−1
Uij

gdzie (ϕi)Uij
: E(Uij) → O⊕r(Uij) jest izomor�zmem O(Uij) moduªów.

(Podobnie de�niujemy macierze przej±cia dla wi¡zki E stowarzyszonej
ze snopem E .)

(a) Sprawd¹, »e gij ∈ GL(r,O(Uij)) i dla ka»dej trójki indeksów i, j, l
na Uijl = Ui ∩ Uj ∩ Ul zachodzi gij ◦ gjl = gil.

(b) Zamiana bazy: zaªó»my, »e E jest trywializowane równie» przez
ϕ′i : E|Ui

→ O⊕r|Ui
, które daj¡ macierze przej±cia g′ij. Niech hi =

(ϕi)Ui
◦ (ϕ′i)−1Ui

. Poka», »e hi ∈ GL(r,O(Ui)) oraz hjg
′
ji = gjihi.

(c) Zaªó»my, »e snopy lokalnie wolne E i E ′ s¡ trywializowane na tym
samym pokryciu (Ui) z macierzami przej±cia gij i g′ij. Znajd¹
macierze przej±cia dla snopa E ⊕ E ′.

3. Operacje na snopach moduªów. Niech F i M b¦d¡ snopami O mo-
duªów. Przez HomO(F ,M) oznaczamy snop homomor�zmów U →
HomO|U (F|U ,M|U), natomiast F⊗OM oznacza snop zwi¡zany z usnopi-
eniem presnopa U → F(U) ⊗O(U)M(U). Podobnie de�niujemy inne
operacje tensorowe.

(a) W sytuacji poprzedniego zadania, niech E∨ oznacza snop dualny
do E czyli E∨ = HomO(E ,O). Poka», »e E∨ jest trywializowany
na pokryciu (Ui) i znajd¹ jego macierze przej±cia.



(b) Niech E b¦dzie jak wy»ej: znajd¹ macierze przej±cia dla det(E) =∧r E .
(c) Poka», »e U → F(U) ⊗O(U)M(U) nie zawsze musi by¢ snopem;

dokªadniej: korzystaj¡c z zadania 5 podaj przykªad kiedy natu-
ralne odwzorowanie F(U)⊗O(U)M(U)→ (F ⊗OM)(U) nie jest
izomor�zmem.

4. Snopy lokalnie wolne rangi 1 (wi¡zki liniowe), grupa Picarda.

(a) Niech L1 i L2 b¦d¡ snopami lokalnie wolnymi rangi 1 trywial-
izowanymi na pokryciu (Ui) z funkcjami przej±cia f 1

ij, f 2
ij ∈

O∗(Uij), gdzie O∗ ⊂ O oznacza snop funkcji, które nie maj¡ zer
(nieznikaj¡cych). Znajd¹ funkcje przej±cia dla L1 ⊗ L2 i dla L∨1 .

(b) Poka», »e snopy lokalnie wolne rangi 1 (lub wi¡zki liniowe) na roz-
maito±ci X maj¡ naturaln¡ struktur¦ grupy abelowej ze wzgl¦du
na ⊗; nazywamy j¡ grup¡ Picarda i oznaczamy PicX.

5. Poka», »e snopy O(d) zde�niowane na Pn
k w poprzedniej serii zada« s¡

lokalnie wolne rangi 1 i znajd¹ ich funkcje przej±cia dla standardowego
pokrycia Pn.

(a) Poka», »e O(d)∨ = O(−d) oraz O(d1)⊗O(d2) = O(d1 + d2).

(b) Znajd¹ przekroje globalne snopa O(d), czyli O(d)(Pn) dla dowol-
nego d ∈ Z. Mo»esz to zrobi¢ korzystaj¡c ze standardowego
pokrycia Pn.


