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Zadania domowe: seria 6 na 9 kwietnia.

1. Niech (X,O) b¦dzie rozmaito±ci¡ a�niczn¡ z algebr¡ funkcji regularnych
A = O(X). Niech M b¦dzie A moduªem (dla uªatwienia mo»na do-
datkowo zakªada¢, »e M jest sko«czenie generowany). Przypomnijmy, »e
dla zbioru otwartego U ⊂ X de�niujemy O(U)-moduªM(U) jako{
s : U →

∐
x∈U

Mmx : ∀x∈U∃f∈A\mx∃m∈M Uf ⊆ U & ∀y∈Uf
s(y) = [m/f ]Mmy

}

(a) Sprawd¹, »e U →M(U) jest snopem O moduªów. (To zostaªo zro-
bione na wykªadzie na podstawie dwóch lematów: (1) je±li ka»da
lokalizacja elementu moduªu jest zerowa to ten element jest zerem
i (2) zgodne elementy w lokalizacjach pochodz¡ z jednego elementu
moduªu.)

(b) Sprawd¹, »eM(Uf ) = Mf , gdzie Uf = X \ V (f).

(c) Sprawd¹, »e Mx = Mmx , gdzie mx jest ideaªem maksymalnym
odpowiadaj¡cym x ∈ X.

(d) Sprawd¹, »e M →M jest funktorem z kategorii A moduªów w kat-
egori¦ snopów O moduªów: zde�niuj ten funktor na mor�zmach.

(e) Sprawd¹, »e funktor M →M jest dokªadny. To znaczy: je±li N →
M → P jest ci¡giem dokªadnym A-moduªów, to ci¡g snopów O mod-
uªów N → M → P jest dokªadny, czyli dla ka»dego x ∈ X mamy
ci¡g dokªadny ¹d¹beª Nx → Mx → Px, zob. [Atiyah-Macdonald,
Prop. 3.3]

(f) Poka», »e powy»szy funktor jest wierny i peªny: dowied¹, »e globalne
przekroje zadaj¡ bijekcj¦ pomi¦dzy HomO(M,N ) a HomA(M,N).

2. W sytuacji poprzedniego zadania i przy zaªo»eniu, »e M jest sko«czenie
generowany, ranga snopa M to wymiar lokalizacji M wzgl¦dem elemen-
tów odwracalnych w A (lub inaczej M ⊗A (A)) nad ciaªem uªamków (A).
Poka», »e je±li dla pewnego zbioru a�nicznego U ⊆ X moduªM(U) jest
generowany nad O(U) przez r elementów, to rangaM jest co najwy»ej r.



3. Dla snopa O moduªów F i punktu x ∈ X przez wªókno F(x) rozumiemy k
przestrze« liniow¡ Fx⊗Ox (Ox/mx). Poka», »e w przypadku kiedy F =M
jest zde�niowanym jak wy»ej, toM(x) = Mmx ⊗Amx

A/mx. Wykorzystaj
lemat Nakayamy by pokaza¢, »e w tym przypadku wymiar ka»dego wªókna
nad k jest nie mniejszy ni» ranga snopaM.

4. Przy oznaczeniach z poprzednich zada« znajd¹ rang¦ snopaM i wymiar
jego wªókien dla nast¦puj¡cych moduªów:

(a) M = k[x]/(x) nad A = k[x]

(b) M = (x, y) · k[x, y] / k[x, y] nad A = k[x, y]

5. We¹my pier±cie« wielomianów z naturaln¡ gradacj¡ A =
⊕

d≥0A
d =

k[x0, . . . , xn]. Przypomnijmy, »e snop strukturalny na Pn
k de�niujemy

na zbiorach Uf , gdzie f ∈ Am, jako pier±cie« elementów stopnia zero
w lokalizacji A wzgl¦dem f czyli O(Uf ) = A0

f = {g/f r : g ∈ Arm}.
Ustalmy d ∈ Z i w tej sytuacji zde�niujmy

O(d)(Uf ) = Ad
f = {g/f r : g ∈ Arm+d}

(a) Poka», »e O(d)(Uf ) jest O(Uf ) moduªem.

(b) Poka», »e na zbiorach Uxi
(to jest dla f = xi) ten moduª jest wolny

rangi 1.

(c) Poka», »e Uf → O(d)(Uf ) rozszerza si¦ do snopa koherentnego O(d)
na Pn

k .


