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Przypomnijmy, »e Pn
k oznacza zbiór linii w An+1

k czyli zbiór punktów w
An+1

k \ {0} modulo relacja (x0, . . . , xn) ∼ (λx0, . . . , λxn), gdzie λ ∈ k∗ =
k \ {0}. Inaczej mówi¡c Pn

k to zbiór orbit dziaªania k∗ na An+1
k \ {0} przez

homotetie: λ · (x0, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

1. Na Pn
k de�niujemy topologi¦ Zariskiego w której zbiorami domkni¦-

tymi sa zbiory postaci V (J), gdzie J jest ideaªem jednorodnym w
k[x0, . . . , xn].

(a) Poka», »e jest to topologia ilorazowa dla ilorazu An+1
k \ {0} → Pn

k

(b) Poka», »e z t¡ topologi¡ Pn
k jest nieprzywiedln¡ przestrzeni¡

noetherowsk¡ (ka»dy zst¦puj¡cy ci¡g zbiorów domkni¦tych si¦ sta-
bilizuje).

(c) Poka», »e zbiory Uf = Pn
k \ V (f), gdzie f jest wielomianem jed-

norodnym, stanowi¡ baz¦ tej topologii.

2. Na Pn
k z topologi¡ Zariskiego τ de�niujemy snop O, którego przekroje

to funkcje o warto±ciach w k lokalnie przedstawialne jako elementy
lokalizacji. Dokªadniej:

O(U) =
{
f : U → k | ∀x∈U∃Ug3x f|U∩Ug = (h/gr)|U∩Ug

gdzie deg h = r deg g

}
Poka», »e (Pn

k , τ,O) jest rozmaito±ci¡.

3. Niech C b¦dzie krzyw¡ stopnia trzy w P2
k zadan¡ równaniem zy2 =

x(x2− z2) i niech P0 = [0 : 0 : 1] ∈ C. Dla P ∈ C niech l b¦dzie prost¡
przez P i P0, a α(P ) trzecim punktem l ∩C. Poka», »e α : C → C jest
automor�zmem C stopnia 2:

(a) Poka», »e na C∩(P2
k)z α jest zadana przez (a, b) 7→ (−1/a,−b/a2).

(b) Niech P2 = [0 : 1 : 0], Q1 = [1 : 0 : 1], Q2 = [−1 : 0 : 1] i U1 =
C \ {P0, P1}, U2 = C \ {P1, Q1, Q2}, U3 = C \ {P0, Q1, Q2}, V1 =
C\{P1}, V2 = C\{P0, Q1, Q2}. Poka», »e U1, U2, U3 jest otwartym
pokryciem C, V1, V2 jest a�nicznym pokryciem C i α(U1) ⊂ V1,
α(U2) ⊂ V2, α(U3) ⊂ V1.

(c) Poka», »e α∗OC(V1) ⊂ OC(U1) ∩ OC(U3), α
∗OC(V2) ⊂ OC(U2) i

wywnioskuj, »e α jest mor�zmem.


