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Wszystkie rozmaito±ci a�niczne s¡ zde�niowane nad algebraicznie domkni¦-
tym ciaªem k.

Snop funkcji regularnych, albo inaczej snop strukturalny, rozmaito±ci
a�nicznej X z pier±cieniem funkcji regularnych k[X] i ciaªem funkcji
wymiernych k(X) = (k[X]) zde�niowany jest nast¦puj¡co

OX(U)k[X]m =
{
f : U → k | ∀x∈U∃x∈Ug∃h/gr∈k[X]gf|U∩Ug = (h/gr)|U∩Ug

}
gdzie dla g ∈ k[X] oznaczamy Ug = X \ V (g).

Przypomnienie: Lokalizacja A moduªu M wzgl¦dem systemu multi-
plikatywnego S ⊂ A prowadzi do moduªu S−1M nad pier±cieniem S−1A,
którego elementami s¡ uªamki m/s gdzie m ∈ M oraz s ∈ S i zachodzi
równo±¢ m1/s1 = m2/s2 o ile istnieje t ∈ S takie, »e t(s2m1 − s1m2) = 0.
Oczywi±cie takie uªamki dodajemy i mno»ymy jak trzeba. Je±li p jest ideaªem
pierwszym to lokalizacje wzgl¦dem A\p oznaczamyMp. Podobnie, dla f ∈ A
lokalizacj¦ wzgl¦dem S = {f r : r ≥ 0} oznaczamy Mf .

1. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ a�niczn¡ ze snopem strukturalnym OX .
We¹my funkcj¦ f ∈ OX(X) i rozpatrzmy zbiór otwarty Uf = X \V (f).
Poka», »e Uf z topologi¡ i snopem strukturalnym (funkcji regularnych)
indukowanymi z X jest rozmaito±ci¡ a�niczn¡.

2. Niech X b¦dzie zbiorem algebraicznym w przestrzeni a�nicznej A2
k,

ze wspóªrz¦dnymi (x1, x2), zadanym przez ideaª (x21 − x32). Poka», »e
mor�zm A1

k → X ⊂ A2
k zadany wzorem t −→ (t3, t2), gdzie t jest

wspóªrz¦dn¡ na A1
k, zadaje homeomor�zm A1

k iX jako przestrzeni topo-
logicznych ale nie izomor�zm jako rozmaito±ci a�nicznych.

3. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ a�niczn¡ ze snopem strukturalnym OX .
Dla punktu x ∈ X rozwa»my ¹d¹bªo snopa strukturalnego OX,x.

(a) Poka», »e OX,x jest pier±cieniem lokalnym.

(b) Poka», »e je±li mx jest ideaªem maksymalnym w OX,x to
OX,x/mx = k oraz mx/m

2
x jest OX,x/mx moduªem.

(c) Poka», »e dla X ⊂ An
k wymiar mx/m

2
x nad k jest nie wi¦kszy ni»

n.



(d) Policz mx/m
2
x dla x = (0, 0) w poprzednim przykªadzie.

4. Mor�zm Frobeniusa. Zaªó»my, »e charakterystyka k jest p > 0. Na
przestrzeni a�nicznej An

k mamy wspóªrz¦dne (x1, . . . , xn) i bierzemy
odwzorowanie φ : An

k → An
k zadane wzorem φ(x1, . . . , xn) =

(xp1, . . . , x
p
n). Poka», »e odwzorowanie φ jest bijektywne, ci¡gªe i ot-

warte ale nie jest izomor�zmem rozmaito±ci a�nicznych.

5. Rozpatrzmy przestrzenie a�niczne An
k i Am

k ze wspóªrz¦dnymi x =
(x1, . . . , xn) i y = (y1, . . . , ym). Algebry funkcji wielomianowych
b¦dziemy oznacza¢ odpowiednio przez k[x] i k[y] natomiast algebr¦
funkcji wielomianowych na An

k × Am
k b¦dziemy oznacza¢ przez k[x, y].

(a) Poka» naturalny izomor�zm k[x, y] = k[x] ⊗k k[y], gdzie prawa
strona to produkt tensorowy przestrzeni liniowych nad k z natu-
raln¡ struktur¡ k-algebry.

(b) Niech V1 ⊂ An
k i V2 ⊂ Am

k b¦d¡ zbiorami algebraicznymi zadanymi
przez ideaªy pierwsze p1 /k[x] i p2 /k[y]. Poka», »e zbiór V1×V2 ⊂
An+m

k jest zadany przez ideaª p = p1 · k[x, y] + p2 · k[x, y].
(c) Poka», »e

k[x, y]/p ' k[x]/p1 ⊗k k[y]/p2.

(d) Poka», »e je»eli V1, V2 s¡ nierozkªadalne, to V1 × V2 te».

6. Niech X b¦dzie rozmaito±ci¡ a�niczn¡ z algebr¡ funkcji regularnych
A = OX(X). Niech M b¦dzie A moduªem. Dla zbioru otwartego
U ⊂ X de�niujemy zbiórM(U) w sposób nast¦puj¡cy:{
s : U →

∐
x∈U

Mmx : ∀x∈U∃f∈A\mx∃m∈M Uf ⊆ U & ∀y∈Uf
s(y) = [m/f ]Mmy

}

(a) Poka», »e M(U) na struktur¦ OX(U) moduªu oraz M(Uf ) '
OX(Uf )⊗A M (zob. [Atiyah-Macdonald, Prop. 3.5]).

(b) Poka», »e U →M(U) jest snopem, na którym istnieje naturalna
struktura snopa OX moduªów.

(c) Poka», »e je±li M = A = OX(X) toM jest izomor�czny z OX .

(d) Poka», »e M 7→ M jest funktorem wiernym i peªnym z kategorii
A moduªów w kategori¦ snopów OX moduªów.



7. Niech M = k[x]/(x) b¦dzie A = k[x]-moduªem. Przy oznaczeniach z
poprzedniego zadania znajd¹ snopM i jego ¹d¹bªa.


