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Zadania domowe: seria 11 na 21 maja.

1. W zadaniu 5 serii VI zde�niowano lokalnie wolne snopy O(d) na Pn
k . Poni»ej

stosujemy oznaczenia z tego zadania i z zdania 2 z serii IX; w szczególno±ci
[x0, . . . , xn] to wspóªrz¦dne jednorodne na Pn.

(a) Poka», »e je±li D jest dywizorem stopnia d na Pn, to OPn(D) ' O(d).
(b) Znajd¹ funkcje przej±cia gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj) dla wi¡zki liniowej zwi¡zanej z
O(d) i dla pokrycia standardowego Ui = {zi 6= 0}. Je±li H0 to dywizor hiper-
pªaszczyzny x0 = 0, to na zbiorze Ui jest on dywizorem funkcji x0/xi.

(c) Poka», »e k-przestrze« ci¦¢ globalnych snopa O(d) na Pn jest naturalnie
izomor�czna z przestrzeni¡ wielomianów jednorodnych stopnia d od zmien-
nych xi.

(d) Rozpatrzmy odwzorowanie Veronese φn,d : Pn → PN , gdzie N =
(
n+d
n

)
− 1.

Poka», »e (φn,d)∗O(1) = O(d).

2. W tym zadaniu odwoªujemy si¦ do indeksu przeci¦cia krzywych pªaskich Ip
zde�niowanego w serii V. Niech f ∈ k[x, y, z] b¦dzie nierozkªadalnym jed-
norodnym wielomianem stopnia d > 1, bierzemy krzyw¡ pªask¡ C = V (f) ⊂
P2
k. Przez ∂xf, ∂yf, ∂xf oznaczamy pochodne cz¡stkowe f .

(a) Poka», »e C jest gªadka (regularna) w punkcie p ∈ C je±li tylko która± z
pochodnych cz¡stkowych f nie znika w p. Poka», »e C jest gªadka poza sko«c-
zona liczba punktów.

(b) Poka», »e modulo zmiana wspóªrz¦dnych w P2
k mozna zakªada¢, »e p = [1, 0, 0, ]

oraz
f = xd−1 · g1(y, z) + xd−2 · g2(y, z) + · · ·+ gd(y, z)

gdzie gi s¡ wielomianami jednorodnymi stopnia i od zmiennych y i z.

(c) Dla gªadkiego punktu p ∈ C we¹my prost¡ Lp zadan¡ równaniem

∂xf(p) · x+ ∂yf(p) · y + ∂zf(p) · z = 0

Taka prost¡ Lp nazywamy styczn¡ do C w p. Poka», »e Ip(C,Lp) > 1.



(d) Gªadki punkt p ∈ C nazywamy punktem przegi¦cia C je±li Hessian f , czyli
wyznacznik macierzy drugich pochodnych cz¡stkowych f , znika w punkcie
p; http://en.wikipedia.org/wiki/Hessian_matrix. Poka», »e je±li p jest
punktem przegi¦cia, to Ip(C,Lp) > 2.

(e) Policz punkty przegi¦cia dla kubiki Fermata x3 + y3 + z3 = 0. Sprawd¹, »e
prosta styczna w ka»dym z tych punktów spotyka kubik¦ tylko raz. Poka»,
»e tak jest dla dowolnej pªaskiej gªadkiej kubiki (czyli dla C = V (f), gdzie
deg f = 3) .

3. Niech C b¦dzie gªadk¡ kubik¡ nad C. Ustalmy punkt przegi¦cia p0 ∈ C.
We¹my dwa dostatecznie ogólne punkty p1 6= p2. Przez Lp1,p2 oznaczmy prost¡
przechodz¡ca przez te punkty. We¹my trzeci punkt w przeci¦ciu C ∩ Lp1,p2

nazwijmy go p′3, natomiast trzeci punkt w przeci¦ciu C ∩ Lp0,p′3
nazwijmy p3.

Poka», »e na punktach C mo»na zde�niowa¢ struktur¦ grupy � b¦dziemy j¡
oznacza¢ Ĉ � tak¡, »e

• elementem neutralnym jest p0,

• elementem przeciwnym do ogólnego p1 jest trzeci punkt przeci¦cia C ∩Lp0,p1 ,

• suma punktów p1 + p2 to p3 skonstruowane jak wy»ej.

Jedynym problemem jest sprawdzenie ª¡czno±ci wy»ej zde�niowanego dziaªa-
nia. Osobom, które bed¡ miaªy z tym problem, podaj¦ odno±nik do ksi¡»ki
Milesa Reida; trzeba przeczyta¢ podrozdziaªy 2.8 � 2.10 gdzie to jest zrobione:
http://homepages.warwick.ac.uk/staff/Miles.Reid/MA4A5/UAG.pdf

4. Przypomnijmy, »e dla dowolnego odwzorowania ϕ : X → Pn takiego, »e X
nie jest zawarte w »adnej hiperpªaszczy¹nie, de�niujemy cofni¦ci¦ dywizo-
ra Cartier hiperpªaszczyzny H, zwykle oznaczaj¡c je ϕ∗H i mamy liniow¡
równowa»no±¢ ϕ∗H1 ∼ ϕ∗H2 dla dowolnych dwóch hiperpªaszczyzn a snop
odwracalny zwi¡zany z t¡ klasa liniowej równwa»no±ci oznaczamy ϕ∗O(1).
Poka» nast¦puj¡ce wªasno±ci dla wªo»enia ϕ : C ↪→ P2 w sytuacji i przy
oznaczeniach z poprzedniego zadania:

(a) ϕ∗O(1) = OC(3p0) = OC(p1 + p2 + p′3) = OC(p0 + p′3 + p3),

(b) wywnioskuj z tego, »e p1 + p3 − 2p0 ∼ p3 − p0 na krzywej C.

Korzystaj¡c z powy»szego sprawd¹, »e odwzorowanie C → DivC takie, »e
C 3 p 7→ p−p0 ∈ DivC, zadaje homomor�zm grup Ĉ → ClC = PicC, który
jest wªo»eniem w Pic0C, j¡dro odwzorowania deg : PicC → Z.
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