
Geometria Algebraiczna, Wiosna 2019

Zadania domowe: seria 1 na 26 lutego.

Zadania 1-11 to powtórzenie podstawowych poj¦¢ z teorii kategorii. Zapewne
rozwi¡zywali Pa«stwo te zadania wcze±niej, dlatego nie b¦d¡ one omawiane
na ¢wiczeniach. Na pierwszych zaj¦ciach skoncentrujemy si¦ na zadaniach
12-17 i to rozwi¡zania tych zada« prosz¦ przygotowa¢.

Najpierw de�nicje, które najprawdopodobniej Pa«stwo znaj¡.

Kategoria. Kategoria C to klasa obiektów ObjC oraz klasa mor-
�zmów: dla ka»dej pary obiektów A, B z ObjC mamy dany zbiór mor�zmów
MorC(A,B), które zapisujemy jako strzaªki MorC(A,B) 3 f : A → B. Mor-
�zmy mo»na skªada¢ czyli istnieje operacja ◦C:

MorC(A,B)×MorC(B,C) 3 (f, g) −→ g ◦C f ∈ MorC(A,C)

Skªadanie mor�zmów jest ª¡czne oraz w zbiorze MorC(A,A) mamy
wyró»niony mor�zm identyczno±ci idA, który jest neutralny dla operacji
skªadania.

Kategoria odwrotna Cop ma t¦ sam¡ klas¦ obiektów, co kategoria C. Dla
dowolnej pary obiektów A, B z ObjC mamy MorCop(A,B) = MorC(B,A).
Skªadanie w Cop jest wyznaczone przez skªadanie w C.

Funktor. To �homomor�zm kategorii� Φ : C → D, a dokªadniej
odwzorowanie objektów ΦObj : ObjC → ObjD oraz mor�zmów: zachowu-
j¡ce kierunek strzaªek ΦMor : MorC(A,B) → MorD(ΦObj(A),ΦObj(B))
(czyli funktor kowariantny) lub je odwracaj¡ce ΦMor : MorC(A,B) →
MorD(ΦObj(B),ΦObj(A)) (czyli funktor kontrawariantny). Zakªadamy, »e
funktory przeprowadzaj¡ identyczno±ci na identyczno±ci oraz s¡ zgodne
ze skªadaniem mor�zmów. Funktor Φ : C → D nazywamy wiernym
(odpowiednio, peªnym) je±li odwzorowanie na strzaªkach MorC(A,B)) →
MorD(ΦObj(A),ΦObj(B)) jest injekcj¡ (surjekcj¡).

Naturalna transformata funktorów. Zaªó»my, »e mamy dwa kowari-
atne funktory Φ, Ψ : C → D. Naturalna transformata funktorów µ : Φ→ Ψ
jest zadana przez klas¦ mor�zmów µA : ΦObj(A) → ΨObj(A), gdzie A ∈ C,
które dla ka»dej pary A,B ∈ ObjC i f ∈ MorC(A,B) speªniaj¡ warunek



przemienno±ci
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ΨObj(A)
ΨMor(f) // ΨObj(B)

Je±li dodatkowo ka»de µA jest izomor�zmem to mówimy, »e µ jest naturaln¡
równowa»no±ci¡ (lub izomor�zmem) funktorów. Takie same de�nicje stosu-
jemy dla funktorów kontrawariantnych.

Izomor�zm i równowa»no±¢ kategorii. Kategorie C i D s¡ izomor-
�czne o ile istniej¡ funktory Φ : C → D i Ψ : D → C takie, »e Φ ◦ Ψ oraz
Ψ ◦ Φ s¡ funktorami identyczno±ci na, odpowiednio, D i C. Kategorie C i D
s¡ równowa»ne o ile istniej¡ funktory Φ i Ψ takie, »e Φ ◦ Ψ oraz Ψ ◦ Φ s¡
naturalnie równowa»ne z funktorami identyczno±ci.

Granica prosta i odwrotna w kategorii. Rozpatrzmy kategori¦ I
oraz funktor I → C gdzie przyporzadkowanie obiektów oznaczamy I 3 i →
Ai ∈ ObjC a dla α : i→ i′ przyporz¡dkowujemy mor�zm φα ∈ MorC(Ai, Ai′).
Granic¡ odwrotn¡ systemu obiektów (Ai)i∈I (z indukowanymi mor�zmami)
nazywamy obiekt D ∈ ObjC wraz z mor�zmami ψi : D → Ai takimi, »e dla
ka»dego φα ∈ MorC(Ai, Ai′) mamy ψi′ = φα ◦ ψi. Zakªadamy przy tym, »e
D jest obiektem ko«cowym speªniaj¡cym ten warunek, czyli je±li D′ speªnia
warunek jak wy»ej dla D to istnieje mor�zm D′ → D taki, »e odpowied-
nie zªo»enia s¡ przemienne. Granic¦ odwrotn¡ oznaczamy lim←−As. Granica
prosta jest zde�niowana podobnie, przez odwrócenie strzaªek i jest oznaczana
lim−→As.

Presnop. Niech (X, τ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Presnopem
zbiorów S (grup abelowych, przestrzeni) na X nazywamy funkcj¦ τ 3
U → S(U) przyporz¡dkowuj¡c¡ zbiorowi otwartemu U zbiór (grup¦ abelow¡,
przestrze« wektorow¡) S(U). Ponadto dla ka»dej pary zbiorów otwartych
U ⊆ V mamy odwzorowanie (homomor�zm) rV U : S(V ) → S(U) takie, »e
dla ka»dej trójki U ⊆ V ⊆ W zachodzi rV U ◦ rWV = rWU . Elementy zbioru
S(U) nazywamy ci¦ciami S nad U , natomiast odwzorowanie rV U nazywamy
zaw¦»aniem (obcinaniem) ci¦¢ ze zbioru V do zbioru U .

Snop. Presnop S nazywamy snopem je±li dla dowolnego pokrycia U =
(Uα)α∈Λ zbioru V =

⋃
α∈Λ Uα i rodziny ci¦¢ sα ∈ S(Uα) takich, »e dla ka»dej

pary indeksów α, β ∈ Λ zachodzi

rUα,Uα∩Uβ(sα) = rUβ ,Uα∩Uβ(sβ)



istnieje dokªadnie jedno ci¦cie s ∈ S(V ) takie, »e rV Uα(s) = sα, dla ka»dego
α ∈ Λ.

1. Poka», »e zbiory oraz struktury algebraiczne (grupy, grupy abelowe,
pier±cienie przemienne, przestrzenie wektorowe nad ustalonym ciaªem k
itd) i przestrzenie topologiczne wraz z ich odwzorowaniami, odpowied-
nimi homomor�zmami, tworz¡ kategorie. Oznaczamy je Set, Gr, Ab,
Ring, Vectk, Top itd. Poka», »e zapominanie o operacjach alge-
braicznych daje funktor pomi¦dzy odpowiednimi kategoriami (funktor
zapominania).

2. Poka», »e kategoria z jednym obiektem jest monoidem (póªgrup¡ z jed-
no±ci¡), a funktory takich kategorii to ich homomor�zmy.

3. Zde�niuj izomor�zm obiektów oraz odwrotno±¢ mor�zmu w sposób kat-
egoryjny.

4. Dla przestrzeni topologicznej (X, τ) zde�niuj cz¦±ciowy porz¡dek,
którego elementami s¡ pokrycia otwarte U przestrzeniX; X =

⋃
U∈U U .

5. Niech (S,≤) bedzie zbiorem z cz¦±ciowym porz¡dkiem. Poka», »e (S,≤)
de�niuje kategori¦, której obiektami s¡ elementy z S a mor�zmami
nierówno±ci pomi¦dzy nimi.

6. Niech C bedzie kategori¡ z wyró»nionym obiektem A. Poka», »e odw-
zorowanie B → MorC(A,B) oraz

MorC(B,C) 3 f −→ ( MorC(A,B) 3 g → f ◦ g ∈ MorC(A,C) )

de�niuje kowariantny funktor z C w kategori¦ zbiorów Set. Oznaczamy
go przez hA. Zde�niuj podobnie funktor kontrawariantny hA : B →
MorC(B,A).

7. Poka», »e mor�zm A′ → A daje naturaln¡ transformat¦ funktorów
hA → hA′ i hA

′ → hA.

8. Produkt kategoryjny A, B ∈ ObjC to obiekt D z dwoma mor�zmami
A← D → B takimi, »e dla dowolnego obiektu D′, który ma mor�zmy



A ← D′ → B istnieje dokªadnie jeden mor�zm z D′ do D, który daje
nast¦puj¡cy przemienny diagram

D′

�� ��

∃!
��
D

xx &&
A B

ProduktD oznaczamy, o ile nie spowoduje to konfuzji, przez A×B. Ko-
produkt de�niujemy przez odwrócenie strzaªek. Poka», »e tak zde�n-
iowany produkt jest jeden z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Poka», »e
produkty s¡ przemienne, to jest A×B jest izomor�czne z B×A. Opisz
produkty i koprodukty w kategoriach Set, Top, Ab, Gr, Ring (zauwa»,
»e niekoniecznie musz¡ istnie¢).

9. Zaªó»my, »e w kategorii C mamy trzy obiekty z nast¦puj¡cymi dwoma
strzaªkami A → C ← B. Produktem wªóknistym A i B nad C nazy-
wamy obiekt D z mor�zmami A ← D → B, które daj¡ nast¦puj¡cy
diagram przemienny

D //

��

B

��
A // C

Ponadto zakªadamy, »e o ile obiekt D′ speªnia powy»szy warunek dla
D to mamy dokladnie jeden mor�zm D′ → D, który mo»na wstawi¢ w
nast¦puj¡cy diagram przemienny

D′

��
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∃!

&&
D //

��

B

��
A // C

Tak zde�niowany produkt wªóknisty (o ile wiemy, gdzie jest zde�-
niowany) zwykle oznaczamy przez A ×C B. Ko-produkt wªóktnisty



de�niujemy przez odwrócenie strzaªek. Poka», »e tak zde�niowany pro-
dukt (i ko-produkt) jest jeden z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu. Opisz
produkty i koprodukty wªókniste w kategoriach Set, Top, Ab.

10. Czy funktor zapominania jest przemienny z produktem (ko-
produktem)?

11. Poka», »e produkt (koprodukt) i produkt (koprodukt) wªóknisty jest
szczególnym przykªadem granicy odwrotnej i prostej.

12. Niech A b¦dzie dziedzin¡ z ustalonym ideaªem pierwszym p. Na zbiorze
A \ p ustalamy cz¦±ciowy porz¡dek b′ ≤ b ⇔ b′ | b. Je±li Ab = {a/br :
a ∈ A, r ≥ 0} ⊂ (A) to dla b′ | b mamy Ab′ ↪→ Ab. Znajd¹ granic¦
prost¡ systemu (Ab)b∈A\p.

13. Niech S b¦dzie presnopem zbiorów (grup abelowych, pier±cieni) na
przestrzeni topologicznej (X, τ). Dla x ∈ X, niech τx oznacza klas¦
podzbiorów otwartych X zawieraj¡cych punkt x, z porz¡dkiem wyz-
naczonym przez inkluzj¦. Poka», »e istnieje granica prosta systemu
(S(U))U∈τx . Nazywamy j¡ ¹d¹bªem presnopa S w punkcie x i oz-
naczamy Sx. Klas¦ ci¦cia s ∈ S(U) w ¹d¹ble Sx dla punktu x ∈ U
oznaczamy sx i nazywamy kieªkiem s w x.

14. Niech S b¦dzie presnopem zbiorów (grup abelowych, pier±cieni) na
przestrzeni topologicznej (X, τ). Dla pokrycia otwartego U = {Ui}
przestrzeni X niech

H0(U , S) = {(si)i ∈
∏
S(Ui) | si|Ui∩Uj = sj|Ui∩Uj dla ka»dej pary (i, j)}.

Niech J b¦dzie kategori¡ pokry¢ otwartych X. Poka», »e U 7→
H0(U ,S) zadaje funktor J op → Set (Ab, Ring).

15. Niech U ⊂ X b¦dzie podzbiorem otwartym przestrzeni topologicznej
X, a JU niech b¦dzie kategori¡ pokry¢ otwartych U . Presnop S na X
wzynacza presnop S|U taki, »e dla ka»dego V ⊂ U otwartego S|U(V ) =
S(V ). Poka», »e S+(U) := lim−→J op

U

H0(U ,S|U) istnieje. Poka», »e U 7→
S+(U) jest presnopem na X i »e istnieje mor�zm presnopów S → S+.

16. Poka», »e presnop S+ na X jest separowalny, to znaczy dla dowolnego
zbioru otwartego U ⊂ X i pokrycia otwartego V = {Vi} zbioru U
odwzorowanie S+(U)→

∏
S+(Vi), s 7→ s|Vi jest monomor�zmem.



17. Poka», »e je»eli S jest separowalny, to mor�zm S → S+ jest injektywny,
tzn. dla dowolnego U ⊂ X otwartego, S(U)→ S+(U) jest wªo»eniem.
Poka», »e je»eli S jest separowalny, to S+ jest snopem. Wywnioskuj,
»e dla dowolnego presnopa S, presnop S++ jest snopem.


