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W ramach przygotowan do kolokwium wybratem zadania z réznych tematow.
Wrécimy rowniez do zadan z poprzednich serii, ktérych nie udalo nam sie
zrobi¢ z braku czasu: prosze przygotowac i zglosi¢ te, ktore Panstwo beda
chcieli zrobié¢.

Jak zwykle prosze zglasza¢ e-mailem ewentualne bledy, literowki czy ogoélne
watpliwosci.

1. Znajdz obraz dysku ; = {z € C: |z| < 1} przy funkcji

Czy f wyznacza biholomorfizm €2; na jego obraz? Odpowiedz na te

same pytania dla f na uzupelnieniu domkniecia ©; czyli dla 2, = {2z €
C:|z| > 1}.

2. Pokaz, ze istnieje gataz pierwiastka dla funkcji f zdefiniowanej na U C
C ponizej, czyli istnieje holomorficzna funkcja g taka, ze g2 = f. Cazy
powyzsza teza bedzie prawdziwa dla wyzszych pierwiastkow, czyli czy
istnieje funkcja g taka, ze ¢" = f, n > 37

(a) f(z) = (1 —2)/znalU=C\I01],
() f(z)=1-22na U ={z:|2]| < 1},
() f(z)=1—2*naU={z:|z2] > 1}
(d) f(z)=2/(1—2)*+1/4naU={z:|z| < 1}.

3. Dla podanej ponizej drogi v : I — C i funkeji f podaj obszar () zawie-
rajacy obraz v taki, ze f ma na nim funkcje pierwotna i korzystajac z
tego policz catke [ f(2)dz.

() f(z) ==, 1= [-n/2,7/2], 7(1) = 2¢",
(b) f(2) = g, I = [-7/2,7/2], 7(t) = 2€",
(©) f(z) = 27, 1 = [-7/2,37/2,

o Y(t)=¢c'—idlate|-7/2, /2],

o Y(t)=—€"+idlate [r/2,3n/2],



. Pokaz, ze dla dowolnego a € R zachodzi tozsamos¢
2
/ e*“* cos(asint)dt = 2
0

Wykorzystaj formule catkowa Cauchy’ego, z ktorej wynika

/e—dz:27ri
y Z

dla odpowiedniej petli v i dowolnego a € C.

. Pokaz nastepujacg silna wersje twierdzenia Liouville’a: Jesli f: C — C
jest funkcja homolorficzna taka, ze zbior f(C) nie jest gesty w C, to f
jest stata.

. Wykazaé, ze w zadnym z ponizszych przypadkéw nie istnieje funkcja f;
holomorficzna w otoczeniu zera spetniajaca podany warunek

(a) f1(1/n) = fi(=1/n) = 1/n° dlan € Zs;
(b) fg(l/n) =e " dlan € Z.



