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W ramach przygotowa« do kolokwium wybraªem zadania z ró»nych tematów.
Wrócimy równie» do zada« z poprzednich serii, których nie udaªo nam si¦
zrobi¢ z braku czasu: prosz¦ przygotowa¢ i zgªosi¢ te, które Pa«stwo b¦d¡
chcieli zrobi¢.
Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne
w¡tpliwo±ci.

1. Znajd¹ obraz dysku Ω1 = {z ∈ C : |z| < 1} przy funkcji

f(z) =
z

(1− z)2

Czy f wyznacza biholomor�zm Ω1 na jego obraz? Odpowiedz na te
same pytania dla f na uzupeªnieniu domkni¦cia Ω1 czyli dla Ω2 = {z ∈
C : |z| > 1}.

2. Poka», »e istnieje gaª¡¹ pierwiastka dla funkcji f zde�niowanej na U ⊂
C poni»ej, czyli istnieje holomor�czna funkcja g taka, »e g2 = f . Czy
powy»sza teza b¦dzie prawdziwa dla wy»szych pierwiastków, czyli czy
istnieje funkcja g taka, »e gn = f , n ≥ 3?

(a) f(z) = (1− z)/z na U = C \ [0, 1],

(b) f(z) = 1− z2 na U = {z : |z| < 1},
(c) f(z) = 1− z2 na U = {z : |z| > 1}.
(d) f(z) = z/(1− z)2 + 1/4 na U = {z : |z| < 1}.

3. Dla podanej poni»ej drogi γ : I → C i funkcji f podaj obszar Ω zawie-
raj¡cy obraz γ taki, »e f ma na nim funkcj¦ pierwotn¡ i korzystaj¡c z
tego policz caªk¦

∫
γ
f(z)dz.

(a) f(z) = z2+1
z

, I = [−π/2, π/2], γ(t) = 2eit,

(b) f(z) = z
z2+1

, I = [−π/2, π/2], γ(t) = 2eit,

(c) f(z) = z
z2+1

, I = [−π/2, 3π/2],

• γ(t) = eit − i dla t ∈ [−π/2, π/2],

• γ(t) = −eit + i dla t ∈ [π/2, 3π/2],



4. Poka», »e dla dowolnego a ∈ R zachodzi to»samo±¢∫ 2π

0

ea cos t cos(a sin t)dt = 2π

Wykorzystaj formuª¦ caªkow¡ Cauchy'ego, z której wynika∫
γ

eaz

z
dz = 2πi

dla odpowiedniej p¦tli γ i dowolnego a ∈ C.

5. Poka» nast¦puj¡c¡ siln¡ wersj¦ twierdzenia Liouville'a: Je±li f : C→ C
jest funkcj¡ homolor�czn¡ tak¡, »e zbiór f(C) nie jest g¦sty w C, to f
jest staªa.

6. Wykaza¢, »e w »adnym z poni»szych przypadków nie istnieje funkcja fi
holomor�czna w otoczeniu zera speªniaj¡ca podany warunek

(a) f1(1/n) = f1(−1/n) = 1/n5, dla n ∈ Z>0;

(b) f2(1/n) = e−n, dla n ∈ Z>0.


