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Wskazówki do wi¦kszo±ci zada« mo»na znale¹¢ w zbiorze Jana Krzy»a.
Prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne w¡tpliwo±ci.
Przypomnienie: wzór Cauchy'ego na n-t¡ pochodn¡ funkcji f holomor�cznej
w okolicy punktu z0 ∈ C:

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
γ

f(z)dz

(z − z0)n+1

gdzie γ jest p¦tl¡ obiegaj¡c¡ z0, γ(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π] oraz 0 < r � 1.

1. Niech Ω b¦dzie dyskiem o ±rodku w z0 i promieniu R. Zaªó»my, »e
funkcja f jest holomor�czna na pewnym otoczeniu Ω. Rozpatrzmy
wielomian h(z) = (z − a1)d1 · · · (z − an)dn z zerami krotno±ci d1, . . . , dn
w ró»nych punktach a1, . . . , an nale»¡cych do wn¦trza dysku Ω. Znajd¹
wzór na caªk¦ funkcji f(z)/h(z) po p¦tli γ(t) = z0 + Reit, t ∈ [0, 2π],
czyli ∫

γ

f(z)dz

h(z)

2. Policz nast¦puj¡c¡ caªk¦ po p¦tli γr(t) = r · eit, t ∈ [0, 2π] w zale»no±ci
od dodatniego r 6= 1, 2 ∫

γ

ezdz

z(z − 1)2(z − 2)3

3. Zaªó»my, »e funkcja f jest holomor�czna na kole o promieniu R z wyj¦-
tym punktem ±rodkowym z0, czyli na Ω = {z : |z − z0| ∈ (0, R)}.
Poka», »e dla ka»dej p¦tli γ(t) = reit + z0, t ∈ [0, 2π], zawartej w Ω
(czyli r ∈ (0, R)) zachodzi nast¦puj¡ca równo±¢

1

2πi
·
∫
γ

f(z)dz = lim
z→z0

[(z − z0) · f(z)]

o ile granica po prawej stronie istnieje.

4. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania zaªó»my dodatkowo, »e
limz→z0 [(z − z0) · f(z)] = 0 i ponadto granica limz→z0 f(z) istnieje i
jest liczb¡ zespolon¡ a. Poka», »e kªad¡c f(z0) = a mo»na rozszerzy¢
f do funkcji holomor�cznej na Ω ∪ {z0}.



5. Policz caªk¦ ∫
γ

dz

ez − 1

po p¦tli γr(t) = r · eit, t ∈ [0, 2π], dla dodatniego r 6= 2mπi, m =
0, 1, 2, . . . .

6. Policz caªk¦ ∫
γ

sin iz · dz
eiz − 1

po p¦tli γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π].


