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Wskazówki do wi¦kszo±ci zada« mo»na znale¹¢ w zbiorze Jana Krzy»a.
Prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne w¡tpliwo±ci.

Przypomnienie: je±li γ : [a, b] → C jest drog¡ w C (funkcj¡ ci¡gª¡,
kawaªkami ró»niczkowaln¡) a f : U → C funkcj¡ o warto±ciach zespolonych
okre±lon¡ na pewnym otoczeniu obrazu γ to caªki po γ, zorientowan¡ i
niezorientowan¡, de�niujemy tak:∫

γ

f(z)dz :=

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt oraz

∫
γ

f(z)|dz| :=
∫ b

a

f(γ(t))|γ′(t)|dt

1. Poka», »e je±li γ : [a, b] → C jest drog¡ w C a f : U → C funkcj¡ o
warto±ciach zespolonych okre±lon¡ na pewnym otoczeniu obrazu γ to∣∣∣∣∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)||dz|

2. Policz caªk¦ ∫
γ

dz

z2 − 1

dla ka»dej z dróg γ z −2 do 2 zde�niowanych nast¦puj¡co

(a) γ(t) = 2(sin t+ i cos t) dla t ∈ [−π/2, π/2],

(b) γ(t) = 2(sin t− i cos t) dla t ∈ [−π/2, π/2],

(c) γ(t) = (cos 2t− 1) + i sin 2t dla t ∈ [−π/2, 0] i

γ(t) = (− cos 2t+ 1) + i sin 2t dla t ∈ [0, π/2],

(d) γ(t) = (cos 2t− 1)− i sin 2t dla t ∈ [−π/2, 0] i

γ(t) = (− cos 2t+ 1)− i sin 2t dla t ∈ [0, π/2].

3. Dla ka»dej drogi γ z poprzedniego zadania wska» obszar zawieraj¡cy
obraz γ na którym funkcja (z2 − 1)−1 ma funkcj¦ pierwotn¡.

4. Rozpatrzmy wielomian f stopnia n o wspóªczynnikach zespolonych
f(z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · · a1z + a0. Policz caªk¦

∫
γ
f(z)dz gdzie

γ(t) = cos t+ i sin t, t ∈ [0, 2π].



5. Niech γ : [a, b] → C b¦dzie drog¡ zamkni¦t¡ le»¡c¡ poza dyskiem jed-
nostkowym, czyli tak¡ »e ∀t |γ(t)| > 1. Poka», »e∫

γ

zdz

z2 − 1
=

∫
γ

dz

z

6. Wyznacz mo»liwe warto±ci caªki∫
γ

dz

z2 + 2

przy zaªo»eniu, »e γ : [0, 4]→ C jest drog¡ zamkni¦t¡ tak¡, »e

• |γ(t)| < 1 dla t ∈ (0, 1)

• γ(t) = t dla t ∈ [1, 2]

• |γ(t)| > 2 dla t ∈ (2, 3)

• γ(t) = t− 5 dla t ∈ [3, 4]

7. Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czna na obszarze wypukªym Ω tak¡, »e
dla z ∈ Ω zachodzi Re(f ′(z)) > 0. Poka», »e f jest ró»nowarto±ciowa.


