Funkcje analityczne, seria 5 Jesien 2017

Wskazowki do wiekszosci zadan mozna znalezé w zbiorze Jana Krzyza.
Prosze zglasza¢ e-mailem ewentualne btedy, literéwki czy ogdlne watpliwosci.

Przypomnienie: jesli v : [a,b] — C jest droga w C (funkcja ciagla,
kawalkami rozniczkowalna) a f : U — C funkcja o wartosciach zespolonych
okreslong na pewnym otoczeniu obrazu v to calke f wzdluz v definiujemy
nastepujaco:
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1. Niech f : U — C bedzie funkcja holomorficzng okreslong na zbiorze
otwartym U taka, ze obraz f(U) jest zawarty w prostej lub w pewnym
okregu. Pokaz, ze f jest funkcja staty.

2. Mowimy, ze na obszarze (zbiorze otwartym i spojnym) U istnieje gataz
pierwiastka z funkcji f : U — C jesli istnieje funkcja g : U — C taka,
zeVz e U: (g(2))* = f(z). Pokaz, ze istnieje galaz pierwiastka z f na
U jak ponizej:

(a) U=C\ [, +i], f(2) = =,

(b) U=C\[a,b], f(z) = 2=, gdzie a < b sa dowolne rzeczywiste.

3. Rozpatrzmy parametryzacje okregu jednostkowego ~ : [0,27] — C
dana wzorem ~y(t) = exp(it) = cost +isint. Korzystajac z tej parame-
tryzacji policz bezposrednio z definicji nastepujace calki:

(a) f7 Re(z)dz, fw Im(2)dz,
(b) f7 Zdz, f,y |z|dz,

(c) [, z"dz, gdzie n > 0,
(d) [,z""dz,

(e) [ 2"dz, gdzie n < -2

4. Niech 7 : [0,4] — C bedzie parametryzacja brzegu kwadratu o wierz-
chotkach 1,4, —1, —i, czyli

dla t€0,1] ~(t)=010—-1t)+t

dla te[l,2] ~y@t)=0—-t)+(2—1)
dla t€2,3] ~({t)=@t—-3)+(2—1)i
dla te€[3,4 ~{t)=@t—-3)+(t—4)



Policz caltke fv 2~ 1dz bezposrednio z definicji.
. [usuniete]

. Pokaz, ze funkcja f(z) = 27! nie ma funkcji pierwotnej na C\ {0} ale
ma funkcje pierwotna na C\ (—o0,0]. Wykorzystaj wlasnosci funkeji
exp.

. Niech 7 : [a,b] — C bedzie droga (niekoniecznie zamknieta) a g : U —
C funkcjg ciagly zdefiniowana na pewnym otoczeniu obrazu . Pokaz,
ze funkcja f: C\ 7y([a, b]) — C zdefiniowana wzorem

f(z):/7 g(w)

w—z

jest holomorficzna i jej pochodna jest rowna
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