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Odwzorowanie biholomor�czne to holomor�czna bijekcja, która ma holo-
mor�czn¡ odwrotno±¢. Wskazówki do wi¦kszo±ci zada« mo»na znale¹¢ w
zbiorze Jana Krzy»a. Prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki
czy ogólne w¡tpliwo±ci.

1. Rozpatrzmy homogra�¦ h(z) = z−1
z+1

oraz odwzorowanie holomor�czne
f : C \ {0} → C zadane wzorem

f(z) =
1

2

(
z + z−1

)
(a) Poka», »e h(f(z)) = h(z)2 z czego wynika f(z) = h−1(h(z)2).

(b) Poka», »e f odwzorowuje biholomor�cznie górn¡ póªpªaszczyzn¦
{z : Im(z) > 0} na C \ {z ∈ R : |z| ≥ 1}.

(c) Poka», »e f odwzorowuje biholomor�cznie otwarte koªo jednost-
kowe, czyli {z : |z| < 1}, na zbiór C \ {z ∈ R : |z| ≤ 1}.

2. Rozpatrzmy funkcj¦ f(z) = z + z−1 − 2 i zbiór Ω = {z : |z| > 1} \
(−∞,−1).

(a) Poka», »e f przeksztaªca Ω biholomor�cznie na C \ (−∞, 0].

(b) Poka», »e
√
f jest dobrze zde�niowane na Ω i przeksztaªca Ω bi-

holomor�cznie na póªpªaszczyzn¦ {z : Re(z) > 0}.

3. Poka», »e istnieje odwzorowanie biholomor�czne pomi¦dzy koªem ot-
wartym {z : |z| < 1} i koªem otwartym z wyj¦tym promieniem
{z : |z| < 1} \ (−1, 0].

4. Rozpatrzmy póªpªaszczyzn¦ otwart¡ {z : Re(z) > 0} i póªkole otwarte
{z : Re(z) < 0 & |z| < 1}.

(a) Poka», »e istnieje odwzorowanie biholomor�czne mi¦dzy tymi
dwom obszarami.

(b) Poka», »e nie ma homogra�i przeksztaªcaj¡cej jeden z tych ob-
szarów na drugi.

5. Dla z = x + iy rozstrzygnij istnienie funkcji holomor�cznej f : C→ C
takiej, »e f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Je±li funkcja hololor�czna f ist-
nieje, to j¡ przedstaw jako funkcj¦ od zmiennej z, je±li nie, to uzasadnij
dlaczego:



(a) u(x, y) = x2 − y2 + xy − 3x

(b) v(x, y) = x2 − y2 + xy + 3y

6. Rozstrzygnij zbie»no±¢ szeregu

∞∑
n=1

1

n1+i


