
Funkcje analityczne, seria 15 Jesie« 2017

Przed egzaminem zach¦cam do powtórzenia typowych zada« ze zbioru
Krzy»a. W zadaniach z tej serii b¦dziemy korzysta¢ z tw. Hurwitza i Mon-
tela; prosz¦ si¦ z nimi zapozna¢.
Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy, literówki czy ogólne
w¡tpliwo±ci.

1. Poka» zbie»no±¢ i wyznacz sum¦ nast¦puj¡cych szeregów:
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2. Niech f b¦dzie funkcj¡ meromor�czn¡ na C tak¡, »e limz→∞ zf(z) =
0. Zaªó»my ponadto, »e f ma sko«czon¡ liczn¦ biegunów a1, . . . , am
i »aden z nich nie jest liczb¡ caªkowit¡. Poka», »e granica po lewej
stronie istnieje i zachodzi równo±¢:
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Wskazówka: robimy tak jak w podobnym zadaniu z poprzedniej serii.

3. Wykorzystaj poprzednie zadanie do wykazania zbie»no±ci i policzenia
nast¦puj¡cych szeregów dla a, b 6∈ Z, a 6= b:
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4. Czy istnieje funkcja analityczna przeprowadzajaca dysk jednostkowy
w siebie, taka »e f(1
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) = 3
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? Wskazówka: wykorzystaj

szacowanie z lematu Schwarza.

5. Rozpatrzmy otwarty i spójny podzbiór U ⊆ C. Niech fn → f b¦dzie
ci¡giem funkcji holomor�cznych zbie»nym niemal jednostajnie. Poka»
nast¦puj¡ce wnioski z twierdzenia Hurwitza:

(a) Je±li »adna z funkcji fn nie przyjmuje warto±ci zerowych na U , to
albo f ma tak¡ sama wªasno±¢, albo f ≡ 0.

(b) Je±li ka»da z funkcji fn jest ró»nowarto±ciowa, to albo f ma tak¡
sama wªasno±¢, albo f jest funkcj¡ staª¡.

6. Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na pewnym otoczeniu 0 i tak¡, »e
f(0) = 0 oraz |f ′(0)| < 1. De�niujemy indukcyjnie ci¡g funkcji: f1 = f
oraz fn+1 = f ◦ fn. Poka», »e istnieje r > 0 takie, »e rodzina funkcji
{fn} jest normalna na dysku D(0, r) o ±rodku w 0 i promieniu r.

7. Niech f : D(0, 1) \ {0} → C b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ okre±lona na
przekªutym dysku jednostkowym. Zaªó»my, »e f jest ró»nowarto±ciowa.
Poka», »e albo f ma w 0 osobliwo±¢ usuwaln¡, albo biegun jednokrotny.

8. Korzystaj¡c z zasady symetrii Schwarza dowied¹ co nast¦puje:

(a) Je±li f : C → C jest funkcj¡ holomor�czn¡ tak¡, »e f(R) ⊆ R i
f(i · R) ⊆ i · R, to

∀z ∈ C : f(z) = −f(−z) = f(x)

(b) Je±li f jest funkcj¡ meromor�czn¡ okre±lon¡ na dysku o promieniu
1+ ε, gdzie ε > 0, tak¡ »e |z| = 1 =⇒ |f(z)| = 1, to f jest funkcj¡
wymiern¡.


