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Przed egzaminem zach¦cam do powtórzenia typowych zada« ze zbioru
Krzy»a, rozdz. 3.5�3.7 (liczenie caªek) i rozdz. 3.9 (zasada argumentu i
tw. Rouché). Jak zwykle prosz¦ zgªasza¢ e-mailem ewentualne bª¦dy,
literówki czy ogólne w¡tpliwo±ci.

1. Zaªó»my, »e zespolone a 6= 0 speªnie warunek |a| < 1. Poka», »e dla
ka»dej liczby naturalnej n równanie ez(z − 1)n = a ma dokªadnie n
rozwi¡za« w kole o promieniu 1 i ±rodku w 1.

2. Niech f b¦dzie funkcj¡ meromor�czn¡ na C tak¡, »e limz→∞ zf(z) =
0. Zaªó»my ponadto, »e f ma sko«czon¡ liczn¦ biegunów a1, . . . , am
i »aden z nich nie jest liczb¡ caªkowit¡. Poka», »e granica po lewej
stronie istnieje i zachodzi równo±¢:

lim
N→+∞

N∑
n=−N

f(n) = −π
m∑
i=1

resai
f(z) cos(πz)

sin(πz)

(a) Niech ∆N oznacza kwadrat o wierzchoªkach w ±1± i pomno»ony
przez N + 1

2
. Przez γN oznaczmy brzeg ∆N zorientowany stan-

dardowo. Poka», »e moduª funkcji ctg(πz) = cos(πz)/ sin(πz) jest
ograniczony na γN przez pewn¡ staª¡ M niezale»n¡ od N .

(b) Wykorzystaj powy»sz¡ obserwacj¦, »eby stwierdzi¢

lim
n→∞

∫
γN

f(z) · ctg(πz)dz = 0

(c) Wywnioskuj z tego nast¦puj¡c¡ równo±¢ i dowied¹ tez¦ zadania:

lim
N→∞

N∑
n=−N

resn(f(z) · ctg(πz)) = −
m∑
i=1

resai(f(z) · ctg(πz))

3. Wykorzystaj poprzednie zadanie do wykazania zbie»no±ci i policzenia
nast¦puj¡cych szeregów dla a, b 6∈ Z, a 6= b:

(a)
+∞∑
−∞

1

(n− a)2



(b)
+∞∑
−∞

1

(n− a)(n− b)

4. Niech D oznacza dysk jednostkowy D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.
Wykorzystaj lemat Schwarza, »eby pokaza¢, »e funkcja holomor�czna
f : D → D, która nie jest identyczno±ci¡, ma co najwy»ej jeden punkt
staªy (czyli takie z ∈ D, dla którego f(z) = z). Poka» funkcj¦ f , jak
wy»ej, która nie ma punktu staªego.

5. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania zaªó»my, »e f : D → D nie
jest funkcj¡ staª¡ i zde�niujmy funkcj¦ g : D → C wzorem

g(z) =
f(z)− f(0)

1− f(0)f(z)

Poka», »e dla z ∈ D mamy |g(z)| < 1 oraz g(0) = 0, nast¦pnie zastosuj
lemat Schwarza by pokaza¢:

|f(0)| − |z|
1 + |f(0)z|

≤ |f(z)| ≤ |f(0)|+ |z|
1− |f(0)z|


